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TECHNIKA ZAMIATANIA

OGOLNA IDEA (na plaszczyznie R?)

» [dea algorytmu zamiatania prostg polega na
przesuwaniu w okreslonym kierunku prostej —
miotty — po plaszczyznie.

» Podczas takiego zamiatania utrzymywane sg

dodatkowe informacje — jest to tzw. status Yo e = = P
miotty. ° o
. . . . / .
» Status miotly zmienia sie w punktach zdarzen. .
‘ J—
ZAGADNIENIA © ® .
o
1. Punkty maksymalne ©
Ymin=-======= -O=-=-=--

2. Przeciecia odcinkéw poziomych /pionowych
3. Para najblizszych punktow
4.* Triangulacja wielokgta monotonicznego (P.1)

5. Otoczka wypukta
6." Graf widzialnosci
7. Strzezenie komorek



2.1 PUNKTY MAKSYMALNE

Dla dwéch punktéw p, ¢ € R? méwimy, ze p dominuje nad punktem ¢, ozn. g < p,
jesli x(q) < x(p) oraz y(q) < y(p). Punkt p € S jest punktem maksymalnym
(maksimum), jesli nie istnieje zaden punkt ¢ € S\ {p} taki, ze p < q.

F.P. Preparata, M.I. Shamos
Geometria obliczeniowa — wprowadzenie
rozdzial 4.1.3, Helion (2003)
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Przyktad. Punkt ps jest zdominowany przez punkt ps, a punkt ps jest zdominowany
przez punkty pi, po, ps. Natomiast punkty pi, ps, p5 sg punktami maksymalnymi.
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Przyktad. Punkt py jest zdominowany przez punkt py4, a punkt ps jest zdominowany
przez punkty pi, po, ps. Natomiast punkty pi, ps, p5 sg punktami maksymalnymi.
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Dla dwéch punktéw p, ¢ € R? méwimy, ze p dominuje nad punktem ¢, ozn. g < p,
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Przyktad. Punkt py jest zdominowany przez punkt py4, a punkt ps jest zdominowany
przez punkty pi, po, p4. Natomiast punkty pi, ps, ps sg punktami maksymalnymi.



2.1 PUNKTY MAKSYMALNE

Dla dwéch punktéw p, ¢ € R? méwimy, ze p dominuje nad punktem ¢, ozn. g < p,
jesli x(q) < x(p) oraz y(q) < y(p). Punkt p € S jest punktem maksymalnym
(maksimum), jesli nie istnieje zaden punkt ¢ € S\ {p} taki, ze p < q.

Dla zbioru S C R?, przypisujac poszczegdlnym wspoélrzednym punktéw znaki + i
—, mozna zdefiniowaé cztery problemy wyznaczenia maksimum.

Problem. Dla danego zbioru punktéw S C R? wyznacz wszystkie jego punkty
maksymalne, po wszystkich czterech mozliwych przypisaniach znakow.



Idea algorytmu /Kung, Luccio, Preparata 1975/

» Przesuwamy (wirtualng) miotle z lewa na prawo.

» Punktami zdarzen sa punkty ze zbioru wejsciowego w kolejnosci rosnacych
wspotrzednych x, przy czym z punktéw o tej samej odcietej rozpatrujemy tylko
te o najmniejszej 1 najwiekszej rzednej.

» Statusem prostej jest najmniejsza i najwieksza wartosé wspotrzednej y sposrod
wszystkich punktow na lewo od lub na miotle.

» Jesli status prostej ulega zmianie, zgltaszane sg odpowiednie punkty:.

» W analogiczny sposob wszystkie punkty zostaja przegladnicte z prawa na lewo.
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DetectMaxima(S) /wersja dla punktéow o réznych wspoétrzednych z/

Wejscie. Zbiér S C R? — zbiér n punktéw na plaszczyznie.
Wyjscie. Zbior D elementow maksymalnych.

. Posortuj S wzgledem wspotrzednej x, otrzymujac punkty pi, po, ..., pp-

. D= {p1}; Ymax = Ymin = Y(pl)

.for 2 =2tondo

if y(pi) > Ymax then D := DU {p;}; Ymax = v(ps).

1
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3
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5 if y(p;) < Ymin then D =
6. D:=DU {pn}7 Ymax = Ymin —
7

8

9

0

.fori=n—1to2do

if y(pi) > Ymax then D := D UA{p;}; Ymax :=
if y(p;) < Ymin then D =

10. return D.

Poprawnos¢ podejscia.

y(pi
D U{pi}; Ymin := y(0i)-
Y(pn)'

y(pi)-
DU {pz}, Ymin = Y(pl)

» Niezmiennikiem algorytmu w wierszach 2-5 jest ,,Wszystkie maksima dla przy-
pisan (—,+) oraz (—, —) na lewo od miotty M zostaly zgloszone”  natomiast
niezmiennikiem w wierszach 6-9 jest ,, Wszystkie maksima dla przypisan (+, +)

oraz (4, —) na prawo od miotty M zostaly zgloszone”

Ztozonos¢ obliczeniowa algorytmu.

» Majac na uwadze wstepne posortowanie po odcietej: czas rzedu O(n logn).

» Zapamietanie Yy 0raz Ymax: pamieé rzedu O(1).



2.2 PUNKTY PRZECIEC

Dla danego zbioru poziomych i pionowych odcinkéw S = H UV na plaszczyznie
wyznacz wszystkie punkty przecie¢ odcinkow z S. M. Smid

Computing intersections in a set of horizontal and vertical line segments
http://people.scs.carleton.ca/michiel/teaching.html [23.03.2015]

Zatozenie. Konce odcinkéw poziomych oraz odcinki pionowe majg roézne odciete.



2.2 PUNKTY PRZECIEC

Problem. Dla danego zbioru poziomych i pionowych odcinkow S = H UV na
plaszczyznie wyznacz wszystkie punkty przecie¢ odcinkow z S.

Niezmiennik. Wszystkie przeciecia na lewo od M zostaly zgltoszone.
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2.2 PUNKTY PRZECIEC

Problem. Dla danego zbioru poziomych i pionowych odcinkow S = H UV na
plaszczyznie wyznacz wszystkie punkty przecie¢ odcinkow z S.

Niezmiennik. Wszystkie przecigcia na lewo od M zostaty zgloszone.

Status miotty. Poziome odcinki przecinane przez miotte.
Status prostej przechowywany jest w zrownowazonym drzewie przeszukiwan:
odcinki (w lisciach) posortowane sa wzgledem wspotrzednej y.
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Punkty zdarzen. Konce odcinkow poziomych i odcinki pionowe.



Zmiana statusu. Mozliwe sg trzy sytuacje:
1. Miotta napotyka lewy koniec poziomego odcinka s.
Miotla zaczyna przecinaé s, a zatem odcinek s musi zosta¢ dodany do (zréw-
nowazonego drzewa) statusu miotly.

2. Miotta napotyka prawy koniec poziomego odcinka s.
Miotla przestaje przecinaé s, a zatem odcinek s musi zosta¢ usuniety ze (zrow-
nowazonego drzewa) statusu miotly.

3. Miotla napotyka pionowy odcinek s = [(x, 41), (2, y2)].
Zauwazmy, ze poziome odcinki przecinajace s musza w tej chwili przecinac
takze miotte M, a zatem, aby wyznaczy¢ wszystkie te przeciecia, wystarczy w
zrownowazonym drzewie statusu prostej wyznaczy¢ te poziome odcinki, ktorych
wspOhrzedne y naleza do przedziatu |y, yol.
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Zmiana statusu. Mozliwe sg trzy sytuacje:
1. Miotta napotyka lewy koniec poziomego odcinka s.
Miotla zaczyna przecinaé s, a zatem odcinek s musi zosta¢ dodany do (zréw-
nowazonego drzewa) statusu miotly.

2. Miotta napotyka prawy koniec poziomego odcinka s.
Miotla przestaje przecinaé s, a zatem odcinek s musi zosta¢ usuniety ze (zrow-
nowazonego drzewa) statusu miotly.

3. Miotla napotyka pionowy odcinek s = [(x, 41), (2, y2)].
Zauwazmy, ze poziome odcinki przecinajace s musza w tej chwili przecinac
takze miotte M, a zatem, aby wyznaczy¢ wszystkie te przeciecia, wystarczy w
zrownowazonym drzewie statusu prostej wyznaczy¢ te poziome odcinki, ktorych
wspOhrzedne y naleza do przedziatu |y, yol.
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Algorytm SweepCrossings
0. Posortuj zbiér S® := H UV wzgledem odcietej, gdzie H jest zbiorem koncéw
poziomych odcinkéw z H. /Wstepne przetwarzanie. /
1. Niech T bedzie pustym zrownowazonym drzewem binarnym.

/Drzewo T przechowuje status miotly./
2. while S*® # () do

2.1 Usun pierwszy element v € S°.

2.2 if (v jest lewym koncem odcinka s) then dodaj s do T

2.3 else if (v jest prawym koncem odcinka s) then usun s z T

24 else IDRANGEQUERY(T, [y1, o), gdzie v = [(z,y1), (x, y2)].
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Algorytm SweepCrossings
0. Posortuj zbiér S® := HUV wzgledem odcietej, gdzie H jest zbiorem koncéw
poziomych odcinkéw z H. /Wstepne przetwarzanie. /

1. Niech T bedzie pustym zréwnowazonym drzewem binarnym.
/Drzewo T przechowuje status miotty./

2. while S* # () do

2.1 Usun pierwszy element v € S°.

2.2 if (v jest lewym konicem odcinka s) then dodaj s do 7.

2.3 else if (v jest prawym koricem odcinka s) then usun s z 7.
24 else IDRANGEQUERY(T, [y1,¥2]), gdzie v = [(z,11), (z, y2)].

Analiza poprawnosci podejscia

» Zachowywanie niezmiennika wynika z konstrukeji algorytmu, tj. wiersza 2.4.

Analiza zlozonosci obliczeniowej algorytmu

» Przetwarzanie wstepne wymaga czasu rzedu O(n logn).

» Czas dziatania algorytmu: O(nlogn)+ A(n), gdzie A(n) jest czasem zuzytym
przez wszystkie wywotania 1DRANGEQUERY.

» Status miotly (zréwnowazone drzewo binarne): pamie¢ rzedu O(n).

Twierdzenie 2.1. (Smid 2003) Algorytm SWEEPCROSSINGS wyznacza wszyst-
kie przeciecia w czasie rzedu O(nlogn + k), gdzie n jest liczba odcinkow, a k jest
liczbg przecieé; zuzycie pamieci jest rzedu O(n).



6.3 Para najblizszych punktéw

Dla danego zbioru punktéw S C £? wyznaczy¢ pare najblizszych punktow.

K. Hinrichs, J. Nievergelt, P. Schorn
Plane-sweep solves the closest pair problem elegantly
IPL 26(5), 255-261 (1988)

Zatozenie. Odcicte punktow wejsciowych sg rozne.



Idea algorytmu

» Miotta M przesuwa si¢ z lewo na prawo
pamietajac najmniejsza znaleziona do tej
pory odlegtos¢ 9.

» Status miotly stanowi zbior punktow na
lewo od miotly w odleglosci co najwyzej o
1 zmienia si¢ on przy napotkaniu kolejnych
punktow.

» Napotykajac nowy punkt p = (x,y), spraw-
dzana jest odleglos¢ p do punktow ze statusu
miotty lezacych ,nie za daleko” od p.

0 =+v3.25




Niezmiennik.
Wartosé o jest najmniejsza odlegloscig sposrod
punktow na lewo od miotty M.

Jesli M przesunie si¢ po catym obszarze, nie-
zmiennik zagwarantuje, ze wyznaczona zo-
stanie para najblizszych punktéw.

Status miotty.
Punkty na lewo od miotly i w jej d-otoczeniu.

Na miotte mozna patrze¢ jak na pionowy
pasek o szerokosci 0 ograniczony przez
dwie pionowe proste. Status miotly prze-
chowywany jest w zréwnowazonym drze-
wie przeszukiwan; punkty posortowane sa
wzgledem wspolrzednej y.

Punkty zdarzen.
Punkty z .S posortowane wzgledem odcietej.
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Zmiana statusu.
Miotta napotyka nowy punkt p = (z, y).

1. Usuwamy ze statusu miotly wszystkie te
punkty, ktére nie leza w jej d-otoczeniu.

2. Sprawdzana jest odlegtosé¢ p do punktéw ze
statusu miotty, ktorych rzedna miesci sic w
przedziale |y — &,y + 6.

3. Jesli ktoras odleglodci wyznaczonych w (2)
jest mniejsza od dotychczasowej d, to d ulega
zmianie na najmniejszg z nich. Zapamigtu-
jemy rowniez pare punktéw realizujaca te
najmniejsza odlegtose.

4. Wstawiamy p do statusu miotly.
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jest mniejsza od dotychczasowej d, to d ulega
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Analiza poprawnosci podejscia —

» Prawdziwosé niezmiennika w przypadku bazowym — tj. gdy rozpatrujemy dwa
pierwsze punkty p; po i ustalamy 6 = dg(p1, p2) — wynika z definicji.

» Rozpatrzylismy juz k punktéw, zachowujac prawdziwos$é niezmiennika, tzn. o
przechowuje najmniejsza z odlegltosci dla {p1, pa, ..., pr} = Sk.

» Nowe zdarzenie/punkt pr.1 = (x,y).
L, Minimalna odleglos¢ w zbiorze {p1, po, . .., Prs Prs1} = Skit:

min((Sa dg(pk—l—la S/{))a gdZie dg(pk—l—la Sk‘) — minpéskdg(pk+lap>°

L Jeslip € Sporazp & [x — d,x] X [y — d,y + 6], to de(prr1,p) > 0.
L, A zatem nalezy sprawdzi¢ jedynie de(ppy1, p) dlap € [x—46, x| X [y—§, y+4].



Algorytm SweepClosest .
Wejscie. Zbiér punktow S na ptaszczyznie. .
Wyjscie. Para najblizszych punktéw z S.
0. Posortuj zbiér S wzgledem wspotrzednej x,
otrzymujac zbiér S = {p1,...,pn}.
1. 0 = dg(p1, p2); zapamietaj pare (p1, p2). .
2. Wstaw pp i po do pustego zréwnowazonego drzewa przeszukiwan 7~
o porzadku wzgledem wspotrzednej y.
. lewy:=1; prawy:=3.
4. while (prawy < n) do
4.1 while (X(plewy) < X(Pprawy) — 5) do
Usuil Prewy z drzewa T
lewy:=lewy—+1; 0
4.2 Niech S5 :=1DRANGEQUERY (T, [y (Pprawy) — 0, ¥ (Pprawy) + 6])-
4.3 ¢ := min(0, dg(Pprawy, S5)); zapamietaj pare realizujaca minimum.
4.4 Wstaw pprawy do drzewa T; prawy:=prawy-1.
5. Zwrdé pare realizujacy 6.

w

Analiza zlozonosci obliczeniowej

» Zlozonos¢ czasowa jest rzedu O(nlogn).

L Czas IDRANGEQUERY jest rzedu O(logn)+|Ss| = O(logn), bo |Ss| < 6.
» Zlozonos¢ pamieciowa jest rzedu O(n).

L, Status prostej (zrownowazone drzewo binarne): pamieé rzedu O(n).



Algorytm SweepClosest .
Wejscie. Zbiér punktow S na ptaszczyznie. .
Wyjscie. Para najblizszych punktéw z S.
0. Posortuj zbiér S wzgledem wspotrzednej x,
otrzymujac zbiér S = {p1,...,pn}.
1. 0 = dg(p1, p2); zapamietaj pare (p1, p2). .
2. Wstaw pp i po do pustego zréwnowazonego drzewa przeszukiwan 7~
o porzadku wzgledem wspotrzednej y.
. lewy:=1; prawy:=3.
4. while (prawy < n) do
4.1 while (X(plewy) < X(Pprawy) — 5) do
Usuil Prewy z drzewa T
lewy:=lewy—+1; 0
4.2 Niech S5 :=1DRANGEQUERY (T, [y (Pprawy) — 0: ¥ (Pprawy) + 0))-
4.3 ¢ := min(0, dg(Pprawy, S5)); zapamietaj pare realizujaca minimum.
4.4 Wstaw pprawy do drzewa T; prawy:=prawy-1.
5. Zwrdé pare realizujacy 6.

w

Twierdzenie 2.2. (Hinrichs, Nievergelt, Schorn 1988)
Algorytm SWEEPCLOSEST wyznacza najblizszg pare w zbiorze n punktéw na
plaszczyznie w czasie O(nlogn), uzywajac pamieci rzedu O(n).



2.4* TRIANGULACJA WIELOKATA MONOTONICZNEGO

Wielokat prosty nazywamy monotonicznym wzgledem prostej [, jesli dla dowolne;
prostej [ prostopadlej do [ przecigcie wielokata z I' jest spdjne (jest odcinkiem,
punktem, lub zbiorem pustym). Wielokat, ktéry jest monotoniczny wzgledem osi
nazywamy 2-1monotonicznyin.

Przeciecie z dowolna
pionowg prosta jest spdjne.

W wielokacie z-monotonicznym, jesli idziemy wzdluz tancucha wierzchotkow — dol-
nego lub gérnego — ze skrajnego lewego wierzchotka do skrajnego prawego wierz-
chotka, to zawsze poruszamy sie w prawo lub pionowo, nigdy w lewo.

Zatozenie. Wielokaty Scisle monotoniczne: odcicte wierzchotkow sg rozne.



Problem. Podzieli¢ scisle z-monotoniczny wielokat na trojkaty przez dodanie
wewnetrznych nieprzecinajacych sie przekatnych taczacych wierzchotki wielokata.

M. de Berg, M. van Kreveld, M. Overmars, O. Schwarzkopt
Geometria obliczeniowa, rozdziat 3, WNT (2007)




Problem. Podzieli¢ scisle z-monotoniczny wielokat na trojkaty przez dodanie
wewnetrznych nieprzecinajacych sie przekatnych taczacych wierzchotki wielokata.

Twierdzenie 2.4. (m.in. Meisters 1975) Dowolny wielokat prosty o n wierzchol-
kach mozna podzieli¢ na n — 2 trojkaty przez dodanie n — 3 wewnetrznych nieprze-
cinajacych sie przekatnych o wierzchotkach bedacych wierzchotkami wielokata.

L, Dowolny wielokat prosty (n > 4) ma przynajmniej dwa tzw. ucha.
Dowdd indukeyjny po liczbie wierzchotkow (patrz ilustracja).



czesci juz podzielone

czesé wielokata

oczekujaca na podziat
wierzchotki vy, v9, v3, vy, V5 RAE

wraz z krawedzig e tworza lej ™.,

R

miotta

Idea algorytmu zamiatania
» Miotta przesuwa sie z lewo na prawo.

» Status miotly stanowi zbiér wierzchotkéw na stosie tworzacych tzw. lej.

» Napotykajac nowy wierzchotek v, w zaleznosci od potozenia v wzgledem leja,
wierzcholek ten jest albo odktadany na stos, powickszajac lej, albo czes¢ wierz-
chotkow jest zdejmowana ze stosu i zgtaszane sg odpowiednie przekatne.



czesci juz podzielone

czes¢ wielokata

oczekujaca na podziat
wierzchotki vy, v9, v3, vy, U5
wraz z krawedzig e tworzg lej ™.

R

Status miotly. Wierzchotki na stosie.
Niezmiennik. Wierzchotki vy, ..., v; na stosie tworza tzw. lej, a wielokat na lewo
od tancucha vy, ..., v; jest juz podzielony na trojkaty..
» Wierzchotek vy, ktory jest na dnie stosu tworzy kat wypukly z incydentng kra-
wedzig 1 kolejnym wierzchotkiem vy ze stosu.
» Pozostale wierzchotki vs, . .. v ze stosu nalezg do tego samego tancucha (dol-
nego lub goérnego) i sg wkleste.

Punkty zdarzen. Wierzchotki PP posortowane wzgledem wspotrzednej x.



wierzchotki vy i v
nowe przekatne v tworza nowy lej v

Zmiana statusu. Miotta napotyka nowy wierzchotek

1. Jesli wierzchotek v lezy na przeciwlegltym tancuchu do wierzchotkdw v, . .., vy,
ze stosu, tzn. jest prawym koncem krawedzi ograniczajacej lej, wowczas mozemy
doda¢ przekatne z v do wszystkich wierzchotkéw znajdujacych sie na stosie,
za wyjatkiem tego z dna stosu (czyli dodajemy przekatne postaci {v,v;}, © =
2,..., k). Wierzchotki vy, . . ., v zostaja zdjete ze stosu i wlozone sa jedynie vy, i

. Niezmiennik — majac na uwadze x-monotonicznos¢ wielokata oraz poltozenie
wzgledem vo, ..., v, — zostaje zachowany:.



nowe przekatne ™~ v jest dodany do nowego leja ™

Zmiana statusu. Miotta napotyka nowy wierzchotek

2. Jesli wierzchotek v lezy na tym samym tancuchu, co wierzchotki vs, ..., vy,
wowczas mozemy nie by¢ w stanie poprowadzi¢ przekatnych z v do wszyst-
kich wierzchotkéw ze stosu. Ale te wierzchotki, z ktorymi mozemy potaczyc v,
sa kolejne i znajduja sie na szczycie stosu. Zatem zdejmujemy je i dodajemy
przekatne, az nie bedzie to mozliwe. Wierzchotek v wkiadany jest na stos. Za-
chowanie niezmiennika wynika z niemozliwosci dodania dalszych przekatnych.



brak nowych przekatnych ™ v jest dodany do leja [

Zmiana statusu. Miotta napotyka nowy wierzchotek

2. Jesli wierzchotek v lezy na tym samym tancuchu, co wierzchotki vs, ..., vy,
wowczas mozemy nie by¢ w stanie poprowadzi¢ przekatnych z v do wszyst-
kich wierzchotkéw ze stosu. Ale te wierzchotki, z ktorymi mozemy potaczyc v,
sa kolejne i znajduja sie na szczycie stosu. Zatem zdejmujemy je i dodajemy
przekatne, az nie bedzie to mozliwe. Wierzchotek v wkiadany jest na stos. Za-
chowanie niezmiennika wynika z niemozliwosci dodania dalszych przekatnych.



Algorytm SweepTriangulation
Wejscie. Zbior wierzchotkéw wielokata P = {vq,...,v,} na plaszczy-
znie, n > 3. P jest posortowany wzgledem odcietej.
Wyjscie. Podziat P na tréjkaty.
1. Inicjuj pusty stos S i wtéz na niego vy i vs.
2. fori:=3ton—1do
3. if (v; oraz wierzchotek na szczycie stosu sg na réznych tancuchach)
4. then Zdejmij wszystkie wierzchotki ze stosu S = (v}, ..., v}).
Zgto$ wszystkie przekatne {v;, v}, j =2,..., k.
W16z vy, i v; na stos.
5. else Zdejmij wierzchotek v; ze stosu S = (v1,...,v;).
Zdejmuj pozostate wierzchotki tak dtugo, az odpowiednie przekatne
{vi, v} sa wewnatrz wielokata; zglaszaj te przekatne.
W16z ostatnio zdjety wierzchotek na stos.
W16z v; na stos.
6. Dodaj przekatne z v,, do wszystkich wierzchotkow na stosie, oprécz pierwszego i ostatniego.

wierzchotki v 1 v
tworza nowy lej




Algorytm SweepTriangulation
Wejscie. Zbior wierzchotkéw wielokata P = {vq,...,v,} na plaszczy-
znie, n > 3. P jest posortowany wzgledem odcietej.
Wyjscie. Podziat P na tréjkaty.
1. Inicjuj pusty stos S i wtéz na niego vy i vs.
2. fori:=3ton—1do
3. if (v; oraz wierzchotek na szczycie stosu sg na réznych tancuchach)
4. then Zdejmij wszystkie wierzchotki ze stosu S = (v}, ..., v}).
Zgto$ wszystkie przekatne {v;, v}, j =2,..., k.
W16z v 1 v; na stos. . .
5. else Zdejrflij wierzchotek vy ze stosu S = (v,...,v;). v Jest dodany o nowego leja N
Zdejmuj pozostate wierzchotki tak dtugo, az odpowiednie przekatne
{vi, v} sa wewnatrz wielokata; zglaszaj te przekatne.
W16z ostatnio zdjety wierzchotek na stos.
W16z v; na stos.
6. Dodaj przekatne z v,, do wszystkich wierzchotkow na stosie, oprécz pierwszego i ostatniego.




Algorytm SweepTriangulation
Wejscie. Zbior wierzchotkéw wielokata P = {vq,...,v,} na plaszczy-
znie, n > 3. P jest posortowany wzgledem odcietej.
Wyjscie. Podziat P na tréjkaty.
1. Inicjuj pusty stos S i wtéz na niego vy i vs.
2. fori:=3ton—1do
3. if (v; oraz wierzchotek na szczycie stosu sg na réznych tancuchach)

4. then Zdejmij wszystkie wierzchotki ze stosu S = (v}, ..., v}).
Zgto$ wszystkie przekatne {v;, v}, j =2,..., k.
W16z vy, i v; na stos. . .
v jest dodany do nowego leja
5. else Zdejmij wierzchotek v; ze stosu S = (v1,...,v;). ) Y 80 N
Zdejmuj pozostate wierzchotki tak dtugo, az odpowiednie przekatne .

{vi, v} sa wewnatrz wielokata; zglaszaj te przekatne.
W16z ostatnio zdjety wierzchotek na stos.

W16z v; na stos.
6. Dodaj przekatne z v,, do wszystkich wierzchotkow na stosie, oprécz pierwszego i ostatniego.

Analiza zlozonosci obliczeniowej

» Ztozonosé czasowa rzedu O(n).

L Petla for wykonywana jest n — 3 razy, a jedno wywolanie moze wymagac
czasu O(n). Ale przy kazdym obiegu petli wstawiane sg dwa wierzchotki.
Zatem catkowita liczba wstawien, wiaczajac dwa wstawienia w wierszu 1,
wynosi 2n — 4. Poniewaz liczba usunie¢ nie przewyzsza liczby wstawien, cal-
kowity czas wszystkich wykonan petli for wynosi O(n).

» Zlozonos¢ pamigciowa: rozmiar stosu rzedu O(n).



Algorytm SweepTriangulation
Wejscie. Zbior wierzchotkow wielokata P = {vy,...,v,} na plaszczy-
znie, n > 3. P jest posortowany wzgledem odcietej.
Wyjscie. Podziat P na tréjkaty.
1. Inicjuj pusty stos S i wtéz na niego vy i vs.
2. fori:=3ton—1do
3. if (v; oraz wierzchotek na szczycie stosu sa na réznych taricuchach)
4. then Zdejmij wszystkie wierzchotki ze stosu S = (v}, ..., v}).
Zgto$ wszystkie przekatne {v;, v}, j =2,..., k.
W16z v 1 v; na stos. . .
5. else Zdejrfnj wierzchotek vy ze stosu S = (v,...,v;). v Jest dodany o nowego leja N~
Zdejmuj pozostate wierzchotki tak dtugo, az odpowiednie przekatne
{vi, v} sa wewnatrz wielokata; zglaszaj te przekatne.
W16z ostatnio zdjety wierzchotek na stos.
W16z v; na stos.
6. Dodaj przekatne z v,, do wszystkich wierzchotkow na stosie, oprécz pierwszego i ostatniego.

Twierdzenie 2.5. (Garey, Johnson, Preparata, Tarjan 1978)

Wielokat Scisle z-monotoniczny o n wierzchotkach mozna podzieli¢ na trojkaty przez
dodanie nieprzecinajacych si¢ wewnetrznych przekatnych taczacych wierzchotki wie-
lokata w czasie i pamieci rzedu O(n).



2.5 PROBLEM OTOCZKI WYPUKLEJ — skan Grahama

Otoczka wypukla zbioru punktéw S C R?, ozn. CH(S), to najmniejszy wielokat
wypukly P taki, ze kazdy punkt ze zbioru S nalezy do wielokata P.

P1o
Do De
. pr 2,
P11 R . ].9.5
.
N P1
Po

Idea skanu Grahama (1972)

» Obracamy polprosta wokol najnizszego punktu.

» Punktami zdarzen sa kolejno napotykane wierzchoiki.

» Status miotty przechowywany jest na stosie, ktory zawiera wierzchotki tworzace
otoczke wypukty dla wierzchotkdw do tej pory przetworzonych.

» Jesli przetwarzany wierzcholek nie tworzy skretu w prawo ze szczytem stosu
oraz z elementem bezposrednio pod nim, stos musi by¢ uaktualniony.
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oraz z elementem bezposrednio pod nim, stos musi by¢ uaktualniony.
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2.5 PROBLEM OTOCZKI WYPUKLEJ — skan Grahama

Otoczka wypukla zbioru punktéw S C R?, ozn. CH(S), to najmniejszy wielokat
wypukly P taki, ze kazdy punkt ze zbioru S nalezy do wielokata P.
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Idea skanu Grahama (1972)
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Wejscie. Zbiér n punktéw S C R?. p-1
Wyjscie. Otoczka wypukta CH(S) zbioru S. Po

1. Niech pg bedzie punktem w .S o najmniejszej wspotrzednej y; w przypadku re-
misu — pierwszym takim punktem z lewe;.

2. Niech pq, po, . . ., pm beda pozostalymi punktami z S\ {pg}, posortowanymi ze
wzgledu na wspotrzedna katowa wzgledem py w kierunku przeciwnym do ru-
chu wskazowek zegara; jesli wiecej niz jeden punkt ma taka samg wspotrzedna
katowa, usun wszystkie takie punkty za wyjatkiem punktu potozonego najdale;
od po.

3. PUSH(py, STOS); PUSH(p1, STOS); PUSH(p2, STOS);
4. for 1 = 3 tom do

5. while kat utworzony przez punkty p; ,TOP(STOS)

oraz NEXT-TO-TOP(STOS) nie stanowi skretu w prawo
6. do POP(STOS);
7. PUSH(p;, STOS);

8. return STOS.



Analiza poprawnosci algorytmu

» Dla¢=23,...,m, niech S; .= {p1,p2,...,0i}.
» Otoczki wypukte CH(.S,,) oraz CH(S) sg tymi samymi otoczkami.
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Punkt p nie nalezy do otoczki CH(.S).



Analiza poprawnosci algorytmu

» Dla¢=23,...,m, niech S; .= {p1,p2,...,0i}.
» Otoczki wypukte CH(.S,,) oraz CH(S) sg tymi samymi otoczkami.

Niezmiennik. Na poczatku kazdej iteracji petli for w wierszach 4-7 STOS zawiera,
patrzac od dohu, wszystkie punkty otoczki CH(S;_1) w kolejnosci odwrotnej do
ruchu wskazowek zegara 1 tylko te punkty:.
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» Niezmiennik jest spetniony przy pierwszym wykonaniu wiersza 4.
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» Niech p; bedzie punktem na wierzchotku STOSU po zakonczeniu petli while
w wierszach 5-6, ale przed wlozeniem p; na STOS w wierszu 7, i niech p; bedzie
punktem ponizej p; na STOSIE.

» Kat Zp;p;pr stanowi skret w prawo, a tym samym po wlozeniu p; na STOS,
stos ten zawiera doktadnie wierzcholki CH(S; U {p;}).
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» Rozwazmy dowolny punkt p;, ktory zostal zdjety ze stosu podczas i-tej iteracji
petli for, i niech p, bedzie punktem tuz ponizej p; na STOSIE w chwili, kiedy
p: byl zdejmowany (p, to by¢ moze p;).

» Kat Zp;pspr nie jest skretem w prawo, punkt p; lezy wewnatrz trojkata pop,p;
albo na jego brzegu. Jako ze po, p,, pi € S;, zatem CH(S;) = CH(S; \ {p:}).
Jako ze p; byt dowolnym punktem zdjetym ze stosu w wierszu 6, otrzymujemy;,
ze CH(S;) = CH(S; \ {F;}), gdzie P, jest zbiorem punktéw zdjetych ze STOSU
podczas i-tej iteracji petli for. A skoro S; \ P, = S; U {p;}, otrzymujemy

CH(S;) = CH(S; U {pi}).



Analiza zlozonosci czasowej algorytmu .

» Wyznaczenie pg: czas rzedu ©(n).
» Sortowanie punktéw oraz usuniecie wspotiniowych punktéw: O(nlogn).
» Wstawienie pg, p1, p2: czas O(1).

» Petla for w wierszach 4-7 wykonywana jest m < n — 3 razy.
Przy pominieciu czasu dla zagniezdzonej petli while: czas O(n).
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» Petla for w wierszach 4-7 wykonywana jest m < n — 3 razy.
Przy pominieciu czasu dla zagniezdzonej petli while: czas O(n).

» Calkowity czas wykonywania petli while: O(n).

L Kazdy punkt wkladany jest na stos doktadnie raz, a na kazdg operacje PUSH
przypada co najwyzej jedna operacja POP. A zatem wykonanych zostaje co
najwyzej m — 2 operacji POP.

L W kazdym przebiegu petli while wykonuje sie jedna operacja POP, a zatem
tych przebiegéw moze by¢ co najwyzej m — 2 < n — 3.
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» Wyznaczenie pg: czas rzedu ©(n).
» Sortowanie punktéw oraz usuniecie wspotiniowych punktéw: O(nlogn).
» Wstawienie pg, p1, p2: czas O(1).

» Petla for w wierszach 4-7 wykonywana jest m < n — 3 razy.
Przy pominieciu czasu dla zagniezdzonej petli while: czas O(n).

» Calkowity czas wykonywania petli while: O(n).

L Kazdy punkt wkladany jest na stos doktadnie raz, a na kazdg operacje PUSH
przypada co najwyzej jedna operacja POP. A zatem wykonanych zostaje co
najwyzej m — 2 operacji POP.

L W kazdym przebiegu petli while wykonuje sie jedna operacja POP, a zatem
tych przebiegéw moze by¢ co najwyzej m — 2 < n — 3.

Twierdzenie 2.6. Skan Grahama wyznacza otoczke wypuktag n punktéw na ptasz-
czyznie w czasie rzedu O(nlogn); skan ten uzywa pamieci liniowej.



2.6* GRAF WIDZIALNOSCI NA PEASZCZYZNIE

Dla danego zbioru S roztacznych wielokatéw na plaszezyznie graf widzialnoscei Gy, (9)
jest grafem, ktérego wierzchotkami sa wierzcholtki wielokatow z S, a dwa wierzchotki

v1 1 v9 potaczone sg krawedzig wtedy 1 tylko wtedy, gdy widza sie nawzajem, tzn.
odcinek U105 nie przecina wnetrza zadnego z wielokatow z S.

M. de Berg, M. van Kreveld, M. Overmars, O. Schwarzkopt
Geometria obliczeniowa, rozdzial 15, WNT (2007)

Problem. Dla danego zbioru S roztacznych wielokatéw na plaszezyznie R? wy-
znaczy¢ graf widzialnodci Gyig,(.S).



Algorytm naiwny 1
» Dla kazdej pary wierzchotkoéw sprawdzi¢, czy taczacy je odcinek przecina jaki-
kolwiek wielokat z S. /Ztozono$é czasowa: O(n?)./

7 N

Algorytm naiwny 2
» Dla kazdego wierzchotka v wyznacz zbior wierzchotkéw widzialnych z v.

Problem. (Widzialnosé¢ z punktu p)
Wejscie: Zbidr S roztgcznych wielokgtéw na R* oraz punkt p € R2.

Wyjscie: Zbior wierzchotkéow wielokgtow widzialnych z p.



Obliczanie wierzchotkéw widzialnych z dowolnego punktu

» Jesli checemy sprawdzi¢, czy jeden wyszczegdlniony wierzchotek v jest widzialny
z p, wowczas w najgorszym przypadku potrzebujemy czasu liniowego.

Idea algorytmu zamiatania biegunowego

» Miotta o poczatku w punkcie p obraca sie é
przeciwnie do ruchu wsk. zegara.

miotia

» Status miotly stanowi zbior przecinanych
odcinkow 1 zmienia si¢ on przy rozpatrywaniu
kolejnych wierzchotkow.

» Napotykajac nowy wierzchotek v, sprawdzane jest, czy odcinek pv przecinany
jest przez krawedz przechowywana w statusie.

» Ze statusu usuwane sg krawedzie incydentne do v, ktére leza po stronie zgodne;
z ruchem wskazowek zegara, i dodawane te, ktore lezg po stronie przeciwnej do
ruchu wskazowek zegara.



Porzadek < wierzchotkow.

Wierzchotki posortowane sg w porzgdku biegunowym wzgledem punktu p; jesli
wierzchotki vq 1 v9 tworzg ten sam kat, wowczas v1 < vo wtedy i tylko wtedy, gdy
v1 lezy blizej punktu p.

® miotta

Punkty zdarzen.

Wierzchotki wielokatow ze zbioru S
posortowane w porzadku biegunowym wzgledem p.



%

Status miottly. Krawedzie przecinane przez miotte.

Podczas badania wierzchotkow w porzadku biegunowym wzgledem p utrzy-

mujemy krawedzie wielokatow przecinane przez miotte M w zrownowazonym
drzewie wyszukiwan binarnych T .

L Liscie przechowujg krawedzie w kolejnosci przecinania ich przez poiprosta
M patrzac od jej poczatku p.

L Wezly wewnetrzne wskazujg na krawedzie bedace prawymi skrajnymi w le-
wym poddrzewie.

L Krawedzie, ktérych oba konce lezg na M, nie musza by¢ pamietane.
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Zmiana statusu. Miotla napotyka nowy wierzchotek v.

L, Sprawdzenie widzialnosci miedzy p i v.

L, Usuniecie ze statusu krawedzi wielokata incydentnych z v, ktére leza po stronie
polprostej z p do v zgodnej z ruchem wskazéwek zegara.

L Wstawienie do statusu krawedzi wielokata incydentnych z v, ktére leza po stro-
nie péiprostej z p do v przeciwnej do ruchu wskazéwek zegara.
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Niezmiennik.

Napotykajac nowy wierzchotek v, status na odcinku pv zawiera krawedzie wia-
sciwie przecinane przez miotie oraz te, ktore lezg po stronie przeciwnej do
ruchu wskazowek zegara, o jednym koncu na odcinku pv; natomiast na od-
cinku p(+00) status zawiera krawedzie wlasciwie przecinane przez miotle oraz
te, ktore leza po stronie zgodnej do ruchu wskazowek zegara, o jednym koncu
na odcinku p(+00).

L Niezmiennik ten gwarantuje poprawne wyznaczenie widzialnosci pomiedzy
v a kolejnym rozpatrywanym wierzchotkiem.



Idea algorytmu

» Niech vq,...,v, bedzie listg wierzchot-
kow (wszystkich wielokatow) posortowa-
nych biegunowo, tzn. w kierunku przeciw-
nym do ruchu wskazowek zegara i zgodnie v
z katami, jakie potproste od p do kazdego o miotta
7z wierzchotkow tworza z dodatnig osig x;
porzadek wierzchotkow o tym samym ka-
cie determinowany jest przez ich odlegtosc
do p.

» Wyznaczamy krawedzie wielokatow, ktore sg wilasciwie przecinane przez po-
ziomg polprosta [ o poczatku w p 1 zapamietujemy je w zrownowazonym drze-
wie wyszukiwan 7T w porzadku, w jakim sg przecinane przez [.

» Dla kazdego z wierzchotkéw vy, vo, . .., v, sprawdzamy, czy p widzi v;.

L Usuwamy z T krawedzie wielokata incydentne z v;, ktore lezg po stronie
polprostej z p do v; zgodnej z ruchem wskazowek zegara.

L Wstawiamy do T krawedzie wielokata incydentne z v;, ktore leza po stronie
polprostej z p do v; przeciwnej do ruchu wskazowek zegara.



Sprawdzanie widzialnos$ci pomiedzy p i v;

» Jesli na odcinku po; lezy jaki$ inny wierzchotek — sposrod wszystkich tych
wierzchotkow rozwazmy wierzchotek w najblizszy v;. Wowcezas, z porzadku sor-
towania, zachodzi w = v;_1. A zatem:

L Jesli wierzchotek v;_1 nie jest widzialny z p, to v; tez nie.
L W przeciwnym wypadku, jesli v;_1 jest widzialny, to zablokowanie widzial-
nosci z p do v; mozliwe jest tylko w dwoch przypadkach:
x odcinek v; _1v; lezy wewnatrz wielokata;
* odcinek U;_1v; przecina (wlasciwie) krawedz z T .
» Jesli odcinek po; przecinany jest we wiasciwy sposob przez jakas krawedz prze-
chowywang w statusie T, woéwczas p i v; nie widzg, sie.

» W przeciwnym wypadku v; jest widzialny z p.



Analiza zlozonosci obliczeniowe]

» Zlozonos¢ czasowa rzedu O(nlogn).
L, Sortowanie w porzadku biegunowym: O(n logn).

l, Sprawdzenie widzialnodci pomiedzy p i v; wymaga O(1) operacji na zrow-
nowazonym drzewie wyszukiwan 7T, ktére zajmujg czas O(logn) oraz O(1)
geometrycznych testéw przeprowadzanych w czasie O(1).

» Zlozonos¢ pamieciowa: rozmiar drzewa T rzedu O(n).



Analiza poprawnosci podejscia
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» Poprawnosc¢ rozstrzygniecia, czy p widzi v;, wynika z obserwacji poczynionych
przy omawianiu procedury VISIBLE(p, v;).

» Poprawnosé¢ drzewa 7T, tzn. zachowywanie niezmiennika: indukcja.



Analiza poprawnosci podejscia
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» Poprawnosc¢ rozstrzygniecia, czy p widzi v;, wynika z obserwacji poczynionych
przy omawianiu procedury VISIBLE(p, v;).

» Poprawnosé¢ drzewa 7T, tzn. zachowywanie niezmiennika: indukcja.

Twierdzenie 2.7. (Lee 1978)

Dla zbioru roztacznych wielokatow na ptaszczyznie oraz punktu p problem wyzna-
czenia wierzchotkéw widzialnych z p mozna rozwiaza¢ w czasie rzedu O(nlogn) i
pamieci rzedu O(n), gdzie n jest liczbg wierzchotkow wszystkich wielokatow.



Algorytm VisibilityGraph(5)
Wejscie. Zbiér S roztacznych wielokatéw na ptaszcezyznie.
Wyjscie. Graf widzialnosci Gyiq,(S).

1. Inicjuj graf G = (V, E), gdzie V jest zbiorem wszystkich wierzchotkéw wielokgtéow z S i E = ().
2. for each v € V do

2.1 W := VISIBLEVERTICES(v, S).

2.2 for each w € W do F := EU {v,w}.

3. return G.

Twierdzenie 2.8. (Lee 1978)
Grat widzialnosci zbioru roztacznych wielokatéw na plaszczyznie mozna wyznaczy¢
w czasie O(n*logn), gdzie n jest liczba wierzchotkéw wszystkich wielokatow.



2.7 STRZEZENIE KOMOREK

Dla danej prostej kompozycji A prostych na plaszezyznie (sieé¢ ulic), jaki jest naj-
mniejszy rozmiar zbioru straznikow umieszczonych w punktach przecig¢ prostych
(skrzyzownia), ktéry pozwala na strzezenie kazdej komérki w A7 (Bose et al. "13)

Inne problemy (Bose et al. '13):

#1. Jaka jest najmniejsza liczba kolorow
pozwalajaca na pokolorowanie prostych
w taki sposob, aby zadna z komorek
nie byla monochromatyczna?

#2. Jaka jest najwieksza liczba prostych taka,
aby zadna z komorek nie byla otoczona
tylko przez te proste?

#3. Jaka jest najmniejsza liczba wybranych komorek taka, ze kazda prosta jest
incydentna do przynajmniej jednej wybranej komorki?
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#2. Jaka jest najwieksza liczba prostych taka,
aby zadna z komorek nie byla otoczona
tylko przez te proste?

#3. Jaka jest najmniejsza liczna wybranych komorek taka, ze kazda prosta jest
incydentna do przynajmniej jednej wybranej komorki?
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2.7 STRZEZENIE KOMOREK

Dla danej prostej kompozycji A prostych na plaszezyznie (sieé¢ ulic), jaki jest naj-
mniejszy rozmiar zbioru straznikow umieszczonych w punktach przecig¢ prostych
(skrzyzownia), ktéry pozwala na strzezenie kazdej komérki w A7 (Bose et al. "13)

Inne problemy (Bose et al. '13):

#1. Jaka jest najmniejsza liczba kolorow
pozwalajaca na pokolorowanie prostych
w taki sposob, aby zadna z komorek
nie byla monochromatyczna?

#2. Jaka jest najwicksza liczba prostych taka,
aby zadna z komorek nie byla otoczona
tylko przez te proste?

#3. Jaka jest najmniejsza liczna wybranych komorek taka, ze kazda prosta jest
incydentna do przynajmniej jednej wybranej komorki?



Oszacowanie dolne: n?/6 (Bose et al. '13, ref. Fiiredi oraz Paldsti '84)
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» Kompozycja zawiera przynajmniej n(n — 3)/3 trojkatéow.
» Kazdy z punktow przecigcia prostych jest incydentny do co najwyzej dwodch
takich trojkatow.



Oszacowanie gorne: n?/6 + n (Bose et al. '13)

» Legalne 3-kolorowanie wierzchotkéw (punktow
przeciec¢) w taki sposob, ze kazda ograniczona
komorka jest ,otoczona’” przez trzy kolory:.

» Sposob kolorowania: technika zamiatania.

.....................

P “ v otrzymuje
) v dowolny kolor
“.. (jeden z dwdch)

v otrzymuje
trzeci kolor

v otrzymuje
trzeci kolor

.
.

dwa kolory juz uZyte. trzy kolory juz uzyte .
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» Nicograniczone komorki (jest ich 2n) mozna
strzec dodatkowymi n straznikami (lub mniej).
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