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Projekt 3: Najtansze drzewo [;-zré6wnowazone (opis)

PROBLEM. Dany jest zbior S zawierajacy punkty ptaszczyzny z metryka [;. Nalezy
znalez¢ najkrétsze drzewo zrownowazone dla S, tzn. takie ukorzenione drzewo T zanurzone
na plaszczyznie z metryka [y, ze punkty ze zbioru S sa lis¢émi w T, a wszystkie $ciezki w T’
taczace korzen z lisciem maja te sama dtugosc.

Przez koszt drzewa rozumiemy sume dlugosci jego krawedzi; analogicznie, przez diugosc
Sciezki rozumiemy sume jej krawedzi.

Niech T bedzie drzewem zréwnowazonym i niech R’ bedzie dtugoscig $ciezki od liscia
do korzenia. Dla dowolnego r > 0 oznaczmy przez T'(r) liczbe punktéw w odlegtosci R’ —r
od korzenia.

LEMAT 1. )
koszt(T) — / T(r) dr.
0

Dowdd. Zauwazmy, ze funkcja T'(r) jest nierosnaca funkcja schodkowa, stata na przedzi-
atach [0,71), [r1,72), ..., [k, R'), ponadto T'(R') = 1, oraz T'(r) = 0 dla r € (R, +00). A
zatem, majac na uwadze definicje catki funkcji przedziatami dyskretnej, otrzymujemy

R/
koszt(T) =ry - T(0) + |rg — 71| - T(r1) + -|R — 74| - T(ry,) = / T(r) dr. O
0

Do analizy wspotczynnika aproksymacji potrzebowaé¢ bedziemy oszacowania dolnego na
koszt OPT rozwigzania optymalnego. Zdefiniujmy domkniceta [i-kule o promieniu 7 i
srodku p jako zbiér wszystkich punktow, ktérych odlegtosé od p w metryce I3 wynosi co
najwyzej r. Nastepnie, niech R bedzie promieniem najmniejszej domknietej [1-kuli zawier-
ajacej wszystkie punkty z S. Dla r > 0, niech N(7) bedzie minimalng liczba domknietych
l1-kul o promieniu r, wystarczajaca do pokrycia wszystkich punktéw z S; N(R) = 1.

LEMAT 2. ”
/ N(r) dr < OPT.
0

Dowdd. Niech T bedzie dowolnym drzewem zréwnowazonym i niech R’ bedzie dtugodcia
Sciezki od liscia do korzenia. Zauwazmy, ze R < R’ oraz — z definicji drzewa zréwnowazonego
— dla dowolnego r € [0, R] mamy, ze T'(r) l;-kul o promieniu r pokrywa wszystkie punkty z
S, a tym samym, N(r) < T(r). Z monotonicznosci calki otrzymujemy, ze (przypomnijmy,
ze funkcja T'(r) przyjmuje wartosci nieujemne):

/ORN(T) dr < /ORT(r) dr < /ORI T(r) dr.

Jako ze T' jest dowolnym drzewem zrownowazonym, w tym takze tym o optymalnym kosz-
cie, teza lematu zachodzi. O



OPIS ALGORYTMU

Zaczynamy od obliczenia najmniejszej [1-kuli o promieniu R zawierajacej wszystkie punkty
z S; srodek tej kuli stanowi korzen drzewa. Nastepnie kule dzielimy na cztery mniejsze kule,
zwane Cwiartkami, kazda o promieniu R/2. Korzen drzewa mozna potaczy¢ ze srodkami
tych kul za pomoca krawedzi dtugosci R/2. Kazda z kul/¢éwiartek mozna teraz podzieli¢
na 4 mniejsze kule w ten sam sposéb, itd. (Rysunek 1.)

Figure 1: Idea algorytmu dla problemu zréwnowazonego [;-drzewa.

Drzewo zréwnowazone T' konstruujemy rekurencyjnie, zaczynajac od kuli o promieniu
R. Srodek aktualnej kuli taczymy ze érodkami tych éwiartek, ktére zawierajg punkty z S,
a nastepnie wykonujemy algorytm dla kazdej z tych ¢wiartek (Rysunek 1). Jezeli aktualna
kula B o promieniu rg = R/2' zawiera doktadnie jeden punkt p € S, to nie dzielimy
jej juz na ¢wiartki, a jedynie taczymy p ze srodkiem c kuli B Sciezka dtugosci doktadnie
rp sktadajaca sie z odcinkéw pionowych i poziomych, niekoniecznie najkrétsza (odlegtosé
miedzy ¢ i p w metryce [; wynosi co najwyzej rpg).

LEMAT 3.

Skonstruowane drzewo T' jest zréwnowazonym drzewem, w ktérym odlegtosé od liscia do
korzenia wynosi R.

Dowdd. Zatézmy, ze punkt p € S zostal polaczony ze Srodkiem kuli o promieniu % dla
pewnego ¢ > 1 (|S| > 2). Wéwezas z konstrukeji drzewa mamy, ze jego odlegtoéé od
korzenia wynosi (£ + &£ + ...+ &)+ £ =R, O

Pozostaje oszacowaé koszt otrzymanego rozwigzania. Zauwazmy, ze w najgorszym wypadku,



punkty, ktére pokrywane sa przez ktoras z N(r) kul, pokryte sa przez dziewieé¢ z T'(r) kul.
A zatem, dla kazdego 0 < r < R, zachodzi T'(r) < 9N(r). W konsekwencji, jako ze funkcje
T(r) i N(r) sa funkcjami nieujemnymi i nierosnacymi oraz ponadto majac na uwadze
Lematy 1 oraz 2, otrzymujemy

R R R
/ N(r) dr < koszt(T) = / T(r)dr < 9/ N(r) dr <90PT,
0 0 0

gdzie OPT jest kosztem optymalnego zréwnowazonego [;-drzewa. W konsekwencji, jako ze
powyzszy algorytm moze by¢ zaimplementowany tak, aby jego czas dziatania byt wielomia-
nowy, omawiany algorytm ma wspotczynnik aproksymacji rowny 9.

TWIERDZENIE. Powyzszy wielomianowy algorytm dla problemu minimalnego zrowno-
wazonego [;-drzewa jest algorytmem 9-przyblizonym.



