ZESTAW 12

ELEMENTY PRAWDOPODOBIENSTWA

Zadanie 12.1.* Cyfry 0, ...,9 ustawiono losowo. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze:

a) 11i 2 stoja obok siebie;
b) pomiedzy 1 i 2 stoja dwie cyfry;
c) 0, 11 2 stoja obok siebie?

Zadanie 12.2.4 Z elementéw 1, 2, 3 utworzono wszystkie mozliwe permutacje. Oblicz prawdopodobiefistwo
tego, ze w wybranej losowo permutacji:

a) sa nie mniej niz dwie inwersje;!
b) element 2 tworzy jedna inwersje.

ZADANIE 12.3. Pewna gra polega na rzucie kostkg i moneta. Wygrana nastepuje przy tacznym otrzy-
maniu piatki i orta. Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze w trzech grach wygrana nastapi dokladnie
raz?

ZADANIE 12.4. Dana jest urna, w ktérej sa kule: 6 czarnych i 9 bialych. Losujemy 5 razy po jednej
kuli, kladac za kazdym razem wyciagnieta kule z powrotem do urny. Jakie jest prawdopodobienstwo tego,
ze otrzymamy co najwyzej 3 razy kule biala?

ZADANIE 12.5. Obliczy¢ prawdopodobienstwo tego, ze na 7 rzutéw kostka co najwyzej 3 razy wypadnie
liczba oczek nie mniejsza niz 4.

ZADANIE 12.6. Rzucono symetryczna moneta dziewigé¢ razy. Obliczy¢ prawdopodobienstwo zdarzenia,
ze:

a) orzel wypad!l co najmniej raz;
b) orzel wypadl parzysta liczbe razy.

ZADANIE 12.7. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze w serii szesciu rzutéw symetryczna kostka do gry
suma oczek bedzie parzysta?

ZADANIE 12.8. Z urny, w ktorej znajduje si¢ 20 kul bialych i 2 kule czarne, wyjmuje si¢ kolejno n kul,
przy czym kazda wyciagnieta kule kladzie si¢ z powrotem do urny. Znalezé najmniejsza wartosé n taka,
przy ktorej prawdopodobienstwo wylosowania chociaz raz czarnej kuli jest wieksze od %

Wskazowka. Rozwazy¢ zdarzenie przeciwne: ze wérdéd n losowan pojawity sie same kule biale.

ZADANIE 12.9. Rzucamy dwukrotnie moneta. Niech zdarzenie A oznacza, ze w pierwszym rzucie
wypadl orzel, a zdarzenie B — ze wypadl dokladnie jeden orzel. Oblicz P(A|B). Czy zdarzenia A i B sa
niezalezne?

ZADANIE 12.10. Rzucamy trzykrotnie moneta. Niech zdarzenie A oznacza, ze za pierwszym oraz drugim
razem wypadlo to samo, zdarzenie B — za pierwszym i trzecim razem wypadlo to samo, a zdarzenie C' — za
drugim i trzecim razem wypadlo to samo. Czy zdarzenia A, B i C sa niezalezne (a) parami, (b) zespolowo?

INiech (a1, ..., an) bedzie permutacja n réznych liczb. Para liczb (aj,ar), j < k, tworzy inwersje, jesli a; > ay.



ZADANIE 12.11. Cyfry 1,2, 3,4, 5 sa napisane na pieciu kartkach tak, ze kazdej cyfrze odpowiada jedna
kartka. Pobieramy losowo jednoczeénie trzy kartki. Jakie jest prawdopodobienstwo nastepujacych zdarzen:

a) suma otrzymanych liczb jest liczba parzysta;
b) suma otrzymanych liczb jest liczba parzysta, jezeli wylosowano jedna liczbe nieparzysta;
c) suma otrzymanych liczb jest liczba parzysta, jezeli wylosowano jedna liczbe parzysta?

ZADANIE 12.12. Niech przestrzen zdarzen elementarnych bedzie zbiorem 3-elementowych ciagéw zero-
jedynkowych. Rozwazmy zdarzenia:

a) na 1. wspoélrzednej stoi 0;

b) na 1. i 3. wspdlrzednej stoi 0;

c) na 1. i 3. wspdlrzednej mamy roézne wartosci;
d) na wszystkich wspélrzednych to samo.

Jakie jest klasyczne prawdopodobienstwo tych zdarzen? Czy zdarzenia te sa parami niezalezne? Uogdlnij
nastepnie rozwazania na przestrzen dla ciagéw n > 3-elementowych.

ZADANIE 12.13. Losujemy jedna kule z jednej z 4 urn typu A i 16 urn typu B. W kazdej z urn typu A
znajduje sie¢ 7 kul biatych i 3 kule czarne, natomiast w kazdej z urn typu B znajduja si¢ 4 kule biale i 6 kul
czarnych. Jakie jest prawdopodobienstwo zajécia zdarzenia C' polegajacego na wylosowaniu kuli biatej?

ZADANIE 12.14. Mamy dwie urny z kulami: w I. urnie sg 2 kule biale i 4 czarne, w II. urnie sa 3 kule
biale i 3 czarne. Rzucamy kostka do gry. Jesli wypadnie 1 lub 2, to losujemy kule z I. urny, jeéli wypadnie
3,4,5 lub 6, to losujemy kule z II. urny. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze wylosujemy kule biala?

ZADANIE 12.15. Z urny, w ktorej jest b kul bialych i ¢ kul czarnych, wyjeto losowo jedna kule. Jakie jest
teraz prawdopodobienstwo wylosowania kuli bialej, jesli nie znamy koloru kuli poprzednio wylosowanej?

ZADANIE 12.16. W urnie jest n kul, w tym k& < n bialych. n os6b losuje kule po kolei bez zwracania
(nie informujac o wyniku do zakoniczenia wysztkich losowan). Jakie jest prawdopodobienistwo wylosowania
kuli biatej dla:

a) 2-giej osoby;
b) 3-ciej osoby;
c) ostatniej osoby?

ZADANIE 12.17. Pewna izotropowa metoda wykrywania uszkodzen daje nastepujace wyniki. Jesli
urzadzenie ma uszkodzenie, to metoda ta pozwala na jego wykrycie w 90% przypadkdéw i nie wykrywa go
w 10% przypadkéw. Jesli urzadzenie nie ma uszkodzenia, to metoda ta daje w 99% przypadkdéw informacje
zgodne ze stanem faktycznym i w 1% przypadkéw informacje o defekcie, ktérego nie ma. W pewnej partii
urzadzen jest 2% majacych defekt. Ile wynosi prawdopodobienistwo, ze wylosowane urzadzenie rozpoznane
jako uszkodzone jest rzeczywiscie uszkodzone?

ZADANIE 12.18. Wiadomo, ze 50% procesoréw wytwarzanych w fabryce ma usterki. Wiadomo réwniez,
ze pewne procesory sa kradzione jeszcze przed kontrola jakosci i nielegalnie trafiaja na rynek. Inspekcja
pokazata, ze tylko 5% legalnie sprzedawanych procesoréw ma usterki i ze 1% procesoréw bedacych w
sprzedazy pochodzi z kradziezy. Oblicz prawdopodobienstwo, ze uszkodzony procesor zakupiony na rynku
pochodzi z kradziezy.



Odpowiedzi do zadan

12.1. (a) F5¢ = 5, (b) 35 = 55 (©) Tor = 15+

12.2. Wypiszmy wszystkie mozliwe permutacje i zliczmy dla kazdej z nich liczbe inwersji. I tak w permutacji
123 jest 0 inwersji, w 132 jest 1 inwersja, w 213 jest 1 inwersja, w 231 sg 2 inwersje, w 312 sa 2 inwersje, w
321 sa 3 inwersje. Element 2 tworzy jedna inwersje w permutacjach podkreslonych. Korzystajac z zatozenia
losowego wyboru permutacji i klasycznej definicji prawdopodobienistwa otrzymujemy, ze p; = % ips = %
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12.8. Jezeli przez E oznaczymy zdarzenie polegajace na tym, ze w n losowaniach przynajmniej raz pojawi
si¢ kula czarna, to E oznaczaé¢ bedzie zdarzenie, ze wsrdd tych n losowan pojawily sie¢ kule wylacznie

biale. Z warunku zadania mamy, ze P(E) = (%)n, co tym samym daje P(E) = 1 — (%)n > % Stad
10

otrzymujemy, ze (ﬁ)n < %, czyli po zlogarytmowaniu n > 7, a wiec n = 8.

12.9. P(A|B) = 1; zdarzenia A i B sa niezalezne.
12.10. N/A

12.11.
a) %
b) 0
c)l
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W ogdlnym przypadku, analizujac mozliwe zdarzenia elementarne otrzymamy, ze P(A) = %, P(B)
PC) = %, P(D) = L. Zdarzenia te nie sy wszystkie parami niezalezne, bo np. P(A N B) =

P(A)-P(B) =1

1.1
21

2=
= é. Ogdlnie — niezalezne parami sa tylko zdarzenia A i C oraz A i D.

12.13. Niech A oznacza zdarzenie polegajace na wybraniu urny typu A, a B — wybraniu urny typu
B. Niech C' oznacza wylosowanie kuli bialej. Wéwczas z twierdzenia o prawdopodobienstwie zupelnym
otrzymujemy

17 4 4 23
P(C)=P(A)-P(CIA)+PB)-PCIB)=--—4+—--—=—.
(C) = P(4) - P(C4)+ P(B) - P(CIB) = 5 - 1o+ 5 20 = =



12.14. Niech K, oznacza zdarzenie polegajace na wypadnieciu na kostce 1 lub 2, a K; 5 — zdarzenie
don przeciwne. Niech B oznacza wylosowanie kuli bialej. Wéwczas z twierdzenia o prawdopodobienstwie
zupelnym otrzymujemy

P(B) = P(Ki2)- P(B|K12) +-P(K12) - P(B|K12) =

+
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12.15. Losowanie kuli z urny o ustalonym sktadzie pociaga za soba nastepujaca alternatywe wykluczajacych
sie zdarzen przy pierwszym losowaniu: albo wylosowano kule biala — zdarzenie B, albo kule czarng —
zdarzenie C7. Wéwczas zdarzenie Bs, o ktérym mowa w zadaniu, polega na wylosowaniu kuli bialej za
drugim razem. Z twierdzenia o prawdopodobienstwie catkowitym mamy zatem

B; — zdarzenie polegajace na wylosowaniu kuli bialej za pierwszym razem.
C, — zdarzenie polegajace na wylosowaniu kuli czarnej za pierwszym razem.
By — zdarzenie polegajace na wylosowaniu kuli bialej za drugim razem.

P(Bs) P(By) - P(By|By) + P(Cy) - P(Bs|Cy) = 2 b1

c
b+c ’ b+c—1 c’

b+
b-(b—1+c) b
(b4c)-(b+c—1) — b+c*

12.16. % (patrz poprzednie zadanie)

12.17. WprowadZmy nastepujace oznaczenia:

Whpop — zdarzenie polegajace na rozpoznaniu urzadzenia jako poprawnego
Wiad — zdarzenie polegajace na rozpoznaniu urzadzenia jako wadliwego
Upop — zdarzenie polegajace na wybraniu nieuszkodzonego urzadzenia
Uneg — zdarzenie polegajace na wybraniu uszkodzonego urzadzenia

Wiad|Upop — zdarzenie polegajace na wybraniu nieuszkodzonego urzadzenia i stwierdzeniu jego uszkodzenia
Wywad|Uwad — zdarzenie polegajace na wybraniu uszkodzonego urzadzenia i stwierdzeniu jego uszkodzenia

7 warunkéw zadania otrzymujemy, ze:
P (UPOP) = %

P(Uwad) = 155

P(Wwad|Up0p) = ﬁ

P(Wiad|Uwad) = 155

7 tresci zadania wynika, ze potrzebujemy wyznaczy¢ prawdopodobienstwo tego, ze wylosowane urzadzenie,
rozpoznane jako uszkodzone jest rzeczywiscie uszkodzone, czyli interesuje nas

P(Uwad|Wwad)~
Korzystamy ze wzoru Bayes’a, ktory przy tak przyjetach oznaczeniach wyglada nastepujaco:

P(Wwad|Uwad) : P(Uwad)

P(Uwad|Wwad> = P(W 'd)

Jesli chodzi o mianownik, to mozemy go wyznaczy¢ ze wzoru na prawdopodobienstwo catkowite:
P(Wyaa) = P(Wwaa|Upop) - P(Upop) + P(Wywad|Uwaa) - P(Usad)
o ratem 198 90 2 278
PUw) = 155100 " 100" 100 ~ T0000°

Otrzymujemy zatem:
2105 180
P(Uwad|Wwad) = 100278100 = TYS
10000




12.18. Wprowadzmy nastepujace oznaczenia:

L — zdarzenie polegajace na zakupie legalnego procesora

K — zdarzenie polegajace na zakupie kradzionego procesora

U, — zdarzenie polegajace na zakupie nieuszkodzonego procesora

U_ — zdarzenie polegajace na zakupie uszkodzonego procesora

U_|L — zdarzenie polegajace na zakupie uszkodzonego procesora z partii procesoréw legalnych
U_|K — zdarzenie polegajace na zakupie uszkodzonego procesora z partii procesoréw kradzionych

Z warunkéw zadania otrzymujemy, ze:
P(L) = {5
P(K) = 15
P(U-IL) = 135
P(U_|K) = §

7 tresci zadania wynika, ze potrzebujemy wyznaczy¢ prawdopodobienstwo tego, ze uszkodzony procesor
zakupiony na rynku pochodzi z kradziezy, czyli interesuje nas

P(K|U-).
Korzystajac ze wzoru Bayes’a, otrzymujemy, ze

P(U_|K) - P(K)

PRI = =505

Jesli chodzi o mianownik, to mozemy go wyznaczy¢ ze wzoru na prawdopodobienstwo catkowite:
PWU_-)=PU-|L)-P(L)+ P(U_|K) - P(K),

a zatem
5 99

1 545
P(U- — 4

1
)= 700100 T2 100 ~ 10000°
W konsekwencji otrzymujemy, ze
11
= — 1
P(K|U_) _ 2 100 0

545 100"
10000 109




