ZESTAW 11

ELEMENTY TEORII GRAFOW

— ALGORYTMY —

ZADANIE 11.1. Skonstruuj (algorytmicznie) dowolne drzewa spinajace dla podanych nizej graféw.

ZADANIE 11.2. Zastosuj algorytm przeszukiwania w glab dla graféw z zadania 12.1 oraz skonstruuj
odpowiednie drzewa DF'S; jako wierzchotek poczatkowy przyjmij wierzchotek o etykiecie a.

ZADANIE 11.3. Zastosuj algorytm przeszukiwania wszerz dla grafow z zadania 12.1 oraz skonstruuyj
odpowiednie drzewa BFS; jako wierzchotek poczatkowy przyjmij wierzchotek o etykiecie a.

ZADANIE 11.4. Czy w danych nizej grafach istnieje cykl/lanicuch Eulera? Jedli tak, wyznacz go.
b)

ZADANIE 11.5. Wypisz 15 kolejnych krokéw dzialania algorytmu (z nawrotami) znajdowania drogi
Hamiltona dla ponizszych graféw przy zalozeniu, ze wierzcholkiem poczatkowym jest:

a) wierzcholek o etykiecie 5;
b) wierzcholek o etykiecie a.

Zadanie 11.6.* Wskaz graf o n wierzchotkach, dla ktérego czas dzialania algorytmu (z nawrotami) znaj-
dowania droge Hamiltona nie jest wielomianowy.

Wskazéwka. Aby oszacowaé z dotu czas dzialania dla danego grafu, mozna oszacowaé tylko np. ile w sumie
razy wktadaliémy jakikolwiek z wierzchotkéw na stos.



ZADANIE 11.7. ZnajdZ minimalne drzewo spinajace dla podanego nizej grafu.

ZADANIE 11.8. Ponizsza tabela przedstawia odlegtosci pomiedzy 5 miastami A,B,C,D i E. Chcemy tak
polaczy¢ miasta, aby z kazdego miasta mozna bylo dosta¢ sie do innego, niekoniecznie droga bezposrednia,
jednakze chcemy wydaé¢ jak najmniej pieniedzy. Jaki jest minimalny koszt budowy takiej sieci drég, jezeli
1 km drogi kosztuje 1000000 PLN?

Al B| C| D| E
Al - 2 6 3 7
B| 2 - 6 4 8
C| 6 6 5 8
D| 3 4 5 - 9
El7 8 8

ZADANIE 11.9. W ponizszych grafach znajdz dtugos$¢ najkrétszej drogi z wierzchotka a do f, a nastepnie

wyznacz te droge. b)

ZADANIE 11.10. Przesledz dziatanie algorytmu rozsytania wiadomo$ci na hiperkostce Hy.

ZADANIE 11.11. Przesledz dzialanie algorytmu zbierania wiadomosci na hiperkostce Hy.



Odpowiedzi do zadan

11.1.

a) Np.:

Drzewo spinajace T = (V, E), gdzie
V ={a,b,c,d,e, f,g,h,i} oraz
E={{a,b},{a,d},{b,h},{c,h},{e;h} {e, f}.{f g}, {f.i}}.

b) Np.:

Drzewo spinajace T = (V, E), gdzie
V ={a,b,c,d,e, f,g,h,i} oraz
E={{a,c},{b,d},{c e}, {c,d},{d, [}, {d g}, {g, h}, {h,i}}.

11.2.

STOS zbiér krawedzi drzewa DFS
a a @
b | ab {{a,b}}
h | abh {{a,b},{b, h}}
c | abh,c {{a,b},{b,h},{c,h}}
h | abh {{a, b}, {b,h}, {c,h}}
d | a,bh,d {{a’ b}v{ba h},{C, h}»{d7 h}}
h | a,b,h {{a,b},{b,h},{c,h},{d,h}}
e | a,bh,e {{a,b},{b,h},{c, h}, {d, h},{e,h}}
[ a,b,h,e, f {{a,b},{b,h},{c,h}, {d,h},{e,h}, {e, f}}
g | abhefg | {{a b}, {bh} {c,h},{d h} {e h},{e f} {f g}}
i | abhe fgi| {{a,b} {b,h} {c,h},{d h} {e h}} {e [} {f g}, {g,i}}
g | a,bhe fig {{a, b}, {b,h}, {c,h}, {d,h}, {e,h}}. {e, f} {f 9} 9.3}
f | abhe, f {{a,b},{b,h}, {c,h}, {d, h},{e;h}}, {e, [} S 9}, 19,13}
e | abhe {{a, b}, {b,h},{c,h} {d, h},{e,h}} {e, f},{f, 9}, {9,i}}
h | abh {{a,b},{b, h},{c,h}, {d,h}, {e,h}}, {e, f},{f, 9}, 19, i}}
b | ab {{a,b},{b,h}, {c,h}, {d, h}, {e;h}}, {e, [}, {f 9}, 19,1} }
ala {{a,b},{b,h},{c,h} {d, h},{e,h}} {e, f}.{f, 9}, {9,i}}
-0 Ha,b},{b,h}, {c,h},{d, h},{e, h}}, {e, f}. {f g}, {g.i}}



11.3.

Zatem wierzchotki byly odwiedzane w kolejnosci a, b, h, ¢, d, e, f, g, i otrzymaliSmy drzewo spinajace
DFS T = (V, E'), gdzie

V ={a,b,c,d,e, f,g,h,i} oraz

E' = {{a,b},{b,h},{c,h},{d, h}, {e,h}}, {e, f}.{f g} {9, i} }-

STOS zbiér krawedzi drzewa DFS
a a @
c | ac {{a,c}}
d | a,c,d {{a,c},{c,d}}
b | acdb {{a,c},{c,d},{d,b}}
d a” C7d {{a7 0}7 {07 d}7{d7 b}}
flacdf {{a, ¢}, {c,d}, {d, b}, {d, f}}
g a7c7d7f7g {{a7c}’{C7d}’{d7b}’{d’f}’{f7g}}
h | a,c,d f,g,h {{a,c}, {c, d}, {d, b}, {d, f},{f, g}, {9, h}}
i | acd, fig,hi| {{a,c} {c d}, {d, b}, {d, f},{f g}, {9, h}, {h,i}}
hlacdfgh | {{act{cd} {db}{d f} {f g} {g,h} {h,i}}
g | acdfg {{a, ¢}, {c,d}, {d, b}, {d, f},{f 9}, {9, h}, {h; i} }
flacdf Ha,c}, {c, d}, {d, b}, {d, f},{f, g}, {9, h}, {h,i}}
d | acd Ha, et {c,d} {d, b}, {d, f}. {f, 9}, {g,h}, {h,i}}
c|ac {{a,c} {c,d}, {d, b}, {d, [}, {f 9}, {9, h} {h.i}}
e | ace {{aac}7{C7d}7{d7b}7{daf}7{f7g}7{g,h}a{hai}7{c76}}
c|ac {Ha, et {e,d}. {d, b}, {d, f}. {f, 9}, {9, h}. {h, i} {c, e}}
ala Ha, et {c,d} {d, b}, {d, f}. {f. 9}, {9, h}, {h, i} {c e}}
-0 {Ha, e}, {c,d}, {d, b}, {d, f},{f, 9}, {9, b}, {h, i}, {c, e} }

Zatem wierzchotki byly odwiedzane w kolejnosci a, ¢, d, b, f, g, h, 7, e i otrzymaliSmy drzewo spinajace
DFS T = (V, E’), gdzie
V ={a,b,c,d,e, f,g,h,i} oraz
E' = {{a,c}, {c,d}, {d, b}, {d, f},{f, 9}, {9, h}, {h. i}, {c,e}}.

odwiedzane wierz. | KOLEJKA | zbiér krawedzi drzewa BFS
a a a @
a b,d, h b,d, h {{a,b},{a,d},{a,h}}
b — d,h {{a,b},{a,d},{a,h}}
d _ h {{a,b},{a,d}, {a,h}}
h ce f e f {{a,b},{a,d},{a, h},{c,h},{e h} {f h}}
c — e f {{a,b},{a,d},{a,h},{c,h} {e h} {f h}}
€ — f {{a,b},{a,d}, {a, b}, {c,h}, {e,h}, {f h}}
f g77/ g7l {{a’b}7{a7d}7 {a7h}7 {C7h}7{e7h}7 {f’h}7 {f?g}7 {f’i}}
g — i {{a,b},{a,d},{a,h}, {c,h} {e h}, {f, h}, {f 9}, {f i}}
i _ - {{a,b},{a, d}7{a'» h}7{cv h},{e,h},{f, h},{f,g},{f,i}}

Zatem wierzcholki byly odwiedzane w kolejnosci a, b, d, h, ¢, e, f, g, i i otrzymaliSmy drzewo spinajace
BFS T = (V, E’), gdzie
V ={a,b,c,d,e, f,g,h,i} oraz
E'={{a,b},{a,d},{a,h},{c,h},{e, h}, {f, b}, {f 9} {F.i}}.



odwiedzane wierz. | KOLEJKA | zbiér krawedzi drzewa BFS
a a a [}
a c,e ce {{a,c},{a,e}}
c d, f e,d, f {{a,c},{a e}, {c.d}, {c, f}}
€ - d7f {{a,c},{a,e},{c,d},{c,f}}
d b, g [,b,g Ha,c}, {a, e}, {c,d}, {c, f},{b,d}, {d, g} }
f — b7g {{avc}v{a’ve}7{c?d}7{c7f}7{b7 d}v{d7g}}
b — g {{a, et {a,e}, {c,d}, {c, f},{b,d},{d g}}
g h,i h,i {{a,c}, {a, e}, {c,d}, {c, f},{b,d},{d, g}, {9, b}, {9, i}}
h - ( {{aac}a{ave}a{cvd}7{cvf}7{b7 d}v{dvg}v{guh}7{g7i}}
( 7 7 {{aac}v{ave}v{cvd}v{cvf}v{b7 d}v{dvg}v{g’h}v{gvi}}

Zatem wierzcholki byly odwiedzane w kolejnosci a, ¢, e, d, f,b, g, h,i i otrzymaliSmy drzewo spinajace
BFS T = (V, E’), gdzie

V ={a,b,c,d,e, f,g,h,i} oraz

' = {{a, c} {a, e}, {e.d} {e. £}, {b,d}, {d, g}, {9, b}, {9, i}

11.4.

a) Wszystkie stopnie w grafie G sa parzyste, zatem w grafie istnieje cykl Eulera. Zaczynamy np. od
wierzchotka a. Kolejno wybierane/trawersowane krawedzie to np.:

{a,d}, {d, e}, {e,0},{b, c}, {c,d}, {d, b}, {b,a}, {a, [}, {f e}, {e; a}.

Uwaga. Np. po wyborze krawedzi {e, b} nie mozemy wybraé¢ krawedzi {a, b}, gdyz jest to most, a sa
jeszcze inne krawedzie incydentne z b.

b) W grafie istnieja dwa wierzchotki o nieparzystych stopniach (d i k), zatem w grafie istnieje laficuch
Eulera o poczatku i koncu w wierzchotkach d i k. Zaczynamy np. od wierzcholka d. Kolejno trawer-
sowane krawedzie to np.:

{d7 a}, {a, b}7 {b7 C}> {07 d}> {d, b}a {b7 l}7 {l, a}, {a7 m}a {m7 l}u
{0k}, Lk, i} {0, ib {i kY Ak, hY {ho et {e, f1 S, hE { Ry i}, i, e}, {e, d} {d, K}
Uwaga. Np. po wyborze krawedzi {b,[} nie mozemy wybraé krawedzi {l, k}, gdyz jest to most, a sa
jeszcze inne krawedzie incydentne z b; analogicznie, po wyborze krawedzi {h, e} nie mozemy wybraé
krawedzi {d, e}, gdyz jest to most, a sa jeszcze inne krawedzie incydentne z e.

11.5.

a) Startujac z wierzchotka 5:

aktualny wierzchotek | STOS
1 5 5
2 2 5,2
3 1 52,1
1 10 5,2,1,10
5 3 5,2,1,10,3
6 1 5,2,1,10,3,4
7 3 5,2,1,10,3
8 10 5,2,1,10
9 7 5,2,1,10,7
10 6 5,2,1,10,7,6
11 7 5,2,1,10,7
12 8 5,2,1,10,7,8
13 9 5,2,1,10,7,8,9
14 8 5,2,1,10,7,8
15 7 5,2,1,10,7




Algorytm z nawrotami zwrdci droge Hamiltona postaci 5,4,3,2,1,10,9,8,7, 6.

b) Startujac z wierzchotka a:

aktualny wierzchotek | STOS
1 a a
2 b a,b
3 c a,b,c
4 d a,b,c,d
5 e a,b,c,d,e
6 d a,b,c,d
7 f a,bed, f
8 g a,b,e,d, f,g
9 h a,b,e,d, f,g,h
10 g a,b,c.d, f, g
11 f a,b,e,d, f
12 d a,b,c,d
13 c a,b,c
14 e a,b,c e
15 d a,b,c e, d

Algorytm z nawrotami zwrdci droge Hamiltona postaci a, b, ¢, e, d, f, g, h.

11.6. Np. graf pelny K,,_1, gdzie wierzcholki maja etykiety 1,2,...,n — 1, z dolaczonym n-tym wierz-
cholkiem o etykiecie n do wierzchotka o etykiecie 1 oraz 2. Czas dzialania: musimy na pewno przegladnac

wszystkie permutacje zbioru {2,...,n — 1} zanim algorytm rozpatrzy kolejnosé 1,n, ...

znajdzie droge Hamiltona.

11.7.

Posortowany ciag krawedzi: 1,2, 29, 23,31, 32, 33,4, 51,52,6,7,81,81,9.
Dla utatwienia ilustracji dzialania algorytmu utozsamiamy wagi krawedzi z samymi krawedziami. Przebieg
algorytmu jest nastepujacy.

rozpatrywana krawedz | cykl?

krawedzie drzewa

1 — 1

21 - 1,21

29 - 1,21,22

% T 1,21,22,25

31 + 1,21,22,23

3 T 1,212,253

33 + 1,21,22,23,32

4 - 1,21,22,23,32,4

51 + 1,21,22,23,32,4

5o — 1,21,22,23,32,4, 59

6 — 1,21, 22,23,32,4,52,6

7 + 1,21,22,23,32,4,52,6
81 + 1,21,22,23,32,4,52,6
89 — 1,21,29,23,32,4,52,6,8
9 + 1,21,22,23,32,4,52,6,8

i chwilge potem



11.8. Zauwazmy, ze rozwiazanie problemu rownowazne jest minimalnemu drzewu spinajacemu w wazonym
grafie pelnym G = (V, E,w), w ktérym wierzcholki odpowiadaja miastom, a wagi krawedzi odleglo$ciom
pomiedzy tymi miastami. Aby wyznaczyé¢ to drzewo korzystamy z algorytmu Kruskala — koszt otrzy-
manego rozwiazania/drzewa wynosi 17000000 PLN.

11.9.
a)
Iteracja | u | V Dla] | D[b] | Dlc] | D[d] | Dle] | D[f]

0 {b,c,d,e, f} 0 1 0 00 4 6

1 b | {c,d,e, f} 0 1 2 00 4 6

2 c | {d,e, f} 0 1 2 4 3 6

3 e | {d, £} 0 1 2 4 3 4

4 d| {f} 0 1 2 4 3 4

5 flo 0 1 2 4 3 4

A zatem najkrétsza $ciezka z a do f ma dlugosé D[f] = 4. Wyznaczenie tej Sciezki:

4 = D[f] = DleJ+1=(D[]+1)+1=(Dp]+1)+1)+1=
= (Dla]+ D) +D)+1)+1=(((0+1)+1)+1)+1=4

Tym samym Sciezka ta wiedzie przez wierzcholki a, b, c, e, f.

b)

ul| V

{b,c,d,e, f,g,h,1,5}
{b,c,d,e, f,g,h,i}
{¢,d,e, f,g,h,i}
{c,d, f,g,h,i}
{¢,d, f,g,h}

{d, f,9,h}
{d, f, 9}

{f, g}

{9}
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A zatem najkrétsza $ciezka z a do f ma dlugo$é D[f] = 5. Wyznaczenie tej Sciezki:

5 = DIf] Dle]+3=(D[j]+1)+3=((Dla]+1)+1)+3=

((0+1)+1)+1)+1=5.

Tym samym Sciezka ta wiedzie przez wierzcholki a, j, e, f.

11.10.

1. 0000 — 0001

2. 0000 — 0010
0001 — 0011

3. 0000 — 0100
0001 — 0101
0010 — 0110
0011 — 0111



4. 0000 — 1000
0001 — 1001
0010 — 1010
0011 — 1011
0100 — 1100
0101 — 1101
0110 — 1110
0111 — 1111

11.11.

1. 1000 — 0000
1001 — 0001
1010 — 0010
1011 — 0011
1100 — 0100
1101 — 0101
1110 — 0110
1111 — 0111

2. 0100 — 0000
0101 — 0001
0110 — 0010
0111 — 0011

3. 0010 — 0000
0011 — 0001

4. 0001 — 0000



