ZESTAW 10

ELEMENTY TEORII GRAFOW

— DEFINICJE I WEASNOSCI —

ZADANIE 10.1. Ktore z nastepujacych ciaggéw sa graficzne?

a) (4,4,4,4,3,3).

b) (7,6,5,4,4,3,2,1).
¢) (6,6,5,5,2,2,2,2).
d) (6,6,5,5,3,3,3,3).

Dla ciagéw, ktére sg grafowe, narysuj odpowiednie grafy (proste).
ZADANIE 10.2. Wykaz (np. przez odpowiedni rysunek), ze:
a) dla dowolnego parzystego n > 4 istnieje n-wierzchotkowy graf, ktérych wszystkie stopnie wynosza 3;

b) dla dowolnego nieparzystego n > 5 istnieje graf o n + 1 wierzchotkach, sposréd ktérych dokladnie n
jest stopnia 3;

c¢) dla dowolnego n > 5 istnieje graf o n wierzchotkach, ktérych wszystkie stopnie wynosza 4.

ZADANIE 10.3.

a) Znajdz/narysuj graf o szeSciu wierzcholkach i siedmiu krawedziach, ktéry nie posiada podgrafu
bedacego cyklem dlugosci 4 (ozn. Cy).

b) Znajdz/narysuj graf o szeSciu wierzchotkach i dwunastu krawedziach, ktéry nie posiada podgrafu
bedacego grafem pelnym o czterech wierzchotkach (ozn. Kjy).

ZADANIE 10.4. Niech k£ > 0. Ustal, dla jakich wartoéci n istnieje chociaz jeden n-wierzchotkowy graf
prosty posiadajacy dokladnie:

a) k wierzchotkéw izolowanych;
b) k wierzchotkéw wiszacych (lisci).

ZADANIE 10.5. Niech n bedzie liczba naturalna, a m nieujemna liczba catkowita. Wyznacz stopien
n-wierzchotkowego grafu regularnego o m krawedziach (funkcja od argumentéw n i m).

ZADANIE 10.6. Narysuj dwa najmniejsze (w sensie liczby wierzchotkéw i krawedzi) nieizomorficzne
grafy o takiej samej liczbie wierzchotkow i krawedzi.

ZADANIE 10.7. Wykaz, ze ponizsze multigrafy nie sa izomorficzne.



ZADANIE 10.8. Ktore z ponizszych graféw (b)-(d) nie sa izomorficzne z grafem (a)? Uzasadnij odpowiedz.

a) b) c) d)

ZADANIE 10.9. Znajdz/narysuj dwa nieizomorficzne drzewa o tym samym ciagu grafowym.

ZADANIE 10.10. Niech T bedzie drzewem, ktérego wierzcholki sa wylacznie stopnia 3 lub 1. Jesli T
ma dziesie¢ wierzchotkéw stopnia 3, to ile wowczas ma 1isci?

ZADANIE 10.11. W drzewie T $rednia stopni wierzchotkéw jest réwna 1.99. Ile krawedzi ma T'7

ZADANIE 10.12. Ustal, dla jakich wartosci n graf pelny K,, posiada:
a) cykl Eulera,;
b) cykl Hamiltona.
ZADANIE 10.13. Ustal, dla jakich wartoéci n i m dwudzielny graf pelny K,, , posiada:

a) cykl Eulera;
b) cykl Hamiltona.

Czy dwudzielny graf G o nieparzystej liczbie wierzchotkéw moze by¢ grafem hamiltonowskim?

ZADANIE 10.14. Ustal, dla jakich wartosci n graf pelny K,, z usunieta jedng krawedzia posiada:

a) cykl Eulera;

b) taiicuch Eulera;

c¢) cykl Hamiltona;

d) $ciezke Hamiltona.



Odpowiedzi do zadan

10.4.
a)n=korazn>k+2.

b) k parzyste: n > k;

k=1 n>4;

k > 3 nieparzyste: n > k + 1.
10.6. Z lematu o usciskach dloni otrzymujemy, ze }_ .y deg(v) = nr = 2m. A zatem r = 277”
10.8. Zalézmy, ze grafy te sa izomorficzne. Jako ze w kazdym z graféw istnieje dokladnie jedna petla,
izomorfizm musi przeksztalcaé¢ odpowiednie te wierzcholki w siebie — oznaczmy je przez a; (w grafie
pierwszym) oraz as (w grafie drugim). Nastepnie, skoro wiemy juz, ze w pierwszym grafie wierzcholek a;
musi odpowiadaé¢ wierzchotkowi as w grafie drugim, to izomorfizm musi zachowaé¢ wlasnosci ich sasiadéw,
a w szczegdlnodci takze ich stopnie. Ale a; jest sasiedni do dwoch wierzcholkéw stopnia 2 oraz 4, podczas
gdy as jest sasiedni do dwdch wierzchotkéw stopnia 2 oraz 3. A zatem niemozliwym jest takie przypisanie
sobie tych wierzchotkéw, aby zachowa¢ odpowiednio$é pomiedzy ich stopniami. Otrzymujemy tym samym
sprzeczno$¢ z zalozeniem, ze grafy sa izomorficzne.

10.9. (b) i (c) tak; (d) nie, bo graf ten posiada nieparzysty cykl, ktérych brak w (a), a izomorfizm zachowuje
dhugosci cykli.

10.11. Z lematu o udciskach dloni otrzymujemy, ze 10 -3 + 1 -1 = 2m, gdzie [ jest liczba lisci. Z drugiej
strony, jako ze T jest drzewem, zachodzi 2m = 2(n—1) = 2n—2 = 2-(10+1) —2. Tym samym otrzymujemy,
ze l = 12.

10.12. Z tresci oraz z lematu o usciskach dloni otrzymujemy, ze = >\ deg(v) = 22 = % = 1.99.
Tym samym, po przeksztalceniach, otrzymujemy, ze n = 200, a zatem m = 199.

10.13.
a) n > 1 nieparzyste.
b) n > 3.

10.14.

a) n i m dodatnie i parzyste.

b) n =m.
NIE. W dowolnym grafie o nieparzystej liczbie wierzchotkéw cykl Hamiltona, o ile istnieje, jest nieparzystej
dtugosci. Natomiast w dowolnym grafie dwudzielnym kazdy cykl jest parzystej dtugosci — brak jest cykli

nieparzystej dlugosci. Zatem w grafie dwudzielnym o nieparzystej liczbie wierzchotkéw rowniez brak jest
cykli nieparzystej dtugosci, zatem tym bardziej cykli Hamiltona.

10.15.

a) Tylko dla n = 1.
b) n > 1 nieparzyste oraz n = 4.
c)n>4.



