ELEMENTY PRAWDOPODOBIENSTWA

TWIERDZENIE 5.1 (Prawopodobiefistwo klasyczne)

Jesli przestrzen zdarzen elementarnych € jest skonczona i wszystkie zdarzenia elementarne
sa jednakowo prawdopodobne, natomiast A jest dowolnym zdarzeniem w tej przestrzeni,

wowczas
- |,
€2

gdzie P(A) oznacza prawdopodobienstwo zdarzenia A.




Dokonujemy trzech rzutéw moneta. Kazde zdarzenie elementarne <€ PRZYKEAD
(tréjka) jest jednakowo prawdopodobne. Jakie jest prawdopodobienstwo zajicia
zdarzenia legajacego na tym, ze orzel pojawi sig Jakie jest praw-
dopodobienstwo zaj$cia zdarzenia olegajacego na tym, ze

Jakie jest prawdopodobienstwo zaj$cia zdarzeni
tym, ze jawi si

Zbiér zdarzen elementarnych jest nastepujgcy:

{&' .. RRR, ORR, ROR, RROY}. ) IL) =%
T = B
Majac teraz na uw i en e h sprzyjajacq kazdemu ze zdarzen,
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Rozwazmy zbiér wszystkich funkcji ze zbioru A w zbiér B, gdzi
|A| > 2 (czyli 2 . Jakie jest prawdopodobienstwo, ze

Liczba wszystkich funkcji wynosi |B|4l, natomiast liczba funkcji spelniajacych

okre$lone warunki (a i b_sa_ustalone z géry) to |B|A='. A zatem szukane praw-
dopodobienstwo wynosi




TWIERDZENIE 5.2 (Prawdopodobiefistwo sumy zdarzer)

Prawdopodobienstwo zdarzenia A polegajacego na zajSciu przynajmniej jednego ze zda-
rzen A, lub A, réwna sie sumie prawdopodobienstw tych zdarzen zmniejszonej o prawdo-
podobienstwo lacznego ich zajscia, tzn.

P(A) = P(A;)) + P(A;) — P(A N A3).
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TWIERDZENIE 5.2 (Prawdopodobiefistwo sumy zdarzen)

Prawdopodobienstwo zdarzenia A polegajacego na zajsciu przynajmniej jednego ze zda-
rzen A, lub A, réwna sie sumie prawdopodobienistw tych zdarzen zmniejszonej o prawdo-
podobienstwo lacznego ich zajscia, tzn.

P(A) = P(A;) + P(As) — P(A; N Ay).

Obliczy¢ prawdopodobienstwo tego, Ze losujac jedng karte z talii 52 € PRZYKEAD
kart otrzymamy pika lub asa.

Oznaczmy prze zdarzenie polegajace na otrzymaniu przez As zdarzenie pole-
gajace na otrzymaniu a przez A zdarzenie polegajgce na zal'scm irzynajmniej

jednego z wyzej ienionych zdarzen. Zauwazmy, Ze zdarzenie polega na
otrzymaniu Tym samym ze wzoru otrzymujemy
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TWIERDZENIE 5.2 (Prawdopodobiefistwo sumy zdarzer)
Prawdopodobienstwo zdarzenia A polegajacego na zajSciu przynajmniej jednego ze zda-
rzen A, lub A; réwna si¢ sumie prawdopodobienstw tych zdarzen zmniejszonej o prawdo-
podobienstwo lacznego ich zajscia, tzn.
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P(A) = P(A,) + P(As) — P(A; N Ay).
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Rzucamy szesSc razy symetryczng kostkyg do gry. Jakie jest prawdo- € PRZYKLEAD
podobienstwo tego, ze za pierwszym lub drugim razem wypadnie liczba parzysta?
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SCHEMAT BERNOULLIEGO
TWIERDZENIE 5.3 (Schemat Bernoulliego)

Prawdopodobienstwo tego, ze na n przeprowadzonych doswiadczen wedtug schematu
Bernoulliego uzyska si¢ k sukcesow w dowolnej kolejnosci, wyraza si¢ wzoremn
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gdzic0<p<lig=1-np.
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SCHEMAT BERNOULLIEGO
TWIERDZENIE 5.3 (Schemat Bernoulliego)

Prawdopodobienstwo tego, ze na n przeprowadzonych doswiadczen wedlug schematu
Bernoulliego uzyska si¢ k sukcesow w dowolnej kolejnosci, wyraza si¢ wzorein
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I Jakie jest prawdopodobienstwo, ze w serii szeSciu rzutow bymetrycz.nq < PRZYKLAD

kostka do gry suma oczek bedzie parzysta? ‘[( Q') ( [ ]
;. 283154

- Z= = (I—HQ:Q—])J,——; ;2_:1,

gdzicO<p<liq=1-—p.




PRAWDOPODOBIENSTWO WARUNKOWE ORAZ NIEZALEZNOSC ZDARZEN

Prawdopodobienstwem warunkowym P(A|B) zdarzenia A przy zalozeniu, ze zaszto zdarze-
nie B, nazywamy iloraz prawdopodobienstwa lgcznego zajécia zdarzen A i B do praw-
dopodobienstwa zajscia zdarzenia B: PPN .)

D P(oll)- ]
P(A|B) - bl B), gdzie P(B) > 0. i ’P(.

P(B L 1
(B) B,
Mowimy, ze zdarzenie A jest niezalezne od zdarzenia B, jesli zachodzi jeden z dwoch przy-

padkow:
P(A|B) = P(A) i P(B) > 0 albo P(B) = 0.

TWIERDZENIE 5.4 (Niezaleznoé¢ zdarzen)

Aby zdarzenia A i B byly niezalezne, potrzeba i wystarcza, a.b)- = _




W urnie sg kule o numerach 1,2, 3,4,5. Wybieramy losowo dwie kule 4 PRZYKELAD
bez zwracania. Obliczy¢ prawdopodobienstwo zdarzen takich, ze otrzymamy:

b) !u|e o kolejnych rosngcych numerach, jezeli —
Niech A oznacza zdarzenie polegajace na wylosowaniu kul o rosnacych numerach, a B
zdarzenie polegajace na wylosowaniu (jakiej$) kuli o numerze 2. Wéwczas

Q= {(z,y) :x #yoraz z,y € {1,2,3,4,5}},

czyli = {(132)5( ) (l 4)a(1 5) (2 1) ( )$(2s4)a(2$5)1(3’1)5(3’2)a(3&4)a(315)a
(4,1), (4,2),(4,3), (4, 5) (5,1), (5,2), (5,3), (5, 4)}, a nastepnie:

l:{-(l,s),(m,(l, 5), @I5), @), @), 3,4), 3,5), (4,5)},
(@D, 2,1), @8 B8 @8] 3.2). (4.2),(5,2)}
oraz AN B = {({l2), @19 @), @8)). PMB) =g = 55

e A, P B S hae)

Jako ze P(A|B) = P(A) i P(B) > 0, otrzymujemy, Ze zdarzenia A i B sa niezalezne
(takze z faktu, ze P(AN B) = P(A) - P(B) (twierdzenie 5.3)).



TWIERDZENIE 5.5 (Twierdzenie Bayesa /podstawowa postaé/)

P(B|A) - P(A)

P(AIB) = == 5o

Niech B bedzie zdarzeniem ,u ucznia wystepuje wysoka gorgczka”, <« PRZYKEAD
a A bedzie zdarzeniem ,uczen ma grype”. Zalézmy, ze w jakiej$ szkole w grupie
uczniéw klasy IA prawdopodobienstwo wystgpienia goragczki wynosi P(B) = 0,2,
a prawdopodobienstwo wystapienia grypy wynosi P(A) = 0,1. Zalézmy takze, praw-
dopodobienstwo P(B|A) tego, ze chory uczen gorgczkuje wynosi 0, 7. Ile wynosi praw-
dopodobienstwo P(A|B) tego, ze uczen gorgczkujacy choruje?




TWIERDZENIE 5.5 (Twierdzenie Bayesa /podstawowa postac)/)

P(B|A) - P(A)
P(B)

Niech.b(gdzie zdarzeniem ,u ucznia wyst(gpujem’, < PRZYKLAD
a -b(gdzie zdarzeniem ,uczen ma-. Zatozmy, akiejs s

uczniow klasy IA prawdopodobienstwo wystgpienia gorgczki wynosi
a prawdopodobienstwo wystgpienia grypy wynosi* Zalozmy takze, praw-

dopodobienstwo ) tego, Ze chory uczeri gorgczkuje wynosfilill Ile wynosi praw-
dopodobienstwo tego, ze uczen goragczkujacy choruje?

P(A|B) =

Na mocy twierdzenia Bayesa otrzymujemy:




TWIERDZENIE 5.6 (Twierdzenie Bayesa /wersja dla wielu zdarzen/)
Niech B, Ay,..., A, beda takimi zdarzeniami, ze:

. AiﬂAj = () (”JZ%] 1,9 € [TL]

Wowezas dla dowolnego k € [n] zachodzi:
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UKELAD ZUPELENY ZDARZEN ORAZ PRAWDOPODOBIENSTWO CALKOWITE

TWIERDZENIE 5.7 (Prawdopodobienstwie z >
Jesli zdarzenia Ay, --- , A, tworza uktad to prawdopodobienstwo dowol-

nego zdarzenia B wyliczamy ze wzoru




UKELAD ZUPELENY ZDARZEN ORAZ PRAWDOPODOBIENSTWO CALKOWITE

TWIERDZENIE 5.7 (Prawdopodobienstwie zupetne)
Jesli zdarzenia Ay, - -+ , A, tworza uklad zupelny zdarzen, to prawdopodobienstwo dowol-
nego zdarzenia B wyliczamy ze wzoru

P(B) = P(Ay) - P(B|A) + -+- + P(An) - P(B|Ay).
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W urnie sg 4 kule biate i 3 czarne. Losujemy dwie kule. <4 PRZYKLAD

Jakie jest prawdopodobienstwo wylosowania kul w réznych kolorach?

Niech .ozna(:za zdarzenie polegajace na wylosowaniu za pierwszym razem kuli bialej,
a C' — wylosowaniu kuli czarnej. Niech R oznacza wylosowanie za drugim razem kuli
roznej od tej za pierwszym razem. Woéwcezas z twierdzenia 4.3 otrzymujemy, ze

- 4 1 3 2 4



UKELAD ZUPELENY ZDARZEN ORAZ PRAWDOPODOBIENSTWO CALKOWITE

TWIERDZENIE 5.7 (Prawdopodobienstwie zupelne)
Jesli zdarzenia Ay, - -+ , A, tworza uklad zupelny zdarzen, to prawdopodobienstwo dowol-
nego zdarzenia B wyliczamy ze wzoru

P(B) = P(A) - P(B|Ay) + -+ - + P(Ay) - P(B|Ay).

czarnych, natomiast w kazdej z 8 urn drugiej serii znajduje si¢ 9 kul biatych i 6 kul
czarnych. Siggamy losowo do jednej z urn i i wyciggamy jedng kule. Jakie jest praw-
dopodobienstwo, ze wylosowana kula bedzie biata?

Niech A oznacza zdarzenie polegajace na wybra,mu urny typu plorwvogo a B

W kazdej z 5 urn pierwszej serii znajdujg sie 4 kule biate oraz 6 kul € PRZYKELAD
wybra,nlu urny typu druglogo Nl(‘(‘h U oznacza wylosowanie kuli biatej. Wowcezas




