Matematyka dyskretna
Andrzej Szepietowski

Jest to kolejne, poprawione, wydanie. Gtéwnym celem przedstawionego wyktadu jest
przygotowanie do dalszego studiowania informatyki, a w szczegoinosci do nauki
projektowania algorytmdw. Podrecznik zawiera podstawowe wiadomosci z tzw.
matemnatyki dyskretnej, czyli z arytmetyki, kombinatoryki, funkcji logicznych i teorii liczb.
Zawiera takze wiele przyktadéw algorytméw oraz zadania algorytmiczne do
samodzielnego rozwiqzania.



ELEMENTY KOMBINATORYKI



TWIERDZENIEW. ariacje z powtorzeniami)

Liczba ciagow dtugosci k ze zbioru n-elementowego wynos
Lb Liczba funkcji z k-elementowego zbioru w n-elementowy zbior Wynos.




TWIERDZENIE 1.1 (Wariacje z powtérzeniami)
» Liczba ciggéw dtugosci k ze zbioru n-elementowego wynosi n*.
» Liczba funkcji z k-elementowego zbioru w n-elementowy zbiér wynosi n*.

Ile jest 7-cyfrowych palindromicznych (tzn. ktore czytane od lewej <« PRZYKLAD
do prawej s takie same, jak czytane od prawej do lewej) liczb naturalnych?
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TWIERDZENIE 1.1 (Wariacje z powtdérzeniami)
» Liczba ciggéw dtugosci k ze zbioru n-elementowego wynosi n*.
» Liczba funkcji z k-elementowego zbioru w n-elementowy zbiér wynosi n*.

Turysta ma przedostac si¢ majkrotsza sciezkg z wierzchotka w, <4 PRZYKLAD
w kracie L(2,n), a nastepnie wroci¢ z wierzchotka ws, do wierzchotka w;. Na ile
sposob6éw moze on wybraé takg trase?
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TWIERDZENIE 1.2 (Wariacje bez powtérzen)
» Liczba ciggoéw bez powtorzen dtugosci k ze zbioru n-clementowego wynosi

n-(n—1)----- ((n—k)+1).

» Liczba réznowartosciowych funkcji z k-elementowego zbioru w n-elementowy zbior
Wynosi

ciastck. Kazdy kupit jedno ciastko, przy czym kazdy kupit inne. Na ile sposobow
mozna bylo kupié ciastka?




Turysta ma przedostaé si¢ najkrotszg Sciczkg z wicrzchotka w, <4 PRZYKLAD
do wierzchotka w,, w kracie L(2,n), a nast¢pnie wréci¢ z wierzchotka w,, do wierz-
chotka w;. Na ile sposobé6w moze on wybraé¢ taky traseg, jesli nie chce wracaé tg samg
Sciezkg?

Zauwazmy, zc istnicje wzajemna odpowicdnio$¢ pomigdzy rozwazanymi trasami a
roznowartosciowymi funkecjami
t’am 2 F\.l‘é'("\\ 1 2 (U
f: {wl M Waop, Wop ~ 'wl} — {wlwn—}-la WoWn42, - - - 1wnw2n}a

a tym samym, na mocy twierdzenia 1.2, liczba takich réznych tras/funkeji wynosi

n(n —1).
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TWIERDZENIE 1.3 (Permutacje)

Liczba permutacji (czyli n-elementowych ciggéw bez powtdrzen o elementach ze zbioru

n-elementowego) wynosi
n-(n—1)-----2-1=nl

Na ile sposobéw mozna rozsadzi¢ n-oséb przy okraggltym n-osobowym € PRZYKEAD
stole? Rozsadzenia przedstawione na ponizszym rysunku traktujemy jako rézne.
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TWIERDZENIE 1.4 (Permutacje z powtérzeniami)

Niech dane bedzie n elementéw, gdzie elementéw typu 1 (nicrozréznialnych) jest ny, el-
ementéw typu 2 (nierozréznialnych) jest ns, ..., elementéw typu k (nierozréznialnych)
jest ny.. Woéwezas liczba sposobéw, na ktére mozna uporzadkowac te elementy w rzedzie,

Wynosi
( n ) n!
Ny, MY, ... "N nyl----- ng!
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lle r6znych 5-literowych stéw (ciagdéw) mozna utworzy¢ z liter stowa: € PRZYKEAD

a) ULICA: cLA,C,I .} S touh e (5 I‘), Shl

b) MARTA; AA M L, ) {-1
G AR e 0
ManCMadze twierdzenie 2.4 oraz: ‘-" (2 5 ) 5?
) { Z
a) ze wszystkie litery w stowie ULICA sa rézne, otrzymujemy 5!; \ ' ! 2 If" L
b) ze w stowie MARTA sg dwie litery ’A’, otrzymujemy %, =5 /2 '

5/
—_ - === 2,2, ARAN VN TDY

N1 ), s S0

c) ze w stowie LALKA mamy dwie litery 'L’ i dwie litery 'A’, otrzymujemy ;.



TWIERDZENIE 1.5 (Kombinacje bez powtdérzen)
Liczba wyborow k-clementowego podzbioru ze zbioru n-clementowego wynosi

n n!
(k)  kl(n— k) n elonAoLs

Na ile sposobéw mozna podzieli¢ 8-osobowa grupe {o1, ..., 08} <
na dwie grupy, 5-osobowg i 3-osobowg, a na ile sposobéw mozna podzieli¢ t¢ grupe na
dwie réwnoliczne grupy?
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TWIERDZENIE 1.5 (Kombinacje bez powtérzer)
Liczba wyborow k-clementowego podzbioru ze zbioru n-clementowego wynosi
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lle przekatnych ma n-wierzchotkowy wielokat wypukty? 4 PRZYKLAD

Zauwazmy, ze kazda przekgtna odpowiada parze wierzchotkéw, za wyjatkiem tych par,

ktore tworzg kolejne krawedzie wielokata. Tym samym, majac na uwadze twierdze-

nie 1.5, liczba takich przekatnych réwna jest (;) -—.: @
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LICZBY STIRLINGA DRUGIEGO RODZATU OR\Z LICZBY BELLA

Liczba pogrupowan n réznych obicktéw w doktadnic k grupach to podzbiorowa liczba Stir-
linga, nazywana tez liczbg Stirlinga drugiego rodzaju. Okresla ona liczbe sposobéw podziatu

n-elementowego zbioru na k niepustych podzbioréw i oznaczana jest przez {:} lub S(n, k).



LICZBY STIRLINGA DRUGIEGO RODZAJU 01117 LICZBY BELLA

Liczba pogrupowan n réznych obicktéw w doktadnie & grupach to podzbiorowa liczba Stir-
linga, nazywana tez liczbg Stirlinga drugiego rodzaju. Okresla ona liczbe sposobéw podziatu
n-elementowego zbioru na k ﬁpodzbior()w i oznaczana jest przez. lub -

Istnieje siedem sposobéw podziatu zbioru —} 4 PRZYKLAD

na dwic czesci. A A B .1—3- L=9
{1,2,3} U {4}, {1,2,4} U {3}, {1,3,4} U {2}, {2,3,4} U {1}, n=4

{1,2}u{3,4}, {1,3}U{2,4},{1,4} U {2,3}.

Stad otrzymujemy, ze {‘21} = 7. Zauwazmy, ze podzial zbioru na dwie czeéci tworzony
jest zawsze przez niepusty podzbiér A oraz jego dopelienie X \ A. Ponadto podzial
AU (X \ A) jest réwnowazny podzialowi (X \ A) U A. W konsekwencji mozemy
zauwazy¢, ze dla n > 0 zachodzi

n 2" n—1
(o s




TWIERDZENIE 1.6 (Liezby Stirlinga drugicgo rodzaju)
= {} k,Z( (5o

=0

-z ()

Liczby Stirlinga drugiego rodzaju spetniaja takze nastepujacy wzor rekurencyjny:

dla0 < k < n, aponadto{}_ldlan>00raz —Odlan>1
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Liczby Stirlinga drugiego rodzaju spetniajg takze nastepujacy wzor rekurencyjny:

o -] .

dIaO<k<n,aponadto-=1dIanZOoraz.=0dIan21.

Wyznacz liczbe podziatéw zbioru {1,2,3,4} na trzy czedci. 4 PRZYKLAD

Szukana liczba to {2} a jej warto$é obliczamy reukrencyjnie korzystajac z

twierdzenia 1.6.

G -8 P-r2 e a=[(@+ @) r21]+3
— [(I+1-I)'+2]+3=6. ' .

A zatem istnieje 6 podzialéw zbioru {1,2,3,4} na trzy czeéci.




Liczba B, mozliwych pogrupowan n réznych obiektéw nosi nazwe liczby Bella, A zatem
liczba Bella B3, jest sumg liczb Stirlinga drugiego rodzaju: " " "
AR (e - [

w50 1

Zbiér {1,2,3} ma 5 podziatow: &4 <4 PRZYKEAD
"\:‘ r— - — \
{{1,2,3}}, {{1,2},{3}}, {{1,3},{2}}, {{2;3}; {1}}, {{1}.{2}.{3}},
k=3

a zatem Bs = 5.

Liczby Bella spetniajg nastepujgcy wzér rekurencyjny:
1 n
B :é (k) By,n € N.
Oraz ,wzér Dobinskiego™
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Liczba B, mozliwych pogrupowan n réznych obiektéw nosi nazwe | liczby Bella. A zatem
liczba Bella B3, jest sumg liczb Stirlinga drugiego rodzaju:

B.=3Y {Z}

k=0
Zbior {1,2,3} ma 5 podzialow: «4 PRZYKLAD

11,2,31), (11,25, 34, (L3542, 142,35 1)), ({115,425 431

a zatem B3 = 5.

Na ile sposobéw mozna podzieli¢ 4-osobowg grupe na podgrupy? <4 PRZYKLAD

Zadanie sprowadza si¢ do wyznaczenia czwartej liczby Bella B4. Majac na uwadze ich
podany wyzej wzér (w oparciu o liczby Stirlinga drugiego rodzaju), otrzymujemy, ze

k
4 4 4 4 4 4
b R R B e
0 1 ¥ G 1
A zatem 4-osobowg grupe mozemy podzieli¢ na podgrupy na 15 réznych sposobéw.

—



Niech m, k € {1,2,...}. Interesuje nas, na ile sposobéw mozna zapisaé liczb¢ n w postaci
sumy k sktadnikéw

n — ay + ag¥ . fag,

(ar,as,...,a;) nazywany jest (nieu-
a liczba takich podzialéw oznaczana

gdzie
porzadkowanym

jest przez , natomiast liczba wszystkich podziatéw liczby n (dla k£ = 1,2,...,n)
oznaczana jest przez P(n).
Istnieje jedenasScie podziatéw liczby 6. <4 PRZYKLAD

- 15 ko samp

Stad otrzymujemy, ze ? — P(6,3) = 3, P(6,4) =2, P(6,5) =1
6) = 11.

oraz = 1, a zatem




Dla podziatu P = (ay, as, ..., ax) liczby n mozna utworzy¢ tzw. diagram Ferrersa: ma on k
wierszy i zawiera doktadnie a; punktéw w i-tym wierszu. [Peodzial sprzezony do podziatu P
otrzymujemy transponujac (zamicniajgc) micjscami wiersze i kolumny diagramu Ferrersa
dla P, otrzymujac tym samym sprzezony diagram Ferrersa.

Rozwazmy podzial (5,3,2) liczby 10. Diagram Ferrersa dla tego <4 PRZYKLAD
podziatu wyglada nastepujaco:

c *3 i :L.. .

lk=
Sprzezony diagram Ferrersa wyglada natomiast tak:
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i odpowiada on podziatowi I?), 2,1, :l) liczby 10.




pomiedzy podziatami liczby n na k sktadnikéw a podziatami tej liczby o najwickszym

I Zauwazmy, Ze transpozycja diagramu Ferrersa daje wzajemnie jednoznaczng odpowiednio$é
sktadniku rownym k, co prowadzi do nast¢pujacego twierdzenia.

TWIERDZEN

jest rowna liczbie podziatéw liczby n, w ktérych

najwickszy sktadnik réwny jest k.




Wyznacz wszystkie podzialy liczby 10 na trzy sktadniki. <4 PRZYKLAD

W podziale liczby 10 na trzy sktadniki najwiekszy sktadnik moze by¢ réwny 8 — chodzi
o podzial (8,1,1), a jego diagram Ferrersa jest nastepujacy:

W oparciu o ten diagram mozemy wygenerowaé wszystkie szukane podziaty. Sg one
nastepujace:
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Mamy osiem podziatéw. Czy sg to wszystkie podzialy? Tak, niemniej dla pewnosci,
majac na uwadze twierdzenie 1.8, mozemy wygenerowaé jeszcze wszystkie podziaty 10,
w ktérych najwiekszy sktadnik réwny jest.yTe podzialy sg nastepujgce:

1

11
I 1
1

1
1
1
1
11
1

Tych podzialéw jest takze osiem.



TWIERDZENIE 1.9 (Podzialy liczby — zalezno$é rekurencyjna)
Zachodzi nastgpujaca zalezno$¢ rekurencyjna:

0 n=k=0Iubn <k;
k=1 oraz n > k;
w przeciwnym przypadku.

?(3,& q(":!,'b)
) roRBE = xR

(h~
k-1 M-dhen (31“““3.)
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TWIERDZENIE 1.9 (Podzialy liczby — zalezno$é rekurencyjna)
Zachodzi nastgpujaca zalezno$¢ rekurencyjna:

n=k=0Iubn<k;

_ fprzcmwnym przypadku.

P(n, k) = {

P(10,3) + P(7,2)) + (P(6 2) + P(4,3))

(6 (5 2)) (P(5,1) + P(4,2)) + (P(3,2) + P(1,3))]
1+1+P(o 2)+ 1+ P(4, 2)+P(3 2)+0

= 3+ (P(4,1)+ P(3,2)) + (P(3,1) + P(2,2)) + (P(2,1) + P(1,2))
3+1+(P(2,1)+P(1,2))+1+14+1+0=7+1+0=38.

W oparciu o wzér rekurencyjny z twierdzenia 1.9 wyznacz 4 PRZYKLEAD




6= Hr4x4x4

C= L+nrqaA A
C- L+i+™A ?o %—

C - |+1+14> - j—-
lle jest rozwigzan réwnania zy + g + - - - + x = n,
gdzie kazde z; jest dodatnig liczbg catkowita? k’ ﬂ
[le jest rozwigzan réwnania z1 + 9 + - - - + 3 = n,
el kaade 2, oo nioujomiy by Gatkowita?
. AR
XX+ X, = S X: 20,

J J‘_){ 9[0 kﬂﬁk“y Yb 44‘_4_'( : (x_{*-i‘)-l' ('124 4.‘\{— (x{\'.‘.‘.‘)'l'__j‘@' 't'\):: u{-k
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W kolejce do kina stoi n os6b. Osoby te sg wpuszczane do kina <4 PRZYKLAD

w k grupach, z ktérych kazda sktada sie z jednej lub wiecej oséb. Na ile sposobéw
mozna utworzy¢ tych k grup?

kino Ne: VL:g 7 L.‘nr)

1 g

@“'a\:w Jw\(. ls"'-J-ﬂv

= &

: \
Xy, ¥ Y2 X5 = 8

Analogicznie w ogdlnym przypadku  kazdy z szukanych podziatéw n-osobowej
kolejki odpowiada wstawicniu & — 1 bramek x na k& — 1 pozycjach sposrdod
mozliwych pozycji pomiedzy n osobami (aby powstato

k , 7z ktorych kazda
niepusta). A zatem tutaj liczba takich podzialéw wynosi ﬁ



- +&-1L=10
k = 5-/ "~ -6 "';l = 5-4
Wyznacz, ile rozwigzan ma réwnaniec xy + x9 + x3 + x4 + x5 = 6, 4 PRZYKLAD
gdzie kazde z; jest nieujemng liczba catkowita?

Rozwazmy krate L(5,7) oraz jaka$ najkrétsza Sciezke II z wierzchotka A do wierz-
chotka B (przedstawione na rysunku ponizej). Niech z;, i = 1,...,5, bedzie liczby
poziomych krawedzi na i-tym poziomie na $ciezee I1 (patrz rysunek ponizej): mamy
Ty = 0,29 = 3,23 = 0,24 = 1 oraz x5 = 2. Wowczas, jak tatwo zauwazy¢, zachodzi

T+ To+ x3+ T4 + x5 = 6. L(gjq_)
—— R
poziom 4 ------ xq =1 1(‘\:.05-‘; koluma
. A
poziom 2 ------ 90 =3 =0 -4

poziom 1 ------ | T =

C::: L|+i‘|”i"(‘ O‘I‘O
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fwak fee > -—- G’

>N =571
nt,i&{k- fons ‘W‘M . ahed .

L ( lé ) ""'(i)

—




Wyznacz, ile rozwigzan ma réwnanic x; + x9 + x3 + x4 + x5 = 6, 4 PRZYKLAD
gdzie kazde z; jest nieujemna liczbg catkowity?

Rozwazmy krate L(5,7) oraz jaka$ najkrotsza Sciezke 11 z wierzchotka A do wierz-
chotka B (przedstawione na rysunku ponizej). Niech z;, i = 1,...,5, bedzie liczba
poziomych krawedzi na i-tym poziomie na $ciezce Il (patrz rysunek ponizej): mamy
ry = 0,29 = 3,23 = 0,24 = 1 oraz x5 = 2. Wowczas, jak latwo zauwazy¢, zachodzi
1+ Ty + x3+ T4 + x5 = 6.

poziom 5 ------ Ty = 2
poziom 4 ------ zq=1
poziom 3 ------ xz3 =0
poziom 2 ------ xo =3
poziom 1 ------ z1 =0

Z drugiej strony, jesli rozwazymy dowolne rozwigzanie réwnania x; + xo + x3 +
g+ x5 = 6, np. 1 = 4,29 = 3 = 14 = 0 oraz x5 = 2, to takiemu rozwigzaniu
mozemy przyporzadkowac¢ najkrotsza Sciezke z wierzchotka A do wierzchotka B, ktéra
na kazdym z pozioméw ¢ ma x; poziomych krawedzi. W konsekwencji, majgc na uwadze
rozwigzanic przyktadu powyzej, poszukiwana liczba rozwiazan réwnania xy + xo + x3 +

T4 + x5 = 6, gdzie kazde z; jest nicujemng liczba catkowita, wynosi (140).



ZADANIE 2.7. Na ile sposobéw mozna utworzyé trzy rozlacezne komisje z oséb wybranych z 20-osobowej
grupy, jesli musza one mie¢ odpowiednio 3,5 oraz 7 czlonkéw?
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ZASADA PODWOJNEGO ZLICZANIA

I Udowodnij réwnosé k(}) = n(3})- <« PRZYKEAD




ZASADA WEACZANIA I WYEACZANIA A ‘6’

TWIERDZENIE 1.10 (Zasada wlaczania i wylaczania) 3 M

|JAUB| = (4| +|B| - |AN B,
[AUBUC| = |4 +|B| +|C| - |ANB| - |ANC| - |BNC| + |AN BN C],

- ——— i —m— = — = 9
- T o e =,

JAal= Y (1) 4y, gd7leA; ﬂA

i=1 I1c{1,...,n} el

Wyznacz liczbe elementéw |AN BN C| oraz mwicdzqc, ze |A| = 12, 4« PRZYKLEAD
|B| = 10, |[An B| = 4, [ANC|=2,|AUuBUC|=20.

zasady wlaczania-wylaczania otrzymujemy, ze |C| + [AN BN C| = 6.
a zatem |AN B NC| moze byé¢ réwne 0,1 lub
,6}.

|AUBUC|—|A|+|B|+|C| |AnB| |AﬂC| |Bmc_|+|AanC|,
=2 +0+|¢|-

l-\-' a!nq 1 r

Na podstawic
Zauwazmy, ze
2. Otrzymujemy wtedy,

ze |C| € {4,5




Oblicz, ile dodatnich liczb mniejszych od 100 jest podzielnych 4 PRZYKLAD
przez 2,3 lub 5.

Niech Dy = {n € {1,...,99}: n jest podzielne przez k}. Wowczas:

-:._49. Bl - ‘s‘a- B -

|D2rle|—l J—16 |D20D5|“[ 2| =9,/|DsN Ds| = |33 ] = 6;

Wowczas Z 7asa.dy w}a_.cmma—wy}f@czania otrzymujemy, ze

IDzUDsUDsl :“+-— 16—-9-—6-@2 73.

1. .w

T \4.... 993530
4,@ .I.ll“ , 91 | w=993 V \n 9 = 911330‘\
| "-"ﬂ-—a__: Lz
v, [1,0 6,9,l0,17,.230 9?} : -Z 3 8 —
Y ),_., ‘ ‘__ 51..'11[@ 09‘ ,__1'5) l’-p ") n%‘
2, - i?’ €9 'Y “‘"3")"*\3 \11351 .25 |’Dzn®,,,l—'2ﬁ 35,,
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Ds- EG 10, 1S } ng, 11,.,2_ lfp,bn’.)s,\___%.%; (24 4
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|D,vD,vD, -l—-f- 0,20, 990, -{50D, | (B0 |






ZASADA SZUFLADKOWA DIRICHLETA

TWIERDZENIE 1.11 (Zasada szufladkowa Dirichleta)

Jesli n przedmiotéw rozmiescimy w k szufladkach oraz n > km, gdzie m jest pewna liczba
naturalng, wowczas w ktorejs szufladce znajdzie si¢ wiecej niz m przedmiotow.

Uzasadnij, ze wér6d dowolnych pieciu punktéw nalezgcych do wnetrza €« PRZYKEAD
kwadratu ) o boku 4 ecm zawsze sg dwa punkty odlegte od siebie o mniej niz 3 em.

Nz 2L predeohs -7;—2
k=4 M

® o v o g5 @ P

NN
TF2h: ?ww«-c;?w i .é(ﬁ‘

(75)




ZASADA SZUFLADKOWA DIRICHLETA

T'WIERDZENIE 1.11 (Zasada szufladkowa Dirichleta)

Jesli n przedmiotéw rozmiescimy w k szufladkach oraz n > km, gdzie m jest pewna liczba
naturalng, wowczas w ktorejs szufladce znajdzie si¢ wiecej niz m przedmiotow.

Uzasadnij, ze wéréd dowolnych pieciu punktéw nalezacych do wnetrza €« PRZYKLEAD
kwadratu ) o boku 4 ecm zawsze sa dwa punkty odlegte od siebic 0 mnicej niz 3 em.
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Algorytm gcnerowania—

» picrwszy podzbiér to (;
. kolejny podzbiér po podzbiorze A:

> znajdujemy najwickszy element a nie nalezacy do A, czyli
a=max{i ¢ A : i€ {l1,2...,n}};

> jezeli nie ma takiego a, to rozwazany podzbiér A jest ostatnim — KONIEC;

> w przeciwnym przypadku, dodajemy a do zbioru A, a nastepnie usuwamy z A
wszystkie elementy wigksze od a.

Rozwazmy zbor {1,2,3,4, 5,6} i zal6zmy, Ze wlasnie wygenerowaliémy 4« PRZYKLEAD
podzbior A = {1,2,3,6}. Sposrdd elementéw nienalezacych do A algorytm znajduje
ten najwigkszy, czyli a = 5. Wstawiamy 5 do A i usuwamy wszystkie « > 5, czyli tutaj
tylko 6, otrzymujac podzbiér {1,2,3,5}.

¢_—9-'~"“9 21,2, 3/6}- &'/2:2/5} — ...,




Rozwazmy zbér {1,2, 3,4, 5,6} i zat6zmy, ze wlasnie wygenerowaliémy €« PRZYKEAD
podzbiér A = {1,2,3,6}. Sposréd elementéw nienalezacych do A algorytm znajduje
ten najwickszy, czyli a = 5. Wstawiamy 5 do A i usuwamy wszystkie x > 5, czyli tutaj
tylko 6, otrzymujac podzbiér {1,2,3,5}.
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B pierwszy podzbior to {1,...,k};
-kolejny podzbidr po podzbiorze A = {ay,...,a;}, gdzie a; < --- < a:
> znajdujemy najmniejsze i takie, ze a; +1 ¢ A;

> jezeli a; = a,, to rozwazany podzbior A = {n — k +1,...,n} jest ostatnim
KONIEC;

> w przeciwnym przypadku, zwigkszamy a; o jeden, a clementy mnicjsze od a;
zamieniamy na 7 — 1 najmniejszych kolejnych liczb, tzn. a; := j, dla j <.

Rozwazmy zbior {1,2,3,4,5,6,7} i zatézmy, ze wladnic wygencrowa- 4 PRZYKELAD
lismy podzbiér {2,3,4,6}. Algorytm znajdujei =3,boa; =4ia;+1=5¢ {2,3,4,6}.
Zatem a; := a; +1 = 5, a elementy ay, ay przyjmuja odpowiednio wartosci 1 i 2. Zatem
kolejny podzbiédr to {1,2,5,6}.

§1,2,3,4}———>.... -~ [ 6}- £1,2,5,6)

A 3eA 1 2

5 yepn T
4 5¢A islc}




Rozwazmy zbiér {1,2,3,4,5,6,7} i zalézmy, zc whadnie wygenerowa- € PRZYKEAD
liSmy podzbiér {2,3,4,6}. Algorytm znajdujei =3,boa; =4ia;+1=5¢& {2,3,4,6}.
Zatem a; := a; + 1 = 5, a elementy aq, as przyjmuja odpowiednio wartosci 1i 2. Zatem
kolejny podzbiér to {1,2,5,6}.

423U} —s... —l2,546)m= [12,56)
(1,3 56} Aoozcen 2l
1 3 4CA
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Algorytm generowania BERIMEACH ZDIORE {1sss.sih

» pierwsza permutacja to a; =, dla 1 <7 < n,

-(olejna permutacja po permutacji (a; . ..a,):

> znajdujemy najwigksze j spelniajace warunek a; < aj;q;

> jezeli nie ma takiego j, to rozwazana permutacja jest permutacjg ostatnig
KONIEC;

> w przeciwnym przypadku, zamicniamy |@; z najmnicjszym ay takim, zZe ap > a;
i k > j, a nastepnie odwracamy porzadek elementéw a;,q,...,a,.

Rozwazmy permutacje (436521). Algorytm znajduje j =2 ia; =3. €4 PRZYKEAD
Mamy 3 < 6 = a3 oraz 3 < 5 = a4, zatem zamieniamy ay z a4. Nastepnie odwracamy
kolejno$é¢ elementéw as, aq, as, ag, otrzymujac (451236).

(é— e 04 0 s
122456 — ... —UBESLl — 4512 3( . —¢5432




Rozwazmy permutacje (436521). Algorytm znajduje j =2ia; =3. €4 PRZYKEAD
Mamy 3 < 6 = a3 oraz 3 < 5 = a4, zatem zamieniamy ay z a4. Nastepnie odwracamy
kolejno$¢ elementdéw as, aq, as, ag, otrzymujac (451236).

S

¢ <
e —2 451236 — US5I26%

T
.<- D,
B 451268
451263 — 5 4Si30g — 451362

%6
" — 451623
<c 8

2<s 451368 —2 451632

b = g »
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HEE Na permutacje n-elementowa mozna patrzec¢ jak na dowolng réznowartosciowa funkcje
ze zbioru {1,2,...,n} na ten sam zbiér. Na oznaczenie permutacji 7 uzywa si¢ czesto zapisu

n:(,,r(ll) 7;?2) WE:@))'

(12345
\2 543 1)’
ktéra jest funkcja przyjmujaca nastepujace wartodcei: 7(1) = 2, 7(2) =5, 7(3) =4, 7(4) = 3
oraz m(5H) = 1.

Przyktadem permutacji jest



EEE Permutacje mozna sktadaé tak, jak sie sktada funkcje. Ztozenie permutacji m; i my
okreslone jest wzorem

7 o m(x) = my(ma(x)).

Na przyklad dla permutacji

2 4
7!'1:(' 1 ll) oraz mo — (Ill2

ich ztozenie - wynosi
4
-(HERY)

pODlGW&Z- ™ —7!'1“) . —71'1 -)=7T1
71'2 3

=m = m(4) = 3, oraz w(4) = m(ma(4)) = m(2) = 1.

Ponadto, jako ze 7(2) = 2 i w(3) = 3, to elementy 2 i 3 s3 punktami statymi permutacji 7.



na zbiorze X jest permutacjg 7 spetniaj
nymi stowy, nieporzadek jest permutacj

TWIERDZENIE 1.12 (Nieporzadki)

Liczbe D,, mozna tez okresli¢ rekurencyjnie:

0 =
11

In




Istnieje 3! = 6 permutacji zbioru 3-elementowego: 4 PRZYKLAD

(ann) (032) (2 1) (o) (sonint) (s )

Nieporzadki sg jednak tylko -poniewaz ze wzoru rekurencyjnego mamy:

3 = B-1D(B-1)+1(3-2))
= 2(12+11)2(2—-1)("(2—-1)+1(2—2)) + 0) = 2(1(('1+!10)) = 2.

(i) (i)

P.1 > W biegu bierze udzial szeéciu zawodnikéw z (réznymi) numerami startowymi od ‘

Sa nimi permutacje

1 do 6. Na ile sposobéw moze zakoficzyé sie ten bieg tak, aby kazdy z zawodnikéw zajat®
micjsce rézne od swego numeru startowego?

P.2 o> Nauczyciel przeprowadzit kartkéwke dla pieciu uczniéw. Kartkéwki chee rozdad
do sprawdzenia (tym) samym uczniom. Na ile sposobéw moze to zrobié tak, zeby zaden z

uczniéw nie dostal do sprawdzenia swojej pracy? { S



EEE 7biér S, wszystkich permutacji na zbiorze {1,2,...,n} z dzialaniem zlozenia ma
nastepujgce wiasnodci:

a) _ czyli dla kazdych trzech permutacji 7y, 7y oraz w3
zachodzi

71 0 (my 0 m3) = (my 0 my) o m3.

b) Wéréd permutacji istnieje— czyli permutacja, ktora kazdemu z z
dziedziny przypisuje warto$¢ id(z) = x. ldentyczno$é jest elementem neutralnym
operacji sktadania permutacji, poniewaz dla kazdej permutacji = zachodzi

moid=idom

c¢) Dla kazdej permutacji 7 istnieje _(funkcja odwrotna) -spel-
niajaca warunek - -




Na przyktad dla permutacji

5 2 8 4 1
”—(lslsl) T el s

©

permutacjg odwrotng 7! jest

I-T‘. (2 ’5‘195

1 3 | 5 l(z\2 15546

N 4 2 ) e !
. g o L[2][3]5][5 [
Mozemy sprawdzi¢ np. dla z = 3: ;‘TT ol = T2
ron 1 (3) = w(x1(3)) = n(4) = 3. FRFAL LA

Wyznaczenie permutacji odwrotnej odbywa si¢ w nastepujacy sposéb: jesli n(z) = y, to
7 y) = x, gdyz woéwcezas otrzymamy 7o 7' (y) = w(7~ ' (y)) = n(x) = y = id(y).

1

P.3 o> Majac dane ponizej permutacje 7y i o, oblicz 7oy, ooy, w1y 1, Ty, a nast¢pnie

wyznacz ich punkty stale.
4 5 (1 2 3 45
3 1) ™ (15432

o

Wyznacz liczbe permutaciji = ze zbioru Sg, ktére spetniaja 72 = id, © # id.
b) ?

[
CUNo

3
1

[\



EEE Czesto stosuje sie ‘eykliczng notacje permutacji. Rozwazmy dla przykladu permutacje

(15059

Zauwa7my, ze (1) = 2,7(2) = ora,7 w(5) =1  méwimy tym samym, ze elementy 1,2

oraz 5 Lworza chlq tugosci Andloglcml(, majgc na uwadze, ze 7(3) = 4 oraz
7(4) = 3, otrzymujem dlugosm. Permutacje 7 mozemy teraz zapisa¢ jako

w:-o., }osmib‘”

albo réwnowaznie I C (17 L‘) 0( ! LY)

= (125)(34) (tzn. bez znaku operatora o). l; ‘-
I /
fzs‘w) (l23"’) 7 T
@(i5,q) ®mlis) L

- (L 5341
Mo (%)= (L0 T ”'(‘«') (3]
4_);&‘,((!&(0] M(e)-% 15« 15(¢) = 1 ([[‘l}(')] (2] -2




HEE Kazdy permutacje 7 zbioru X = {1,...,n} mozemy rozlozy¢ na rozlaczne cykle w
sposOb nastepujacy:

> Wybiera,my_, ktéry nie jest jeszeze w zadnym cyklu.

» [terujemy permutacje 7 otrzymujgc kolejno:
2,7 (@), (), 7 (@), ..

az do uzyskania 7’ (z) = z, gdzie 7'(z) = o---om(z), i =1,2,..., 7.

)

S

1 razy
» Dodajemy do rozktadu cykl (.L m (z) 7% (z) ™ () ... wj‘l(w)).

» Jesli w zbiorze X pozostaly elementy niepokryte przez zaden cykl, to wracamy do
kroku pierszego.



HEE Jesli permutacja 7 ztozona jest z k roztacznych cykli, to zapisujemy ja jako

gdzie w kolejnych nawiasach sg elementy kolejnych cykli zaczynajacych si¢ odpowiednio
od zq,...,x. Nalezy podkredli¢, Zze nie ma znaczenia kolejno$¢ cykli, ani to, od jakiego
clementu zaczynamy cykl — np. (1 2 5)(34) i (3 4)(2 5 1) oznaczaja t¢ sama permutacje
-~ wazne natomiast sg dhugosci cykli i kolejnosé elementéow je tworzacych. A doktadnie,
zachodzi nastepujgce twierdzenie.

- (Rozktad permutacji na cykle)

Rozktad permutacji na cykle jest




Rozwazmy permutacje 4 PRZYKLAD

~@ERREEREY

Rozktad 7 na cykle jest nastepujacy:
o pierwszy cykl: 1,7(1) = 3,#(3) =7,#(7) = 6,7(6) = 2,7(2) = 4,7(4) = 1;

o drugi cykl: 5,7(5) = 5, zatem 5 jest punktem stalym permutacji ;

e Lrzeci Cykl: 8, 7'{'(8) — 9, 7r(9) — 8. J 1 Z—LGE-«
m
Otrzymujemy ostatecznie m = —H- T 311216 (4
ﬁﬁ 56 18| Y

P.5 b Niech mp = (1 2 3\)(4 5 6)(7 8) oraz m = (1 35 7)(2 6)(4)(8). Wyznacz m; o s,

Ty o Ty, Wo, T w5, w5 oraz m; ., nastepnic podaj liczbe punktéw statych kazdej z tych

permutacji oraz przedstaw te permutacje w postaci cyklicznej.

P.6 > Permutacja m € S, jest nazywana cykliczng, jesli jej posta¢ w notacji cykliczne;
sktada sie z jednego cyklu dtugoéci n. Uzasadnij, ze istnieje doktadnie (n — 1)! permutacji
cyklicznych w zbiorze S,,.



Dwanascie kart ponumerowanych 1, ..., 12 lezy na stole 4 PRZYKLAD

W nastepujacy sposob: T PO E] (] 5]
4 5 6 KN]ES,
= 2, 10 111 2 15 LD |

— =)
Zbicramy te karty od lewej do pra\&?ej, z kolejnych 4 wiersyy, a nast¢pnice rozktadamy
je, ale tym razem z géry na dot, w kolejnych 3 kolumnach.

59

sg2G10 3 FI Y £I2 ==
_

— 1L
e P

Ile razy musimy powtorzyé powyzsza operacje, aby otrzymag pierwotne utozenie kart?

18345 ©€? 3301412
1 Y78 518N 369 12
L.h: (D

b (24106 s
f“ﬁ ((” . 3)) «. (1)




Dwanascie kart ponumerowanych 1, ..., 12 lezy na stole 4 PRZYKLAD
W nastepujacy sposob:

1 2 3
4 5 6
7 8 9
10 11 12

Zbicramy te karty od lewej do prawej, z kolejnych 4 wierszy, a nast¢pnie rozkladamy
je, ale tym razem z géry na dét, w kolejnych 3 kolumnach.

9

DS

10
11
12

— o
0~ O

Ile razy musimy powtérzy¢ powyzszg operacje, aby otrzymaé pierwotne utozenie kart?

P.7 b Rozwigz powyzszy problem z kartami przy zalozeniu, ze dostepnych jest 20 kart
i rozwazamy utozenie postaci: 5 wierszy po 4 karty.



BEE Typem permutacji @ nazywamy wektor (cy,co,. .., ¢,), gdzie ¢; jest liczba cykli dhu-
goSci i w rozkladzie m na cykle. Zazwyczaj typ permutacji zapisuje si¢ jako [1¢12¢2 ... n®|,
przy czym cze¢sto pomija si¢ te wartosci, dla ktoérych ¢; = 0.

Permutacja 7 = (13 7 6 2 4)(5)(8 9) <4 PRZYKLAD
ma jeden cykl dtugosci 1, jeden cykl dhugosci 2 oraz jeden cykl dhugosci 6, a wiec jest
typu [112161].

(] | ermutacja typu [1"22!]. Innymi slowy, transpozycja dokonuje
tylko jednego .

Dla permutacji = € Sy 4 PRZYKLAD

altH B

mamy 7 = (1)(2)(3 6)(4)(5)(7) = (3 6), a wige  jest typu [1E2H),

czyli 7 jest transpozycja.




BEE Ponadto zachodzi

;’1 T3 ... Tk_1 wk)

A zatem, jako Ze na mocy t, wierdzenia 1.13 dowolna permutacja moze by¢ rozlozona na
cykle, kazda, permutacja jest ztozeniem transpozycii.

Nz z3) (21 29).

BEE Permutacja jest parzysta, gdy jest ztozeniem parzystej liczby transpozycji, w przeci-
wnym wypadku jest nieparzysta. Znak sign(m) permutacji 7 to

Sign(ﬂ-) - (_l)ra

gdzie r jest liczbg transpozycji, na ktére mozna roztozy¢ .



Rozt6z podang permutacje @ € Sy na cykle i transpozycje. <4 PRZYKLAD
Wyznacz typ tej permutacji. Czy permutacja 7 jest parzysta?

ST

Rozt6zmy najpierw permutacj¢ 7 na cykle:

« cykl drugi: [26);
o cykl trzeci: -

A zatem m = (1 3 4 5)(2 6)(7 9 8), a tym samym = jest typu [2!3'4!]. Aby przed-
stawié teraz 7 jako ztozenie transpozycji, najpierw rozkladamy kazdy z cykli, zgodnie
ze sposobem podanym wyzej:

- @31 =AP0 1 3). ‘ L.
o e kol
e (26) bez zmian. . u o “'—*’\"‘\w

w VY o . ,,-n""?'/
. (798)=(78)(79)..(\viw* M et -

-\ A
A zatem otrzymujemy, ze 7 = (1 5)(14)(1 3)(26)(7 8)(79) i 7 jest permutacja parzysta.

_- Z =




P.8 o> Permutacje m, 79 € Sy zadane tabelami:

(1234567 (123
I“\3 465712 2=\ 4 7 3

rozt6z na cykle i transpozycje. Wyznacz typy tych permutacji.

(2 GRS
— T
o O
N~

)

P.9 > Roztéz podang permutacje 7 € Sy na cykle i transpozycje. Wyznacz typ tej
permutacji. Czy permutacja 7 jest nieparzysta?

(1 23456 7 8 9 10 11 12 13 14
™\14 2734110813 9 11 12 5 6



