INDUKCJA MATEMATYCZNA
oraz REKURENCJA

Niech! P(n) oznacza form¢ zdaniowa zmiennej n okreSlong w dziedzinie N. Jedli w miejsce n
podstawimy dowolng liczb¢ naturalng, to P(n) stanie si¢ zdaniem prawdziwym albo falszywym,

zaleznie od wartoSci n.
o Jezeli, na przyklad, P(n) oznacza wil)()wi(xli w1 jest podziclne przez 57, to -j(:s't

zdaniem prawdziwym, natomiast jest zdaniem falszywym.
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jest falszywe.

o Jezeli P(n) oznacza nieréwno$é n < n?, to
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INDUKCJA MATEMATYCZNA
oraz REKURENCJA

Niech P(n) oznacza form¢ zdaniowa zmiennej n okre$long w dziedzinie N. JeSli w miejsce n
podstawimy dowolng liczb¢ naturalng, to P(n) stanie si¢ zdaniem prawdziwym albo falszywym,
zaleznie od wartoéci n.

e Jezeli, na przvkiad, P(n) oznacza wypowiedZ .n jest podziclne przez 57, to P(10) jest
y przy y Yi »wit ) I | ’ J

zdaniem prawdziwym, natomiast P(11) jest zdaniem falszywym.

o Jezeli P(n) oznacza nieréwno$é n < n?, to P(n) jest zdaniem prawdziwym dla kazdej liczby
naturalnej wigkszej od 1, natomiast zdanie P(1) jest falszywe.

» ZASADA INDUKCJI MATEMATYCZNEJ

Indukcja matematyczna (indukcja zupelna), jest to metoda dowodzenia twierdzen o liczbach
naturalnych. Opiera si¢ ona na na nast¢pujacej zasadzice.

Jezeli:

- istnieje taka liczba naturalna ng, Ze predykat -iest zdaniem prawdziwym,

- dla kazdej liczby naturalnej n > ng prawdziwa jest imph'kacja—

to P(n) jest zdaniem prawdziwym dla kazdej liczby naturalnej n > ny.




» DEFINICJA REKURENCYJNA (INDUKCYJNA)
 nicformalnie — taka definicja, ktéra odwotuje si¢ do samej sicbie

« zwykle chodzi o ciag ag,a1,as,as,..., dla ktérego wzér na element a, wykorzystuje
jakie$ poprzednie clementy a,,—1,a,_2,... itp.,

 poczatkowy element (lub kilka poczatkowych) musza by¢ zadane konkretnie.




» DEFINICJA REKURENCYJNA (INDUKCYJNA)
 nicformalnie — taka definicja, ktéra odwotuje si¢ do samej sicbie

« zwykle chodzi o ciag ag,a1,as,as,..., dla ktérego wzér na element a, wykorzystuje
jakie$ poprzednie clementy a,,—1,a,—2,... itp.,

 poczatkowy element (lub kilka poczatkowych) musza by¢ zadane konkretnie.
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3 <4 PRZYKLEAD

Zapisz definicje rekurencyjng dla ciagu go, 91, g2, - - -,
e (‘w LAV gy

gdzie g, = (n+ 1)(2n + 3). -W*b)

W oparciu o definicie ..rozwifunyr” wyraz 3,1.” .

-((n +1)+1D)2Mn+1)+3) = (n+2)(2n +5) =

Zanazany e s ok D@0 +8) 202 4 53] saten
o1 ~ BRSO - D02 ARES 40+ 7 G+ 4n +7.

W konsekwencji otrzymujemy, ze

ga)* "

g0 = 3; (o x
{ gn = gn-1t+4An+3, n > 1. y ,_Ll.‘w*'@ ’(ﬂ%ﬂ
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Dany jest ciag (a,) okreslony rekurencyjnie: 4 PRZYKLAD

s
.. = %f-dlanzz

Wyznacz wzér(zyvart);y na n-ty wyraz tego ciggu. Wykaz poprawnos¢ uzyskanego wzoru.
Jes
Aby odgadnaé¢ wzor, stosujemy tzw

cyjny do samego konca:

tzn. rozwijamy wzor rekuren-
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Pozostaje jeszcze wykaza¢ — w oparciu o zasade indukcji matematycznej — poprawno$é
wzoru

: (n+1)+2
~ 3(n+l)

an+l

co nalezato wykazac.




e, = (3o+ 3) 5= b= 1094

3 11+ l099+5=1077  Fliogs
<« PRZYKLAD
e, mod =2

Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 1 zachodzi 7 | (e, + 5). i ("‘)

Zauwazmy, ze wlasno$é .7 | (e, + 5)” mozemy réwnowaznie zapisaé¢ jako ,reszta z
dzielenia e,, przez 7 wynosi 2”. Skorzystajmy teraz z zasady indukcji matematycznej.

n= 1. Tak, bo ma.my.=.=.nod-; Z Q

— [zalozenie indukcyjne] — [(2 mod 7+ 3)% + 5| mod 7

e
30 mod 7 — [SANGN = 2 . 5 NG

co nalezato wykazad.



=l =7 _ n=3%
§ '+ | - 10=0 4bCl-o= 16+12-1058 43¢50 gyar18-10- 72
9[04 918 x 211, + .

W oparciu o zasade indukeji matematycznej wykaz, o ¢~ <« PRZYKEAD
ze dla dowolnej liczby naturalnej n > 0 zachodzi 9 | (4™ + 6n — 10).

Niech n bedzie dowolna dodatnig liczbg naturalng. Niech &, = 4™ + 6n — 10. OkreSlmy
nasz predykat P(n) jako: ,Dla dowolnej liczby naturalnej n > 0 liczba 7)) jest podzielna
przez 9” (czyli i, mod 9 = 0).

Aby wykorzysta¢ teraz indukcje matematyczng, potrzebujemy zwigzac
wyrazem i, (definicja rekurencyjna). Post¢pujemy nastepujaco:

inp1 = A" 4 6n+1)—10=4-4"+6n—4 &

W (@60 10) 180+ 36— 4500 (@2n £ 4).
“ =
A zatem: v22 dayo

Krok bazowy: n = 1. Mamy i; =4' +6-1— 10 = 0, a zatem 7; mod 9 = 0. /F(d. 4+
2. Zalozenie indukeyjne: Dla ustalonego n > 1 zachodzi 2, mod 9 = 0. P ('v)
Rozwazmy n + 1 (> 2). “

- wate] = y
(P(\.«-H

. u _ a4 U

" _ L 3"(1;{_10"“ K 9[ Unta

Lr e




w=| k=0 w=2 n=3 k=i n=S

3’4)= 4 LW =0 4 410 3°41=48 41z 31 =y2 4f8
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W opa.r(.m o zasade indukcji matematycznej wykaz, 4 PRZYKLAD

ze jeSli n jest dowolng dodatnig liczbg nieparzysta, wéwczas zachodzi 4 | (3" + 1).

Q
Nlech n bgdme dowolnq dodatnia liczba tzn.

1. Okre$lmy nasz predykat

k > 0. Niech

Aby wykorzystaé¢ teraz indukcje matematyczng, potrzebujemy zwigza¢ wzoér na [ z
wyrazem [ (definicja rekurencyjna). Postepujemy nastepujaco:

+1=9-(3-9"+1)—8=-
.. A zatem: b
1. Krok bazowy: k = (0. Mamy 'co =3-9°4+1=4, azatem [y mod 4 = 0. ’P(O) TAL
. Zalozenie indukcyjne: Dla ustalonego k > 0 zachodzi [, mod 4 = 0. (L)
3. Krok indukcyjny. Rozwazmy k + 1 (> 1). “
lk+1 — [WZél‘] % Lk /g
e /‘ |

2 1L wd, ‘{Lk

1% ’P(kﬂ)



Ciag (F},) jest okre§lony rekurencyjnie: <4 PRZYKLAD

Rtz Fli=? RERes

- g o
dlan > 1. "1 I’Q.”B]s' 'P’)

Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 1 zachodzi 5 | Fi,.

Skorzystajmy z zasady indukcji matematycznej.

. °F, +!, =|(!, +B) + (Fo+ F) —(F2 + F)+ Fo+ F, + F, =5, a zatem 5 | F}.
2. Zalozenie indukeyjne: Dla ustalonego n > 1 zachodzn~
— Rozwazmy n + 1 (> 2).

: : o (X )
- =@ wzor| = F5n+4 + Fynya
= [wzbr (F5n+3 + F5n+2) r (F5n+2 + Fsnt1) = F5n+3 ols 2F5n+2 + Fsnti1
WzOr| (F5n+2 + Fynt1) + 2(F5n+1 + ans.-l- Feni1 = Fspyo + 4F5041 + 2F5,

= [wzér] = (F5n+l + Fy,) + 4F5,41 + 2F5, —&ggﬁh

7, zatozenia indukcyjnego otrzymujemy, ze Fy, jest podzielha przez 5. Jako ze 5F5, 1
jest takze podzielne przez 5, a zatem suma 515, + 315, jest takze liczba podzielna
przez 5 (n > 1).

(M



Dany jest ciag (p,) okreslony rekurencyjnie «4 PRZYKLAD

1

dla n > 1.
pnt1

pr=1 oraz p,y =

Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi p,, > % (P(\b
Policzmy kilka poczatkowych wyrazow: 5’ 3 2

l Ll‘-m& iiQ, ) )/
®€ = ﬂwiﬂ%g
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Zatem mozemy dodatkowo przypuszczaé, ze zachodzi zawsze takze p, < 1. W konsek-
wencji nasz predykat brzmi teraz - ? ¢L' ,L'.. q

| qi) - ¢
. Krok bazowy: n = 1. Tak, bo mamy p, =|definicja]= 1 € [ 2, 1] ("") TAK
2. Zalozenie mdukcy]ne Dla ustalonego n > 1 zd(,hodz:l (%(W)

Rozwd.z,my- (> 2). \
Z definicji mamy, 2 Pny1 = o +1, natomiast z AleéLnld indukcyjnegd zachodzi
Pn € (5, 1. bkorop,.'} 2 to LW \,-*J"‘r
h“l‘k\. - dl\_{\\, Z
(g
== < - <1
Pr+ p.t1 |a#1] 3
. , U
Z drugiej strony, skoro p, < 1, woéwczas

1 1 1
= T13 1+1 2’
X
(\L \ /4. (“’_“C[g‘f

co konczy wlasciwy dowdd. R ) fn=




Naturalnym jednak jest — tak przy okazji — pytanie o zwarty (jawny) wzér na kolejne
wyrazy ciagu (p,). Zauwazmy, Ze liczniki kolejnych wyrazow tworza ciag 1,1,2,3,5,8,. ..,
podczas gdy mianowniki — 1,2,3,5,8,13.... Pierwszy cigg to kolejne, poczawszy od
wyrazu drugiego, liczby ciggu Fibonachiego (F,), a drugi — kolejne, poczawszy od wyrazu
trzeciego, liczby tegoz samego ciggu Fibonachiego. Przypomnijmy, Ze

VR g

natomiast wzor jawny na F), (wzér Bineta) to:
- () - ( )
F, = :
Zatem - dla p, jest nastepujacy (n >
1 (145 1 (1-v5
B #(52) -%(05 )
1-V5

Pn = Fn+1 - Vlg(#)fwl ( )

Wzor ten jest trudny do wykorzystania tutaj (dla tresci zadania).

dla n > 2,




Rozwazmy réwnanie rekurencyjne liniowe jednorodne postaci

a, = A
ay = B
Qp = Can—l + Dan—Q

gdzie A, B,C, D € R.

Aby otrzyma¢ wzér jawny na a,, ,zgadujemy”, ze rozwigzaniem ogdélnym jest a; = x".
Podstawiajac teraz to rozwigzanie do rownania rekurencyjnego, otrzymujemy, ze

IIT"' - C‘(Itn 1 + DIE“ 2.
Podzielenie obu stron przez ™2 daje
r°=Cz+ D,

czyli
> —Cr—D=0.

Otrzymane réwnanie nazywamy réwnaniem charaklerystycznym réwnania rekurencyjnego,
a w tym przypadku jest to rownanie kwadratowe. Jezeli rownanie to ma dwa rozwigzania,
przyjmijmy x; oraz xy, wOwczas rozwigzaniem szczegolowym

a, = Ex} + Fz5,
jezeli natomiast rOwnanie to ma jeden pierwiatek podwdéjny, przyjmijmy z3, wéwczas

a, = (K + Fn) - ¥,

gdzie I, F sa pewnymi stalymi, ktérych warto$¢ mozemy ostatecznie wyznaczy¢ w oparciu
o fakt, z¢ a; = A oraz ay, = B.



Rozwigz réwnanie rekurencyjne postaci a,, = 6a,, | — 9a,, » 4 PRZYKLAD
z warunkami poczatkowymi ag = 1 oraz a, = 6.

Dla tak okres$lonej rekurencji (réwnianie rekurencyjne liniowe jednorodne) jej réwnanie
charakterystyczne ma postac

> =6x—9, czyliz> —6x+9 = (z —3)*=0.

Réwnanie to posiada jeden pierwiastek podwéjny # = 3. A zatem ,zgadujemy”, ze
szukane rozwigzanie rozwazanej rekurencji ma postac

a, = (£ + Fn) - 3".

Rozwazajgc teraz warunki poczatkowe ag = 1 oraz a; = 6, otrzymujemy uklad réwnian

Lo

ktérego rozwigzaniem jest I2 = 1 oraz F' = 1. A zatem otrzymujemy ostatecznie, ze
a,=(n+1)-3"

Powyzsze rozwigzaniec mozna sprawdzi¢ korzystajac z indukcji matematycznej. Oczy-
wiscie wzor jest prawdziwy dla n = 0 oraz n = 1. Stosujemy nastepnie indukcje zupelng
(bo odwolujemy si¢ do dwéch wezesniejszych wyrazéw, a nie tylko ostatniego).

(E+ F-0)-3°
(E4+F-1)-3°

ny1 = 6a, —9a, , = [zalozenic indukeyjne] =

= 6-n+1)-3"—9-(n—1)+1)-3"'=((n+1)+1) 3" ’

co nalezato wykazad.



Przyjmijmy, ze Student rozwigzujacy pewien problem jest <4 PRZYKLAD
na n-tym etapie, jezeli do rozwiazania problemu pozostalo mu n (n > 1) krokéw. Na
kazdym etapie ma on pie¢ mozliwosci. Dwie z nich prowadza go z n-tego etapu do
(n — 1)-go etapu, a pozostale trzy prowadza go bezposrednio do (n — 2)-go etapu.
Niech [,, oznacza liczbe sposobéw rozwigzania problemu zaczynajac od n-tego etapu.
Przyjmujac, ze [, = 5 oraz ly = 13, wyznacz wzor jawny na [,,.

Z, warunkow zadania otrzymujemy réwnianie rekurencyjne liniowe jednorodne postaci
L =2l, 1+ 3l, ».
Jego réwnanie charakterystyczne ma postaé
2 =2x+3, czyliz®* —2x —3 = (z+ 1)(z — 3) = 0.

Roéwnanie to posiada zatem dwa pierwiastki: = —1 oraz = 3. A zatem ,zgadujemy”,
ze szukane rozwigzanic rozwazanej rekurencji ma postacé

an = E-(—1)"+ F - 3™.

Rozwazajac teraz warunki poczatkowe a; = 5 oraz a, = 13, otrzymujemy uktad réwnian

5
13

E-(-1)'+ F-3!
E-(—1)2+F-32°

ktérego rozwigzaniem jest IS = —% oraz F' = % A zatem otrzymujemy ostatecznie, ze
I B (_l)ﬂ-l-l + 3n+l
¢ 3 S -

2



Wykaz, ze ponizszy program wypisuje wylacznie liczby catkowite. <« PRZYKEAD
z:=1:
dopdki (1 < 2) wykonuj {

wypisz(z);

r:=z+ \/12(:::— 1) + 3;

}

Na kolejno wypisywane liczby mozemy spojrze¢ jak na kolejne liczby ciagu (z,,), ktory
zadany jest nastepujagcym wzorem rekurencyjnym:

r, = 1
T, = Tn_1+ \/12(:1:,,_1 —1)+3dlan > 2.
Wyznaczmy kilka kolejnych wyrazéw tego ciggu:

$1=1
Ta=1+/12-(1-1)+3=4
r3=4+,/12-(4-1)+3=4+v36+3 =13

mg=13+4/12- (13— 1)+ 3 = + V144 + 3 =l 28
Irys = ... 13

Pozostaje wykazaé — za pomocg indukcji matematycznej ze kazdy z wyrazéow
tego ciagu jest liczba catkowita. Biorac pod uwage sam wzor, kluczowa jest formuta

\/ 12(x,, — 1), tzn. nalezy dodatkowo wykazaé, ze

\/ 12(x,, — 1) jest liczba catkowita.



Wykaz, ze ponizszy program wypisuje wylacznie liczby catkowite. <« PRZYKLAD

z:=1:
dopdki (1 < 2) wykonuj {
wypisz(z);

:r::=:r:+\/12(:r:—1)+3;
}

Pozostaje wykazaé — za pomocg indukcji matematycznej ze kazdy z wyrazéow
tego ciagu jest liczbg catkowita. Biorac pod uwage sam wzor, kluczows jest formuta
\/ 12(x,, — 1), tzn. nalezy dodatkowo wykazac, ze

v/ 12(z,, — 1) jest liczba catkowita.

» Jako ze \/12(:1:,, —-1) = 2\/3(:1:.,, — 1), zatem liczba \/12(:1:,, — 1) bedzie liczba
catkowita wtedy i tylko wtedy, gdy bedzie zachodzi¢ z,, = 352 + 1 dla jakiej$
catkowitej liczby 7,,.

» Zachodzi wowczas, 7Ze \/ 12(z, — 1) = 67,

» Implikuje to takze, ze x, jest liczbg catkowita  a zatem nasz predykat P(n)
jest postaci:
T, = 35> + 1 dla jakiej§ catkowitej liczby 7.



Wykaz, ze ponizszy program wypisuje wylacznie liczby catkowite. <« PRZYKLAD
1. _— Z
z:=1: ')(\ -4 3‘ 0 +,./-[-
dopdki (1 < 2) wykonuj {
wypisz(z);
:r::=:r:+\/12(:r:—1)+3;
}

» Nasz predykat P(n) jest postaci:
T, = 3j2 + 1 dla jakicj$ catkowitej liczby j,.

1. Krok bazowy: n = 1. Tak, z; =3 -0+ 1, zatem j, = 0.

2. Zalozenie indukcyjne: Dla ustalonego n > 1 zachodzi, ze z, = 3j% + 1 dla jakiej$
catkowitej liczby j,,.

3. Krok indukcyjny. Rozwazmy n + 1 (> 2).
Ty = [wzbr] =z, + \/12(31,; —-1)+43
= [zalozenie indukcyjne] = (352 + 1) + \/12 ((32+1)-1)+3
= 3at6jnt4=30+2n+1)+1=30a+1)*+1=353,, +1,
gdzie jn,+1 = jn + 1 jest liczba naturalng (bo taka jest j,), co nalezalo wykazacé.




I Wykaz za pomoca indukcji matematycznej, ze w grupie n os6b <4 PRZYKLAD

mozna utworzy¢ @ roznych delegacji 2-osobowych.

o

2

1. Krok bazowy: n = 1. Wéwczas w grupie jednoosobowej nie ma mozliwosci wyboru
delegacji — zachodzi 0 = H%l P(_/_{) TAY

R ',—l_-_-',_'»—_--. S Eey 'TI—,—i'l-... -‘.-‘-'_':'_-._.‘_\: . s b ~ e ) ‘h n(n_l) d l T ?6‘/)
Zatozenie indukeyjne: w grupie n-osobowej mozna utworzy¢ réznych %= delegacii.

Niech G bedzie dowolng -osobowq grupg. Niech o bedzie ( l
owolng osobg z grupy G. Usunmy te osobe z grupy. v/

» Otrzymana grupa -iczy-, zatem — z zalozenia indukcyjnego — posiad.

réznych delegacii.

» Usunieta osoba o mogta utworzy¢ w G doktadnie n r6znych par (tych nieistnieja-

cych w G').
-

A zatem laczna liczba réznych delegacji w grupie G wynosi-+ n =
nalezato wykazac.




Gz

Niech n > 1 bedzie liczbg naturalng. Udowodnij, ze n dowolnych RZYKLEAD
prostych na plaszczyZnie R? dzieli ta plaszczyzne na nie wiecej niz

Niech z,, = (n*+n+2)/2. Zdefiniujemy predykat P(n): n prostych rozcina ptaszczyzne

R? na co najwyzej z,, spéjnych obszaréw. h =l
bt =4

n = 1. Tak, oczywiste — mamy dwa obszary. /‘ #l a1zl 7 )

2. Zalozenie indukcyjne: Dla ustalonego n > 1 zachodzi I’(n). . TC

Rozwazmy dowolnych n + 1 (> 2) prostych na plaszczyZnie R>.



Ly, <L +.

Rozwazmy dowolng z tych prostych yuaunmy ja (niech ta prosta nazywa si¢ L).

» Otrzymujemy plaszczyzne roz,(’,igtq n prostymi i z zalozenia indukcyjnego te n
prostych dzieli ptaszczyzne na 'nie wiecej niz =, = (n> + n + 2)/2 spdjnych ob-

SZArOw. qn L_,_ A %)/ +

» Zauwazmy teraz, ze nasza prosta L przecina pozostale n proqtych W CO najwyzej n
punktach (w mniej niz n, gdy prosta L przecina pozostate proste w ich punktach
przeciecia lub gdy prosta L jest rownolegla do ktérejs/kilku z pozostatych n
prostych).

» A zatem L rozcina co najwyzej n + 1 obszaréw utworzonych przez podziat po-
zostalymi n prostymi (bez prostej L).



W konsckwencji liczba x,,,, spéjnych roztacznych obszaréw rozcietych przez wszystkie
n + 1 prostych (lacznie z L) jest nie wigksza od liczby spdjnych roztacznych obszaréw
rozcietych przez n prostych (bez L), powigkszonej o n + 1, a co za tym idzie:

Tnt1

n24n+242n+2 — n?4+2n+14n+142 . (n+1)2+(n+1)+2
2 2 2 )

co nalezato wykazad. 7




Ponizej podany jest pseudo-kod algorytmu.

const k = ...;
type T = array[1...k] of integers;
for i =1 tok -1do
if T[i] < T[i+1] then "zamien T[i] z T[i + 1]"
writeln(T[k]);

Wykaz, ze powyzszy algorytm wypisuje minimalng warto$é¢ tablicy T.

k=14 ,-[45’:5]

Le

d=4L...3 rr;_ [‘Q g, ’5j 7"[‘13 Z‘T'[.?] 1< 1A )
u--"T’ [?2 l 5-1 T’[z,l 1"M[3] Z//_é TIA
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