ZESTAW 13

ELEMENTY PRAWDOPODOBIENSTWA

Przeprowadzamy seri¢ kolejnych doswiadczen tak, ze w wyniku kazdego z nich <4 PRZYKLAD
moze zajéé zdarzenie A albo zdarzenie przeciwne A. Oznaczmy zajscie zdarzenia A w n-tym do$wiad-
czeniu przez A,, i zdarzenia don przeciwnego przez A,,, oraz odpowiednio przez p,, prawdopodobiefistwo
zajscia zdarzenia A, i przez g, odpowiednie prawdopodobienstwo zajScia zdarzenia przeciwnego, tzn.
Pn = P<An)v qn = P(An> =1-Dpy.

W przypadku zajécia zdarzenia A w n-tym do$wiadczeniu, prawdopodobienstwo zajscia zdarzenia A
w kolejnym (n + 1)-do$wiadczeniu réwna sie a. W przypadku za$, gdy nie zajdzie zdarzenie A w
n-tym doswiadczeniu, prawdopodobiefistwo jego zajscia w (n + 1)-szym do$wiadczeniu niech réwna sie
b. Innymi stowy:

P(A,4+1]A,) = a oraz P(A,41|An) = b.

W tak postawionym zagadnieniu oblicz prawdopodobieristwo zaj$cia zdarzenia A w (n + 1)-szym
doswiadczeniu znajac prawdopodobienstwa pi, a, b.

Zdarzenie A, 11 polega na zajsciu jednego z dwoch zdarzen wykluczajacych sig: A, N A, 41 i AnNAnia,
azatem A, 11 = (A,NA,+1)U(A,NA,+1). Korzystajac z twierdzenia o prawdopodobieristwie catkowi-
tym otrzymujemy, ze ze

P(Ans1) = P(An) - (Ans1An) + P(Ar) - P(Ansr[A).

Po wprowadzeniu podanych oznaczen zachodzi zatem p, 11 = py, - a + ¢, - b. Wyznaczajac p,y1 (patrz
np. https://www.wolframalpha.com/) otrzymujemy, ze

b )y b
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Prnt1 = (p1 —

gdzie c =a — b.

Zauwazmy, ze uzyskany tutaj ciag prawdopodobienstw jest najprostszym przypadkiem tzw. ,tancucha
Markowa”. Przy przejéciu granicznym, gdy n — oo, otrzymujemy
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Ciekawym jest fakt, ze p nie zalezy od poczatkowej wartosci p;.



ZADANIE 13.1. Niech prawdopodobienstwo tego, ze po wyjezdzie z domu napotkamy na pierwszym
skrzyzowaniu zielony sygnal Swietlny, bedzie réwne % Sygnalizacja jest tak ustawiona, ze w przypadku za-
trzymania sie na dowolnym skrzyzowaniu przy swietle czerwonym prawdopodobienstwo tego, ze na nastep-
nym skrzyzowaniu zastaniemy Swiatlo zielone jest rowne %, natomiast prawdopodobiefistwo tego, ze jesli

na dowolnym skrzyzowaniu bedziemy mieli $wiatlo zielone, to i na nastepnym bedziemy mieli $wiatto

zielone, jest rowne %. W oparciu o powyzszy przyktad oblicz:

a) prawdopodobienstwo, ze po wyjezdzie z garazu na trzecim skrzyzowaniu bedziemy mieli §wiatlo zielone;

b) prawdopodobienstwo graniczne, tj. lim,_, o pn+1, gdzie pi oznacza prawdopodobienstwo, ze po wyje-
zdzie z garazu na k-tym skrzyzowaniu bedziemy mieli $wiatlo zielone.

ZADANIE 13.2. Zmienna losowa X posiada nastepujacy rozklad:

z 1[2[3]4]5
PX=x)[3[3i]3]%]m

Oblicz P(X jest parzyste), P(X < 3), warto$¢ oczekiwana E[X], wariancje¢ Var[X] oraz P(X > E[X]).

ZADANIE 13.3. Z urny zawierajacej pie¢ kul z numerami 1,2, 3,4, 5 losujemy ze zwracaniem dwie kule.
Niech zmienna losowa X oznacza sume numeréw obu kul. Oblicz gesto$¢ rozktadu zmiennej losowej X, jej
wartos¢ oczekiwang E[X| oraz wariancje Var[X].

ZADANIE 13.4. Z urny zawierajacej trzy monety piecioztotowe i dwie monety dwuztotowe losujemy
dwie monety (bez zwracania). Niech zmienna losowa Y oznacza sume nominaléw wylosowanych monet.
Obliczy¢ gestosé rozktadu zmiennej losowej Y, jej wartosé oczekiwang E[Y] oraz wariancje Var[Y].

ZADANIE 13.5. Z urny zawierajacej dwie monety piecioztotowe, dwie monety dwuzlotowe i dwie monety
jednozlotowe losujemy jedna monete i jesli jest to zlotoéwka, to losujemy jeszcze jedna. Niech zmienna
losowa Z oznacza sume nominaléw wylosowanych monet. Oblicz gestoéé rozkladu zmiennej losowej Z, jej
wartos¢ oczekiwang E[Z] oraz wariancje Var[Z].

ZADANIE 13.6. Z urny zawierajacej cztery biale i trzy czarne kule losujemy bez zwracania dwie kule.
Niech zmienna losowa X oznacza, ile wsréd wylosowanych kul jest kul biatych. Podaj gesto$¢ rozktadu
zmiennej losowej X, jej warto$¢ oczekiwana E[X] oraz wariancje Var[X].

ZADANIE 13.7. Niech zmienna losowa X posiada rozklad dwumianowy z dlugoscig serii n = 2000

oraz prawdopodobienstwem sukcesu p = % Oszacuj P(X > 1500) w oparciu o nier6wnos¢ Markowa,

Czebyszewa i Chernoffa.

ZADANIE 13.8. Oszacuj za pomocg nieréwnosci Markowa i Czebyszewa prawdopodobienstwo tego, ze
w 400 rzutach uczciwa moneta reszka wypadnie mniej niz 300 razy.

Wskazowka. Skorzystaj z wlasnosci, ze suma prawdopodobienstw zdarzen przeciwnych wynosi 1.

ZADANIE 13.9. Zmienna losowa X posiada nastepujacy rozklad:

T -2|-1|0]1] 2
PE=nl 1 11515

Oblicz warto$é oczekiwana E[X], wariancje Var[X] oraz P(|X — E[X]| > 1). Poréwnaj ostatnig liczbe z
wartoscia otrzymana z nieréwnosci Czebyszewa.



Odpowiedzi do zadan

13.1. Przyjmujac p; = 0.5, a = 0.1 oraz b = 0.95 i korzystajac ze wzoréw (patrz przyklad przed zadaniem):

b n b
pn+1=(p1—17_c)-c + 1—¢
gdzie ¢ = a — b, oraz
) b
p= i po = 90
otrzymujemy:
a) p3 = (0.5 — 15 2505y) - (0-1 = 0.95)* + 15 Zgg5; = 0.6425;

b) w granicy liczby skrzyzowan zbiegajacej do nieskoniczonoéci: p = limy, 00 prn+1 ~ 0.5135.

13.2.
P(X jest parzyste) = 1.
_3
P(X <3)=3.
E[X]=1%

13.3. Zmienna losowa X posiada naste¢pujacy rozktad:

z 2534156718910
_ 1 2 3 P 5 4 3 2 1
PX=x)| 55|55 |55 |55 |55 |55 |55 |55 | 35

Otrzymujemy E[X] = 6 oraz Var[X] = 4.

13.4. Zmienna losowa Y posiada nastepujacy rozktad:

x 4 | 7110
— T 6 |3
Otrzymujemy E[Y] = 72 oraz oraz Var[Y] = 2.5,
13.5. Zmienna losowa Z posiada nastepujacy rozklad:
z 213 15]|6
A R
PZ=2) 5|55l
Otrzymujemy E[Z] = 32 oraz Var[Z] = 222
13.6. Zmienna losowa X posiada nastepujacy rozktad:
T 011]2
PX=a)]7[7]3




13.7.

1) Z nieréwnosci Markowa: P(X > 1500) < %
2) Z nieréwnosci Czebyszewa: P(X > 1500) < 0.001.
3) Z nieréwnosci Chernoffa: P(X > 1500) < min{e=259/3 =125} = =125,

13.8. Korzystamy z wlasnosci, ze P(X < 300) =1 — P(X > 300).

1) Z nieréwno$ci Markowa: P(X > 300) < 2.
2) Z nieréwnosci Czebyszewa: P(X > 300) < 0.01.
3) Z nieréwnosci Chernoffa: P(X > 300) < min{e=°%/3 e72°} = =25,

W konsekwencji

1) Z nieréwno$ci Markowa: P(X < 300) > 1.
2) Z nieréwnoéci Czebyszewa: P(X < 300) >
3) Z nieréwnoéci Chernoffa: P(X < 300) >

52—
25

0.99.
51
2

13.9.
E[X] = 0 oraz Var[X] = 1.
P(X -E[X]|>1)=P(X =1)+P(X =2) = 1.

Z nieréwnosci Czebyszewa P(|X —E[X]| > 1) < 1.



