ZESTAW 7

INDUKCJA MATEMATYCZNA
oraz REKURENCJA

ZADANIE 7.1. Niech p,, bedzie liczba podzialéw zbioru {1,2,...,n} na dwa niepuste zbiory. Zna-
jdz zalezno$¢ rekurencyjna dla p, i na jej podstawie wyznacz wzér na liczbe takich podzialéw (sprawdz
rozwiazanie korzystajac np. z https://www.wolframalpha.com).

ZADANIE 7.2. Niech s, bedzie liczba podzbioréw zbioru {1,2,...,n}, wliczajac zbiér pusty, ktére nie
zawieraja sasiednich liczb. Znajdz zalezno$¢ rekurencyjng dla s, i na jej podstawie wyznacz wzér na liczbe
takich podzbioréw (sprawdZ rozwiazanie korzystajac np. z https://www.wolframalpha.com).

ZADANIE 7.3. Niech X bedzie zbiorem k-elementowych ciagéw binarnych. Moéwimy, ze dwa ciagi
c1,ce € G tworza pare, jesli ¢; oraz co réznia sie dokladnie jednym bitem. Uzasadnij za pomoca indukcji
matematycznej, ze liczba par w zbiorze X wynosi k2F71.

ZADANIE 7.4. Funkcja Ackermanna okreslona jest nastepujaco (4, j,k > 1, naturalne):

AL j k) =j+k;
A+ 1K+ 1) = AG, Al 4 1,3.k)), &y ik > 1

a) Oblicz A(2,j,1), A(2,4,2), A(2,],3) oraz A(3,7,1), A(3,4,2), A(3,7,3).
b) Udowodnij, ze A(2,4,k) = j -k oraz A(3,7j,k) = j*. |
¢) Oblicz A(4,2,1), A(4,2,2), A(4,2,3). Udowodnij, 7e A(4,j,k) = j J*.

ZADANIE 7.5. Wykaz, ze ponizszy program wypisuje wylacznie liczby catkowite.

T :=1;
dopéki (1 > 0) wykonuj
wypisz(z);

r:=3+x+ 23z — 2;

Zadanie 7.6.* W mieScie Skrzyzne nie ma $lepych ulic, tzn. jadac dowolng ulica w dowolnym kierunku
zawsze dojedziemy do skrzyzowania, i wszystkie ulice sa dwukierunkowe. Do kazdego skrzyzowania do-
chodzi parzysta liczba ulic. Z kazdego skrzyzowania mozna dojecha¢ do kazdego innego skrzyzowania.
Udowodnij, ze mozna w tym mieScie przejechaé¢ wszystkie ulice tak, aby kazda ulica jechaé¢ tylko jeden raz,
rozpoczynajac i konczac podroz na tym samym skrzyzowaniu.

Wskazowka. Zastosuj indukcje wzgledem liczby ulic. Skorzystaj z silniejszej wersji zasady indukcji matema-
tycznej (krok indukeyjny: [P(s) AP(s+1)A--- A P(n)] = P(n+1))).

Zadanie 7.7.* Ponizej podany jest pseudo-kod algorytmu.

const k = ...;
type T = arrayl[l...k] of integers;
for i =1 to k -1 do
for j =1tok -1do
if T[j] < T[j+1] then "zamiedr T[j] z T[j + 11"

Udowodnij za pomoca indukcji, ze powyzszy algorytm sortuje tablice T w porzadku nierosnacym.

Wskazéwka. PrzesledZ dzialanie algorytmu dla malego k, np. dla tablicy T = [1,3,7,2,5]. Co mozesz
powiedzieé¢ o elemencie T[j + 1] po zakonczeniu petli for dla j =k — 1,k — 2,...7 Co mozesz powiedzie¢
o elementach T'[k — i+ 1],...,T[k] po wykonaniu petli for dla ¢ =1,2,...7



Odpowiedzi do zadan

7.1. Rozwazmy zbiér P, = {1,2,...,n} i niech p,, oznacza liczbe podzialéw zbioru P, na dwa niepuste
zbiory. Po pierwsze, zauwazmy, ze p; = 0. Po drugie, zauwazmy, ze majac podzial zbioru P,_; na dwa
niepuste podzbiory A i B (nie ma znaczenia kolejnos¢), mozemy teraz z nich utworzy¢ dwa rézne podzialy
zbioru Py, takze na niepuste podzbiory: P, = (AU{n})UB lub podzial P, = AU(BU{n}). W ten sposéb
rézne podzialy (zbiory A i B) zbioru P,,_; generuja rézne podzialty zbioru P, i na odwrét — podzial zbioru
P,, wyznacza nam (poprzez usuniecie elementu n) jednoznacznie pare A i B tworzaca podzial zbioru P, _q,
za wyjatkiem podziatlu P, postaci P,_1 U {n}. W konsekwencji otrzymujemy, ze

Pn = 2pp—1+1dlan>2.
Nastepnie, aby odgadnaé¢ wzér, stosujemy metode iteracyjna:

Pn = 2pn-1+1
= 2-(2pp—2+1)+1=4p, 2+3
= 4(2pn—3+1)+3:8pn—3+7

= 201 (2p, i+ 1) +20 -1

— 2n71'p1+2n7171:2n71 71.

Pozostaje jeszcze wykazaé poprawno$é tego wzoru .
1. Krok bazowy: n = 1. Tak, bo mamy p; = 0 =271 — 1.
2. Zalozenie indukeyjne: Dla ustalonego n > 1 zachodzi p, = 2"~! — 1.

3. Krok indukcyjny. Rozwazmy n + 1 (> 2).

Pn+1 = [WZ()I‘] =2p, +1
= [zaloZenie indukcyjne] =2- (2771 —1)+1
Y

co nalezalo wykazacd.

7.2. Zauwazmy najpierw, ze so = 1 (jedyny podzbiér to @) oraz s; = 2 (podzbiory @ oraz {1}), a np.
s2 = 3 (podzbiory 0,{1} oraz {2}) oraz s3 = 5 (podzbiory 0, {1}, {2}, {3} oraz {1,3}). A zatem wydaje
sig, ze mozemy zapisaé, ze S, = Sp—1 + Sp—2, 2 warunkami poczatkowymi so = 1 oraz s; = 2. Rozwiazanie
tej rekurencji pozostawiamy juz do samodzielnego wykonania (jest to réwnanie rekurencyjne liniowe jed-
norodne, jego rozwiazanie mozna sprawdzi¢ np. w oparciu o https://www.wolframalpha.com), a skupimy
sie jedynie na formalnym uzasadnieniu otrzymanego réwnania rekurencyjnego.

Zauwazmy, ze na szukane podzbiory zbioru {1,2,...,n} skladaja sie podzbiory, ktére nie zawieraja
elementu n oraz te, ktére go zawieraja. Tych, ktére go nie zawieraja, jest s,_1 (bierzemy o pozadanej
wlasnosci podzbiory zbioru {1,2...,n — 1}), natomiast te, ktére go zawieraja, mozemy otrzymaé poprzez
dodanie elementu n do dowolnego o pozadanej wlasnosci podzbioru zbioru {1,2,...,n — 2} — tych zatem
bedzie s,,_3. Ostatecznie otrzymujemy formule postaci s, = s,—1 + Sp—2, przy warunkach poczatkowych
sg = 1 oraz s; = 2.

7.3. Korzystamy z zasady indukeji matematycznej. Niech (ex) bedzie ciagiem okreslajacym liczbe par w
zbiorze X} 0/1-ciagéw dlugosci k.

1. Krok bazowy: k = 1.

Tak, bo wtedy Xo = {0,1} (0/1-ciagi jednoelementowe), a zatem e; =1 =121,



2. Zalozenie indukcyjne: k > 1.
Dla ustalonego k > 1, w zbiorze X}, 0/1-ciagéw k-elementowych istnieje k251 par, czyli e, = k2F L.
3. Krok indukcyjny. Rozwazmy k + 1 (> 2).

Zauwazmy, ze zbidr Xj41 mozna podzieli¢ na dwa roztaczne podzbiory Xl(€)+1 = {z0: z € X} } oraz X; =
{yl: y € Xy}, takie, ze kazdy 0/1-ciag =0 € X}, tworzy par¢ z kazdym 0/1-ciagiem 21 € X.,,. W
konsekwencji otrzymujemy, ze liczba er41 par w zbiorze Xj1 wyraza si¢ wzorem

er+1 = 2e + 2k

(bo liczba 0/1-ciagéw dtugosci k + 1 z jednym ustalonym bitem wynosi 2¥). Z zalozenia indukcyjnego
zachodzi e, = k2F~1, a w konsekwencji

ehy1 =26, + 27 =2 k2M 1 4 28 = g2k 4 28 = (k4 1)2F,
co nalezato wykazacé.

7.4. N/A

7.5. Na kolejno wypisywane liczby mozemy spojrzeé¢ jak na kolejne liczby ciagu (z,), ktéry zadany jest
nastepujacym wzorem rekurencyjnym:

xr1 = 1
Ty, = 3+Tp_1+2V3x,—2 dlan>2.
Wyznaczmy kilka kolejnych wyrazéw tego ciagu:

T = 1

T2=3+1+2/31-2=3+1+2/1=6

3=3+6+2y/3-6—-2 =3+6+2/16=17

2y =3+1742y/317T—-2 =3+17+ /49 =34

Ty = ...

Pozostaje wykaza¢ — za pomoca indukcji matematycznej — ze kazdy z wyrazow tego ciagu jest liczba
calkowita. Biorac pod uwage sam wzér, kluczowa jest formula /3x,, — 2, tzn. nalezy dodatkowo wykazadé,
ze \/3x, — 2 jest takze liczba calkowita. Liczba +/3z, — 2 bedzie liczba calkowita wtedy i tylko wtedy,
gdy bedzie zachodzié¢

dla jakiej$ catkowitej liczby j,, (bo wéwczas /3, — 2) = j,; implikuje to takze, ze x,, jest liczba catkowita)
— a zatem dokladnie taka posta¢ ma nasz predykat P(n).

Mozemy teraz bezposrednio wykazaé indukeyjnie predykat P(n), ale warto blizej przyjrze¢ sie kolejnym
wyrazom ciagu (x,) w kontekécie wartosci j,. Zauwazmy, ze

1 1’42
.731—1— 3

, zatem j; =1

2 .
x2=6:%,zatemjgz4

r3 =17= 72;2, zatem jg =7

T4 = 34 = WTH, zatem j4 = 10

Ty = ....
W $wietle powyzszej zaleznodci uzyskanej dla kilku poczatowych wyrazéw ciagu (z,,), nasz predykat P(n)
zastepujemy nastepujacym predykatem Q(n):
3n—2)2+2
Ty = Bn=27"+2 3) + .

(31-2)%42

1. Krok bazowy: n =1. Tak, x1 =1 = 3



2. Zalozenie indukcyjne: n > 1.
(3n —2)% +2
Ty = —F——
3
3. Krok indukeyjny. Rozwazmy n+ 1 (> 2).

Tpy1 = [wzor] =3+ z, + 23z, — 2

S . _ (3n—2)2+42 (3n—2)242
[zalozenie indukcyjne] = 3 4 =55 42, /315005 — 2

— 34 G222 9. (3n - 9)

9+(3n—2)°42+6-(3n—2)
3

_ 949n%—12n+442418n—12
3

9In’+6n+3
3

(3n+1)2+2
3 )

co nalezato wykazacé.

7.6. N/A

7.7. N/A



