ZESTAW 6

INDUKCJA MATEMATYCZNA
oraz REKURENCJA

ZADANIE 6.1. Wykaz, ze jezeli wyrazy ciagu (c,), n > 1, spelniaja warunek

o — Cp—1
" 2,1+ 1’
wowczas zachodzi ¢,, = %gﬁ
ZADANIE 6.2. Ciag (d,) jest zadany wzorem
n k 7
dn=3 > > 1
k=1j=1 i=1

Uzasadnij, ze d,, = w

ZADANIE 6.3. Wyznacz wzdr zwarty na n-ty wyraz ciagu (b,) okreslonego rekurencyjnie:

bp = 7
bpy1 = bp+2(n+1)+1dlan>1.

Udowodnij poprawno$¢ wzoru.
ZADANIE 6.4. Zapisz definicje rekurencyjna dla ciagu go, 91,92, - - -, gdzie g, = (n + 1)(2n + 3).
ZADANIE 6.5. Zapisz definicje rekurencyjna dla ciagu (h,,) = ho, b1, ha, ..., gdzie h, =2 — (=1)".

ZADANIE 6.6. Stosujac réwnanie charakterystyczne rozwiaz nastepujace zaleznosci rekurencyjne.

a) a, = 2a,-1 + 3a,_2, przy warunkach poczatkowych ag =a; =1

b) b, = b,_1 + 6b,_2, przy warunkach poczatkowych by = b; = 4.

c) ¢, —4cp—1 + 4cy—2 = 0, przy warunkach poczatkowych ¢y = 0 oraz c¢; = 1.
d) d, = 2d,,_1 — d,_2, przy warunkach poczatkowych dyp = d; = 2.

ZADANIE 6.7. W oparciu o zasade indukcji matematycznej wykaz, ze dla dowolnej liczby naturalnej n
zachodzi ,n(n + 1)(2n + 1) jest podzielne przez 6”.

ZADANIE 6.8. W oparciu o zasade indukcji matematycznej wykaz, ze jesli n jest dowolna dodatnia
liczba nieparzysta, wowczas 5 | (2™ + 3™).

ZADANIE 6.9. Ciag (f,) jest okreslony rekurencyjnie:

i =1
fo = 2
fo = 2412 04 fao+1dan>3.

Udowodnij, ze zadna z liczb f, nie jest podzielna przez 3.

Wskazowka. Korzystajac z indukcji matematycznej, w kroku indukcyjnym, rozpatrz mozliwe reszty z dzie-
lenia przez 3 dla zalozenia indukcyjnego.



ZADANIE 6.10. Wykaz, ze jezeli wyrazy ciagu (r,) spelniaja warunki
rm=1, rpo=2o0razr, =r,_1+r,_o dlan >3,
wéwezas zachodzi r, < (7/4)™.
ZADANIE 6.11. Wykaz, ze jezeli wyrazy ciagu (¢,) spelniaja warunki
go =q1 =q2 =1 oraz gn = gn—2 + qn—3 dla n > 3,
woéwcezas zachodzi ¢, < (4/3)".

ZADANIE 6.12. Udowodnij, ze dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi >, %ﬁ > \/n.

Zadanie 6.13.* Wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 1 zachodzi >, % >vn—1.

Zadanie 6.14.*

a) Udowodnij, korzystajac z zasady indukcji matematycznej, ze dla dowolnych dodatnich rzeczywistych
liczb ay, ..., a, takich, ze a1 - as - ... a, = 1, zawsze zachodzi Z?:l a; > n.

b) Wywnioskuj z zaleznosci w pkt. (a), ze dla dowolnych dodatnich rzeczywistych liczb by, ..., b, zawsze

. b n—1 b,
zachodzi ¢ + 37,7 py 2N




Odpowiedzi do zadan

6.1. Korzystamy z zasady indukcji matematycznej.

1. Krok bazowy: n = 1. Tak, bo mamy ¢; = [wzér] = ﬁ = ﬁ%_ﬂ
2. Zalozenie indukcyjne: Dla ustalonego n > 1 zachodzi ¢, = ﬁgﬂ
3. Krok indukcyjny. Rozwazmy n + 1 (> 2).
Chy1 = [wzbr] = 25@1
cq cq

o . .. . _ Tnco+1 _ P _ c

= [zalozenie indukcyjne] = 22n§§()+1+1 = 2“%$i3‘i‘1“ = 2(n+1300+1’
co nalezalo wykazac.
6.2. Korzystamy z zasady indukcji matematycznej.
1. Krok bazowy: n = 1. Tak, bo mamy d; =1 = %
2. Zalozenie indukcyjne: Dla ustalonego n > 1 zachodzi d,, = w.

3. Krok indukeyjny. Rozwazmy n+ 1 (> 2).

P n+1 k j
dnyr = [wzor] = 1;1 >i-1 i1l
n k j n+1 j
= D k=1 2j=1 14 Zjil -1
= Sy Y 1+ (142434 +(n+1))
k j n+2)(n+1
= 22:1 Ej:l Zzzl 1+ %

= [zalozenie indukcyjne] = (n+2)é"+l)" + (n+2)2(n+1) = ("+3)("Z§2)("+1),

co nalezalo wykazac.

6.3. Aby odgadnaé¢ wzor, stosujemy metode iteracyjna, tzn. rozwijamy wzor rekurencyjny do samego kornca:

b, = by_1+2n+1
= (bpo+2n—-1D+1)+2n+1=bypo+2(n—1)+2n+2
= (bp—3+2n—-2)+1)+2(n—1)+2n+2=b,35+2(n—2)+2(n—1)+2n+3

= bpi+2n—i+1)+2n—i+2)...2(n—1)+2n+1i

= 0+2-2+4+2-3+2-44+...4+2(n—1)+2n+(n—1)

= 7+2-2+42-3+2-44+...+2(n—1)+2n+(n—1)

= 2:14+2-242-34+2-44+...+2n—1)+2n+ (n+4)

= 2-(14243+...+(n—=1)+n)+ (n+4)

= 2.2 L4y =n(n+1)+n+4=n>+2n+4.
Pozostaje jeszcze wykazaé poprawno$é wzoru b, = n? + 2n + 4.

1. Krok bazowy: n = 1. Tak, bo mamy by =7 =124+2-1+4.

2. Zalozenie indukcyjne: Dla ustalonego n > 1 zachodzi b, = n? + 2n + 4.



3. Krok indukcyjny. Rozwazmy n + 1 (> 2).

bpt1 = [wzor] =b,+2(n+1)+1
[zalozenie indukcyjne] = (n? +2n+4) +2(n+1) +1

(n+1)2+2(n+1)+4,

co nalezalo wykazacd.

6.4. W oparciu o definicj¢ ,rozwinmy” wyraz g,41.

gni1=(M+2)2n+5) =20 +9In+10=2n"+5n+3+4dn+7= (n+1)(2n+3) +4n+7 =g, +4n+7.

W konsekwencji otrzymujemy, ze

go = 3;
gn:gn—l+4n+37 n > 1.

6.5. Zgodnie ze wzorem h,, = 2—(—1)" zachodzi h,,_1 = 2—(—=1)""1 = 24+(=1)", a zatem (—1)" = h,,_1—2.
W konsekwencji
B =2 (—1)" =2 (hp_1 —2) =4 — hp_,

z warunkiem poczatkowym hg = 1.

6.6.

a) Réwnanie charakterystyczne ma postaé¢ 2 = 2z + 3, czyli 2% — 2z — 3 = (z + 1)(z — 3) = 0. Réwnanie
to posiada zatem dwa pierwiastki: * = —1 oraz x = 3. A zatem ,zgadujemy”, ze szukane rozwiazanie
rozwazanej rekurencji ma postac

an, =FE-(-1)"+F-3".
Rozwazajac teraz warunki poczatkowe ag = 1 oraz a; = 1, otrzymujemy uktad réwnian

1 = E-(-1)°+F-3°
1 = E-(-1)'+F-3">

czyli

1 = E+F
1 = —E+3F"°

ktérego rozwiazaniem jest £ = % oraz ' = % A zatem otrzymujemy ostatecznie, ze

(=)™ +3").

N |

ap =

b) Réwnanie charakterystyczne ma postaé¢ 22 = z + 6, czyli 22 —x — 6 = (z + 2)(z — 3) = 0. Réwnanie
to posiada zatem dwa pierwiastki: x = —2 oraz x = 3. A zatem ,zgadujemy”, Ze szukane rozwigzanie

rozwazanej rekurencji ma postaé
bp=FE-(-2)"+F-3".

Rozwazajac teraz warunki poczatkowe by = 4 oraz b; = 4, otrzymujemy uktad réwnian

4 = E-(-2)°+F-3°
{4 = E-(-2)'+F-3" "
czyli
4 = E+F
{ = —2E+3F"

ktérego rozwiazaniem jest E = % oraz F' = ==. A zatem otrzymujemy ostatecznie, ze

((72)n+1 + 3n+1) .



c) Réwnanie charakterystyczne ma postaé¢ 22 —4x+4 = (r—2)? = 0. Réwnanie to posiada jeden pierwiastek
podwdjny x = 2. A zatem ,zgadujemy”, ze szukane rozwiazanie rozwazanej rekurencji ma postaé

¢n = (F+ Fn)-2".

Rozwazajac teraz warunki poczatkowe ¢y = 0 oraz ¢; = 1, otrzymujemy uklad réwnian

0 = (E+F-0)-2°
1 = (E+F-1)-21
czyli
0 = E-2°
1 = 2E42F”

ktorego rozwiazaniem jest £ = 0 oraz F' = % A zatem otrzymujemy ostatecznie, ze ¢, = n2" 1.

d) Réwnanie charakterystyczne ma postaé¢ 22 = 2z — 1, czyli 22 — 22 + 1 = (z — 1)? = 0. Réwnanie to
posiada jeden pierwiastek podwéjny x = 1. A zatem ,zgadujemy”, ze szukane rozwiazanie rozwazanej
rekurencji ma postac

en=(E+Fn)-1"=FE+ Fn.

Rozwazajac teraz warunki poczatkowe dy = 2 oraz dy = 2, otrzymujemy uklad réwnian

2 = E+F-0
2 = E+F-17

ktorego rozwigzaniem jest £ = 2 oraz F' = 0. A zatem otrzymujemy ostatecznie, ze d,, = 2.

6.7. Zdefiniujmy ciag liczbowy (a,), gdzie a, = n(n +1)(2n + 1) dla n > 0. Przy takim okresleniu ciagu
(an) pozadana przez nas wlasno$é brzmi: Wyrazy ciagu (a,) sa podzielne przez 6. Aby to wykazaé, ko-
rzystamy z zasady indukcji matematycznej.

1. Krok bazowy: n =0. Mamy ag =0-1-1 =1, a zatem ag jest podzielne przez 6.
2. Zalozenie indukcyjne: Dla ustalonego n > 1 zachodzi 6 | a,.
3. Krok indukcyjny. Rozwazmy n + 1 (> 2).

apt1 =[wzér]= (n+ 1)(n + 2)(2n + 3).

Aby wykorzystacé teraz zalozenie indukcyjne, potrzebujemy zwiazaé otrzymane wyrazenie na a,+1 z wyrazem
an, = n(n + 1)(2n + 3). Postepujemy nastepujaco:

nt1 = (n+1)(n+2)(2n+ 3)

= n(n+1)2n+3)+2(n+1)(2n+3)

= nn+1)C2n+1)+2n(n+1)+2(n+1)(2n+3) .
an +2(n+1)(3n + 3)
= a,+6(n+1)?

7 zalozenia indukcyjnego otrzymujemy, Ze a,, jest podzielne przez 6. Jako ze 6(n +1)? jest takze podzielne
przez 6, w konsekwencji suma a,, + 6(n + 1)? jest podzielna przez 6 (n > 1), co nalezalo wykazaé.

6.8. Zdefiniujmy ciag liczbowy (a,), gdzie a, = 2™ + 3™ dla n > 1. Przy takim okresleniu ciagu (a,)
pozadana przez nas wlasno$é brzmi: Nieparzyste wyrazy ciagu (a,) sa podzielne przez 5. Zdefiniujmy
teraz ciag (by), gdzie by = agr,_1 = 22F71 4+ 3%~1 L > 1. Przy takim okregleniu ciagu (b, ), wspomniana
wyzej wlasno$é réwnowazna jest wlasnodei ,Wyrazy ciagu (bg) sa podzielne przez 57. Aby to wykazad,
korzystamy z zasady indukcji matematycznej.

1. Krok bazowy: k = 1. Mamy b; = 2! + 3! =5, a zatem b, jest podzielne przez 5.
2. Zalozenie indukcyjne: Dla ustalonego k& > 1 zachodzi 5 | b,,.
3. Krok indukeyjny. Rozwazmy k& + 1 (> 2).



bog1 =[wzér|= 2261 4 32h+1

Aby wykorzysta¢ teraz zatozenie indukcyjne, potrzebujemy zwigza¢ otrzymane wyrazenie na b,, 1 z wyrazem
b, = 2%—1 1 32k—1  Postepujemy nastepujaco:

— 22k+1 +32k+1

4. 22k—1 +9. 32k—1

= 4. (22k—1 +32k)—1)+5_32k—1 .

= by +5-3F1

b7z+1

7 zalozenia indukcyjnego otrzymujemy, ze b,, jest podzielne przez 5. Jako ze 5 - 327! jest takze podzielne
przez 5, w konsekwencji suma b, + 5 - 3271 jest podzielna przez 5 (k > 1), co nalezalo wykazac.

6.9. Wyznaczmy kilka kolejnych wyrazéw ciegu (f,) w oparciu o wzrér f, = f2_; + f2_o+ fa_2 + 1 oraz
warunki poczatkowe f; = 1 oraz fo = 2.

fi =1

fo = 2

fa = 224+124+14+1=7

fi = T+224+241=50

fs = 504+ T>+7+1=2557
fo = T>+2%2+2+1=:6540800

Zauwazmy, ze

fimod 3= fzmod3 = fsmod3=1

oraz

famod 3 = fo mod 3 = fg mod 3 =2.

A zatem, aby wykazaé, ze zadna z liczb f,, nie jest podzielna przez 3, sprobujemy pokazaé¢ co$ mocniejszego:
reszta z dzielenia wyrazéw nieparzystych ciagu (f,,) przez 3 wynosi 1, podczas gdy reszta z dzielenia przez
3 wyrazéw parzystych ciagu (f,) wynosi 2.

1. Krok bazowy: n =1 oraz n = 2.
fi=1oraz fo =2, a zatem f; = 1 mod 3 oraz fo =2 mod 3.
2. Zalozenie indukcyjne: n > 1.
Dla nieparzystego n zachodzi f,, = 1 mod 3, a dla parzystego — f, = 2 mod 3.
3. Krok indukecyjny. Rozwazmy n + 1 (> 2).
Zalézmy najpierw, ze n + 1 jest nieparzyste. Wowczas otrzymujemy
farrmod3 = [wzér] = (f2+ f2_, + foo1+1) mod 3
= [zalozenie indukcyjne] = ((2 mod 3)? + (1 mod 3)? + 1 mod 3 + 1) mod 3 = 1 mod 3,
co nalezalo wykazaé. Zalézmy teraz, ze n 4 1 jest parzyste. Wéwcezas zachodzi
forimod3d = [wzér] = (f2+ f2 1+ fa1+1) mod 3
= [zalozenie indukcyjne] = ((1 mod 3)? 4+ (2 mod 3)? + 2 mod 3 + 1) mod 3 = 2 mod 3,

co nalezalo wykazac.

6.10. Korzystamy z zasady indukcji matematycznej.

1. Krok bazowy: n =1,2. Tak, bo mamy r; =1 < % oraz rp =2 < (%)2 = ‘11—2.
2. Zalozenie indukcyjne: Dla kazdej liczby 1 < k < n zachodzi r, < (%)’C

3. Krok indukeyjny. Rozwazmy n + 1 (> 3).



Tnt1 = [wzor] =1y, +1rpo1

[zalozenie indukcyjne dla k = n — 1 oraz k =n] < (5)"+ (£)!

Gyt =4 G

G

G,

IN

co nalezalo wykazacé.

6.11. Korzystamy z zasady indukcji matematycznej.

1. Krok bazowy: n=1,2,3. Tak, bomamy ¢ =1< 5,20 =1< (5)?=Joraz 3 =1 < (3)® =

2. Zalozenie indukcyjne: Dla kazdej liczby 1 < k < n zachodzi ¢ < (%)’C

3. Krok indukcyjny. Rozwazmy n + 1 (> 3).

nt1 = [Wz0r] =qn_1+qn-2

= [zalozenie indukcyjne dla k =n—2oraz k =n—1] < (5)""'+ (5)" 2

RO DR MO
<
_ (%)nJrl

)

co nalezalo wykazacé.

6.12. Skorzystamy z zasady indukcji matematycznej.
. — 1 1 1 _
1. Krok bazowy: n = 1. Tak, bo mamy » ., NAivii 1> V1.
2. Zalozenie indukcyjne: Dla ustalonego n > 1 zachodzi >, \[ > /n.

3. Krok indukeyjny. Rozwazmy n + 1 (> 2).

Dalszy etap dowodu przebiega nastepujaco. Rozwazmy lewa strone udowadnianej nieréwnosci:

n+1

L =

+

&\H

1
—

=Y

1 i=1

&\H

3
7 zatozenia indukcyjnego zachodzi zatem, ze
1
NESE

Jezeli pomnozymy obie strony przez v/n + 1, otrzymamy:

L>\n+

Lvn+1>n(n+1)+1.
Jako ze y/n(n+ 1)+ 1> n+ 1 (z monotonicznosci funkeji /), mamy:
Lvn+1>n+1.

Drzielac obie strony przez v/n + 1 dostajemy:
L>+vn+1,

co nalezalo wykazac.

6.13. Niech S, =", pa 1 > y/n — 1. Korzystamy z zasady indukcji matematycznej.

64

27"



1. Krok bazowy: n = 2. Tak, bo Ss = ? + § > /2.
2. Zalozenie indukcyjne: Dla kazdej liczby naturalnej n > 2 zachodzi S, = Y., % >/n—1.
3. Krok indukcyjny. Rozwazmy n + 1 (> 3).

Rozwazmy sume

B

= :Sn
L g —1 : i—1+ n + n
=2 =2

n+1 \[ n \[
1 1 vn+1 n—+
Sn-i—l = §

7 zalozenia indukcyjnego otrzymujemy, ze S,, > v/n — 1, a zatem zachodzi

v 1
Sn+1>\/n—1—|— n .

n

A zatem potrzebujemy wykazaé, ze

T—l—f—\/n+12\/ﬁ.

n

Zauwazmy teraz, ze powyzsza nieréwnosc¢ jest rownowazna nieréwnosci

REL S i v,

n

ktéra to — po obustronnym wymnozeniu przez n — jest rownowazna nieréwnosci
V12> (Vn—+n—1n,
ktéra to — po obustronnym wymnozeniu przez (y/n + v/n — 1) — jest réwnowazna nieréwnosci
(Vn+vVn-1Vn+1> (Vn+vn-1)(vVn—-Vn—-1)n,

ktéra to, po wymnozeniu nawiasu po lewej stronie i po skorzystaniu ze wzoru skroconego mnozenia dla
b)
prawej strony, jest rownowazna nieréwnosci

\/n2+n+\/n2—12n.

Majac teraz na uwadze standardowa nieréwno$é /a + Vb > a+b (przy a,b > 0), zauwazmy, ze

Vi2en+vn2—1>Vn2+1+vVn2—1> 2+ 1)+ n2—1) =nv2 >n,

co w $wietle rozwazonych wyzej rownowaznych nieréwnoéci implikuje

vV 1
vn—1+ nt >/,

n

dajac ostatecznie w konsekwencji
Spt1 > /n,

co nalezalo wykazad.

6.14.

a) Teza jest oczywiscie prawdziwa, jesli kazda z liczb ciagu (a,) réwna si¢ 1. A zatem mozemy zalozy¢,
ze dowolny rozwazany ciag (a,) spelnia wlasnosé, ze istnieje a; < 1. Korzystamy teraz z zasady indukcji
matematycznej.

1. Krok bazowy: n = 2. Zalézmy zatem, ze ay - as = 1 (zauwazmy, ze zachodzi aj,as # 1). Niech as = é
Wowczas
a%-{-l

— 1 _
aytaz = a1+ o=

2 2
ai—2a2+1+2a2 _ (a1—1)
al - aq + 2

> 2



poniewaz (a; — 1)2 > 0 oraz a; > 0.

2. Zaltozenie indukcyjne:
Dla kazdego ciagu (a,) spelniajacego zalezno$¢ aq - as - ... - a, = 1 zachodzi Y ;- ; a; > n.

3. Krok indukcyjny. Rozwazmy n + 1 (> 3).

Przypomnijmy, ze w rozwazanym ciagu nie wszystkie wyrazy sa réwne 1, a zatem w ciagu tym — zakladajac
ay ... Gnpe1 = 1 — istniejg wyrazy a; < 1 oraz a; > 1. Przyjmijmy bez straty ogdlnosci, ze a; < 1 oraz
an+1 > 1 (bo zawsze mozemy przenumerowaé wyrazy). Niech b = a; - a1 1 rozwazmy ciag ¢, dodatnich
liczb rzeczywistych, gdzie ¢; = boraz ¢; = a; dlat = 2,3, ..., n. Wéwczas z zalozenia o ciagu (a,,) zachodzi
c1-¢Cy- ... ¢y =1, aw konsekwencji, z zalozenia indukcyjnego, otrzymujemy, ze Y .| ¢, > n, czyli

b+as+as+...+a, >n,

co jest rownowazne
b+ +ax+as+...+a, >n+1.

Zauwazmy teraz, ze zawsze zachodzi (1 — a1)(1 — ap+1) > 0 (przypomnijmy, Ze a1, a,4+1 7 1), a zatem
1—a — Qp41 + A1Ap41 = 17a1+an+1+b>0,

co implikuje
a1+ apy1 >0+ 1

W konsekwencji otrzymujemy nieréwnosc¢
a1+ ape1 +ast+as+...+a,>0+1)+ay+az+...+a, >n,

a zatem
n+1

Zai2n+1a
i=1

co nalezalo wykazac.

N . bii1 . - .
b) Wystarczy rozwazy¢ ciag (ay,), gdzie a; = Z—T oraz a; = 5+, 1 = 2,...,n. Wéwczas z definicji zachodzi

aj-as-...-a, =1, a w konsekwencji, na mocy pkt. (a), zachodzi

n
E a; > n.
i=1

W konsekwencji, majac na uwadze definicje ciagu (a,), otrzymujemy

b n—1
ot

b;
>n,
bit1

co nalezalo wykazac.



