ZESTAW 4

ELEMENTY KOMBINATORYKI

ZADANIE 4.1. W grupie 30 studentéw 20 lubi gra¢ w pilke nozna, 15 — w koszykdwke, a kilku — w
siatkéwke. W piltke nozna i koszykéwke lubi graé 10 oséb, w pitke nozng i siatkéwke — 3 osoby, a w
koszykowke i siatkowke — 2 osoby. Ponadto tylko jedna osoba lubi gra¢ we wszystkie trzy gry. Ile osob lubi
grac tylko w siatkowke?

ZADANIE 4.2. Tle jest liczb w zbiorze {1,...,99}, ktére nie sa podzielne przez zadna z liczb 2,3, 5 lub 77?
ZADANIE 4.3. Tle jest liczb w zbiorze {1,...,2000}, ktére sa podzielne przez 9,11,13 lub 15.
ZADANIE 4.4. Uzasadnij, ze wsréd dowolnych pieciu punktéw nalezacych do tréjkata réwnobocznego o
boku dlugsci 2 em zawsze sa dwa punkty odlegle o nie wiecej niz 1 cm.

Wskazowka. Podziel tréjkat na cztery tréjkaty rownoboczne o boku diugosci 1 cm.

ZADANIE 4.5. Niech O bedzie kotem o promieniu r = 1 cm. Niech S C O bedzie takim zbiorem punktow

nalezacym do kola, ze odleglo$¢ pomiedzy dowolnymi dwoma punktami z S wynosi przynajmniej 1.1 cm.
Uzasadnij, ze |S| < 6.

Wskazowka. Podziel koto na szesé takich samych wycinkéw.
ZADANIE 4.6. W grupie stu wysportowanych studentéw 85 gra w pitke nozna, 80 — w tenisa, 70 — w

siatkoéwke, a 66 biega. Czy wsrdd tych studentow znajduje sie taki, ktéry trenuje wszystkie te dyscypliny
sportowe?

ZADANIE 4.7. Udowodnij, ze wéréd dowolnych n+ 1 liczb catkowitych bedzie istniata para liczb réznia-
cych sie o wielokrotnosé n.

Wskazowka. Majac dane liczby I, ...,[, rozwaz n szufladek ponumerowanych 0,1,...,n — 1. Nastepnie
rozwaz kazda z liczb [; i wléz ja do szufladki odpowiadajacej reszcie z dzielenia tej liczby przez n.
ZADANIE 4.8. Utamek 7', gdzie m, k € NT oraz m < k, przedstawiamy w postaci dziesietnej. Udowod-
nij, ze okres tego utamka jest nie wigkszy niz k.

Wskazowka. Rozwaz algorytm dzielenia m przez k.

ZADANIE 4.9. Majac danych dziesie¢ dowolnych réznych catkowitych liczb dodatnich mniejszych od 107
pokazaé, ze beda istnialy dwa roztaczne podzbiory tych liczb, ktorych elementy daja taka sama sume.

Wskazowka. Ile wynosi najmniejsza i najwieksza mozliwa suma do uzyskania z dowolnego niepustego
podzbioru zbioru dowolnych dziecieciu réznych liczb dodatnich mniejszych od 1077 A ile jest podzbioréw
dowolnego zbioru 10-elementowego?

Zadanie 4.10.* Udowodnij, ze wéréd dowolnych n + 1 liczb calkowitych ze zbioru {1,2,...,2n} istnieje
taka, ktéra jest wielokrotnoscia innej.

Wskazowka. Rozwaz n szuflad ponumerowanych kolejnymi liczbami nieparzystymi 1,3, ...,2n — 1. Kazda
z wylosowanych liczb wktadamy do szuflady z numerem m, jezeli k = 2"m dla jakiego$s r > 0.

ZADANIE 4.11. Wypisz 10 kolejnych podzbioréw zbioru {1,2,3,4,5,6}.

ZADANIE 4.12. Wypisz 10 kolejnych podzbioréw zbioru {1,2, ..., 7} poczynajac od podzbioru {1,2,3,5}.



ZADANIE 4.13. Wypisz 10 kolejnych 3-elementowych podzbioréw zbioru {1,2,3,4,5,6}.
ZADANIE 4.14. Wypisz 10 kolejnych 5-elementowych podzbioréw zbioru {1,2,3,4,5,6,7}.
ZADANIE 4.15. Wypisz 10 kolejnych permutacji zbioru {1,2,...,6} poczynajac od permutacji (456321).

ZADANIE 4.16. Wypisz 10 kolejnych permutacji zbioru {1,2,. .., 7} poczynajac od permutacji (5463721).



Odpowiedzi do zadan

4.1. Na podstawie zasady wlaczania-wylaczania otrzymujemy, ze liczba os6b lubiacych graé¢ w siatkéwke
wynosi 9. Majac teraz na uwadze tylko to, ile os6b lubi gra¢ w pitke nozng i siatkéwke, ile w koszykdwke
i siatkowke, oraz ile we wszystkie trzy gry, znéw stosujac np. zasade wlaczania-wyltaczania, otrzymujemy,
ze b 0s6b lubi graé tylko w siatkowke.

4.2. Niech Dy = {ne€{1,...,99}: n jest podzielne przez k}. Woéwczas z zasady wlaczania-wylaczania
otrzymujemy, ze liczb mniejszych od 100 i niepodzielnych przez 2,3,5, ani 7 jest

99 — [DyUD3UDsUD7| =99 — (49+334+19414—16—-9—-T7T—6—-4—2+3+2+1+0—0) = 22.

4.3. Niech D, = {n € {1,...,2000}: n jest podzielne przez k}. Wowczas:
|Do| = 232 ] =222, |Diy| = [ 292] =181, |Dys| = | 292] = 153, |D1s| = | 2422 ] = 133;
~ | Do N Dy| = [Dog| = [253%] = 20, |Dg N Dys| = [Du17| = | 22| = 17,
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|Dg N Dys| = |Dys| = [2R%] = 44, |Dyy N Dis| = [Dias| = | 245 ] =13,
|D11 N Dys| = [Digs| = | 20| =12, [ D13 N Dys| = [Dygs| = [ 242 ] = 10;

|Dg N D11 N D1s| = [Diagr| = 2932 ] =1, [Do N D11 N Dis| = |Dags| = [ 252 ] =4,
|Dg N D13 N Dis| = |Dsgs| = [ 2L | =3, D1y N D13 N Dis| = |Dawss| = | 392 ] = 0;

— |Dg N D11 N D13 N Dys| = [Deass| = [ 2932 ] = 0.

Zauwazmy, ze Dg N D15 = Dys, a nie D35, poniewaz najmniejszcza wspolna wielokrotnosé liczb 9 oraz 15
wynosi 45; podobna ostroznos¢ jest konieczna w przypadku Dg N D11 N D15, Dg N D13 N D15, itd. Wowczas
na mocy zasady wlaczania-wylaczania otrzymujemy, ze

|DgU D11 UDy3UDy5| =222+ 1814153 +133 — (20+17+44413+12+10) + (1 +4+3+0) — 0 = 581.
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