ZESTAW 2

ELEMENTY KOMBINATORYKI

ZADANIE 2.1. Ile palindrom6w dlugo$ci m mozna utworzy¢ korzystajac z liter alfabetu n-elementowego?

ZADANIE 2.2. Na ile sposobéw mozna zorientowa¢ krawedzie/polaczenia (czyniac je lfukami) w kracie
L(2,n), otrzymujac tzw. graf skierowany?
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ZADANIE 2.3. Na ile sposobéw réznych mozna rozsadzié:

a) 3 osoby na 3-osobowej karuzeli;
b) 4 osoby na 4-osobowej karuzeli;
c) n 0séb na n-osobowej karuzeli?

Uwaga. Jako ze karuzela kreci sie, dwa rozsadzenia uwazamy za rézne, jezeli co najmniej jedna osoba ma
co najmniej z jednej strony innego sasiada — czyli np. rozsadzenia na ponizszym rysunku sa identyczne.
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ZADANIE 2.4. Ile r6znych nieparzystych liczb 8-cyfrowych mozna utworzyé z cyfr 2,2,4,4,4,7,7,97
ZADANIE 2.5. Rozwazmy strukture polaczen/drég miedzy réznymi miastami przedstawiona na ponizszym

rysunku. Majac do dysposyzji k réznych koloréw swiatet, na ile sposobéw mozna o$wietli¢ kazde z miast
jednym kolorem tak, aby dwa sasiednie miasta byly oswietlone réznymi kolorami?

ZADANIE 2.6. Rozwazmy strukture polaczeri/drég miedzy réznymi miastami przedstawiong na ponizszym
rysunku. Ile jest réznych tras komiwojazera' w tej strukturze?
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1 Przez trase komiwojazera rozumiemy zamknigta trase, ktéra odwiedza kazde miasto dokladnie oraz korzysta wytacznie z
dopuszczalnych drég/polaczen.




ZADANIE 2.7. Na ile sposobéw mozna utworzy¢ trzy roztaczne komisje z os6b wybranych z 20-osobowej
grupy, jesli musza one mie¢ odpowiednio 3,5 oraz 7 czlonkéw?

ZADANIE 2.8. Na ile sposobéw mozna podzieli¢ grupe 3n zawodnikéw na n druzyn po trzech zawodnikow
w kazdej?

ZADANIE 2.9. W poczekalni u lekarza w rzedzie z n krzeset siedzi k pacjentéw w ten sposéb, ze zadni
dwaj z nich nie znajduja sie na sasiednich krzestach. Na ile sposobéw moze by¢ wybrany odpowiedni zbior
krzesel, gdy pacjenci sa (a) nierozréznialni, (b) rozréznialni?

Wskazowka. Rozwazyé¢ réwnowazna sytuacje, w ktorej kazdy z k pacjentéw przychodzi z wlasnym krzestem
i wstawia/dostawia je odpowiednio do stojacych juz n — k krzesel.

ZADANIE 2.10. Na ile sposob6éw mozna wybraé trzy rézne liczby sposrod liczb od 1 do 60 tak, aby ich
suma byla:

a) nieparzysta;
b) parzysta;
c¢) podzielna przez 37

Wskazéwka (c). Podzielmy zbiér R = {1,2,...,60} na trzy (rozlaczne) podzbiory Ry, R1 i Ro, gdzie R;
jest zbiorem tych liczb z R, ktérych reszta z dzielenia przez 3 daje i. Zauwazmy, ze np. suma dowolnych
trzech elementéw ze zbioru Ry daje liczbe podzielng przez 3. Takich tréjek jest (230). Zatem — jak mozna

i nalezy wybieraé liczby ze zbiorow Ry, Ry i Ry tak, aby otrzymac zadana sume? Ile jest takich wyborow?

ZADANIE 2.11. Udowodnij réwnoé¢ (3) — (1) + (5) — -+ (=1)"71(,,",) + (=)™ () =0.
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Wskazéwka. Skorzystaj z wlasnosci (3) = (77) + (")

ZADANIE 2.12. Kod Morse’a zbudowany jest ze skonczonych ciagéw diugosci kropek i kresek, ktére
odpowiadaja znakom alfanumerycznym. Dtugosé kodu to suma wag poszczegdlnych elementéw, przy czym
kropka ma wage 1, natomiast kreska ma wage 2. Przyktadowo, wszystkie kody dlugoséci 3 wygladaja
nastepujaco: --- -— —-. Ile jest wszystkich mozliwych kodéw Morse’a dlugosci n, dla ustalonego n € N7

Zadanie 2.13.* Zbalansowane ciggi binarne dtugo$ci 2n zawieraja n zer i n jedynek oraz spelniajg warunek:
dla kazdego k (1 < k < 2n) na poczatkowych k pozycjach liczba zer jest nie mniejsza niz liczba jedynek.

a) Wyznacz wszystkie takie ciagi dla n = 4.
b) Wyznacz ich liczbe ogdlnie dla n.



Odpowiedzi do zadan

2.1. nl=]

2.2, 2312
2.3.
a) 3!/3 =2
b) 41/4 =6

c) nl/n=(n-1)!
2.4, 5o + o = 3
2.5. k(k —1)3(k — 2)?
2.6. 2- (42 = 1152
2.7. (230) ’ (157) ’ (172) = %

2.8. Gdyby druzyny byly rozréznialne, w sensie np. ponumerowane kolejnymi numerami 1, ..., n, wéwczas

takich wyboréw byloby
6\ 3\ (3n)! ~ (3n)!
3 3) 31.31.31.....31.31  6n

3n 3n—3 3n—6

3 3 3
Jednak w naszym przypadku druzyny nie sa rozréznialne, a zatem powyzsza liczbe nalezy podzieli¢ przez
liczbe permutacji n druzyn, czyli przez n!. A zatem szukana liczba to

(3n)!
6" -n!’

2.9.

a) Problem réwnowazny jest wybraniu sposréd n — k + 1 miejsc pomiedzy wolnymi n — k krzestami

(rozlacznych) miejsc do wstawienia k krzesel. Tym samym szukana liczba to ("7;:“).

b) W rozwigzaniu do pkt. a) nalezy jeszcze uwgledni¢ dowolna permutacje pacjentéw przy wyborze tych
samych krzesel, a zatem szukana liczba to ("_QH) -kl

2.10.
a) (330) + (320) : (310)
b) () + (%) - () wb () = (() + (%) - ()

2.11. Majac na uwadze, ze (g) () = 1 oraz réwnosé (}) = (”gl) + (Zj), lewa strona rozwazanego réwnania
przyjmuje postaé
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Zauwazmy, ze kazdy z czynnikow (";1), 1 < k < n— 2, wystepuje zaréwno ze znakiem '+’; jak i '—,

+ +(-1)" =0.

a zatem wspolczynniki te sumujg sie nawzajem do 0. Pozostaje 1 — ("81) + (71)"’1(;’:}) + (=)™ =

1—1+(=1)""1 4 (=1)", co oczywiscie sumuje si¢ do 0.



2.12. Dla ustalonego k > 0, kod sklada si¢ z k kresek i n — 2k kropek, czyli ma n — k elementéw. Zatem
aby otrzymaé pojedynczy kod, wybieramy k elementéw bedacych kreskami. A zatem wszystkich kodéw

Morse’a dlugosci k jest (”;k). W konsekwencji wszystkich mozliwych kodéw Morse’a dlugosci n wynosi

o ("5):

2.13. Niech X bedzie zbiorem wszystkich niezbalansowanych ciagéw (o tej samej liczbie zer i jedynek),

a Y zbiorem ciagéw dlugoéci 2n, ktére maja dokladnie n — 1 jedynek i n + 1 zer. Zdefniujmy bijekcje?
f: X — {0,1}2", ktéra dla danego niezbalansowanego ciagu (ai, ..., as,) przekszalca go w ciag dtugosci
2n, ktéry ma dokladnie n — 1 jedynek i n + 1 zer, w nastepujacy sposob:

flar,...;a9n) =1 —a1,...,1 —ag,aps1,---,02n),

gdzie k jest najmniejsze takie, ze liczba zer w podciagu (ay,...,ax) jest mniejsza niz liczba jedynek. Np.
dla ciagu niezbalansowanego (0,1,1,1,0,0) mamy k& = 3 oraz f(0,1,1,1,0,0) = (1,0,0,1,0,0). Jako ze

Y| = (,>",), a wszystkich ciagéw dlugosci 2n z réwna liczba jedynek i zer jest (*"), zatem wszystkich

ciagéw zbalansowanych dlugosci 2n jest (*7) — (,°™)).

2Fakt, ze tak zdefiniowana funkcja f jest bijekcja, wymaga uzasadnienia.



