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Bijekcje i liczby Catalana

Cn =
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n+1

(
2n
n

)



Liczby Catalana
_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _

Liczby Catalana

Niech (Cn)n≥0, gdzie

Cn =
1

n+1

(
2n
n

)
(1)

Kolejne liczby Catalana

(Cn)n≥0 = (1,1,2,5,14,42,132,429,1430,4862,16796, . . .)

Asymptotyka

Cn ≈ 4n

n3/2√π



Liczby Catalana
_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _

Rekurencja

C0 = 1, Cn =
n

∑
i=1

Ci−1Cn−i dla n ≥ 1.

Funkcja tworza,ca

f (x ) = ∑
n≥0

Cnx n =
1−

√
1−4x

2x

Równanie funkcyjne

f (x ) = 1+x · f (x )2



Liczby Catalana zliczaja,

– Legalne nawiasowania

– Ście
.
zki Dycka

– Plane trees

– Ście
.
zki Łukasiewicza

– . . .



Legalne nawiasowania

((())), (())(), ()(()), (()()), ()()()



Legalne nawiasowania
_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _

Definicja 1

Legalne nawiasowanie to taki cia,g P nawiasów

otwieraja,cych ( oraz zamykaja,cych ), w którym w ka
.
zdym

prefiksie P liczba nawiasów otwieraja,cych jest nie

mniejsza ni
.
z liczba nawiasów zamykaja,cych.

Niech pn - liczba legalnych nawiasowań długości 2n .

Przykład wszystkich legalnych nawiasowań długości 6

((())), (())(), ()(()), (()()), ()()().

Mamy zatem

(pn)n≥0 = (1,1,2,5, . . .).



Legalne nawiasowania
_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _

Obserwacja 1

Mamy p0 = 1 oraz dla n ≥ 1

pn =
n

∑
i=1

pi−1pn−i .

Twierdzenie 1

Funkcja tworza,ca P(x ) cia,gu (pn) jest postaci

P(x ) = ∑
n≥0

pnx n =
1−

√
1−4x

2x
. (2)



Ście
.
zki Dycka



Ście
.
zki Dycka

_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _

Definicja 2

Ście
.
zka Dycka to ście

.
zka kratowa zło

.
zona z segmen-

tów postaci (1,1) =↗ oraz (1,−1) =↘, która kończy

sie, na tym samym poziomie co sie, zaczyna i nie schodzi

poni
.
zej tego poziomu.

Przykład wszystkich ście
.
zek Dycka zło

.
zonych z 6 segmentów



Ście
.
zki Dycka

_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _

Twierdzenie 2

Liczba ście
.
zek Dycka zło

.
zonych z 2n segmentów jest

równa n-tej liczbie Catalana Cn .

Dowód przez wskazanie bijekcji z legalnymi nawiasowaniami



Plane trees



Plane trees
_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _

Definicja 3

Plane tree to nieetykietowane ukorzenione drzewo,

w którym kolejność poddrzew dla ka
.
zdego wierzchołka

wewne, trznego jest ustalona.

Przykład wszystkich plane trees, które maja, 3 krawe, dzie



Plane trees
_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _

Twierdzenie 3

Liczba plane trees na n krawe, dziach jest równa n-tej

liczbie Catalana Cn .

Dowód przez wskazanie bijekcji z legalnymi nawiasowaniami



Ście
.
zki Łukasiewicza



Ście
.
zki Łukasiewicza

_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _

Definicja 4

Ście
.
zka Łukasiewicza to ście

.
zka kratowa zło

.
zona z

segmentów postaci (1,k ), gdzie k ∈ {−1,0,1,2, . . .}, któ-

ra kończy sie, na tym samym poziomie, na którym sie,

zaczyna i nie schodzi poni
.
zej tego poziomu.

Przykład wszystkich ście
.
zek Łukasiewicza zło

.
zonych z 3

segmentów



Ście
.
zki Łukasiewicza

_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _

Twierdzenie 4

Liczba ście
.
zek Łukasiewicza zło

.
zonych z n segmentów

jest równa n-tej liczbie Catalana Cn .

Dowód przez wskazanie bijekcji z plane trees



Inne struktury . . .




