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Matematyka dla informatyków

Kombinatoryka

Co nas czeka . . .



Be, dziemy zliczać struktury
_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _

1. Cia,gi

2. Zbiory

3. Podziały liczb

4. Podziały zbiorów

5. Rozmieszczenia kul w pudełkach

6. Kolorowania obiektów geometrycznych



Poznamy kilka technik
_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _

1. Zasade, mno
.
zenia

2. Zasade, dodawania

3. Zasade, szufladkowa,

4. Zasade, wła,czeń-wyła,czeń

5. Zasade, bijekcji

6. Technike, funkcji tworza,cych

7. Lemat Burnside’a



Wprowadzenie



Konwencja
_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _

Przykład 1 . Na ile sposobów mo
.
zemy wybrać:

a) 1 kule, spośród 4 kul czerwonych i 9 kul niebieskich?

b) 1 osobe, spośród 4 kobiet i 9 me,
.
zczyzn?

• Kule danego koloru be, da, nierozró
.
znialne.

• Ludzie be, da, zawsze rozró
.
znialni.

Przykład 2 . Ile miesie, cy w roku ma 28 dni?



Zasada mno
.
zenia

_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _

A x B

Jeśli jedna, czynność mo
.
zemy wykonać na A sposobów,

natomiast inna, na B sposobów, to wykonanie obu tych

czynności mo
.
zna wykonać na A ·B sposobów.

Przykład 3 . Na ile sposobów mo
.
zemy wybrać karte, z

talii 52 kart oraz rzucić kostka, sześcienna,?



Struktura

Cia,gi liczbowe

( 2, 3, 2, 1, 2, 5, 9, ..., 4)︸ ︷︷ ︸
n elementów



Cia,gi liczbowe
_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _

( 2, 3, 2, 1, 2, 5, 9, ..., 4)︸ ︷︷ ︸
n elementów

Fakt 1

Weźmy dowolny zbiór A zawieraja,cy k elementów.

Liczba cia,gów (a1,a2, . . . ,an), gdzie ai ∈ A jest równa k n .

Przykład 4 . Ile jest cia,gów binarnych długości 7?



Cia,gi liczbowe
_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _

( _, _, _, _, . . . , _)︸ ︷︷ ︸
n elementów

Fakt 2

Mamy n skończonych zbiorów A1,A2, . . . ,An . Wszystkich

cia,gów (a1,a2, . . . ,an), gdzie

a1 ∈ A1, a2 ∈ A2, . . . , an ∈ An

jest

|A1|× |A2|× · · ·× |An |.

Przykład 5 . Ile jest parzystych liczb czterocyfrowych?



Permutacje
_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _

Przykład permutacji zbioru 8-elementowego { 1, 2, ..., 8 }:(
1 2 3 4 5 6 7 8
5 8 3 1 4 7 2 6

)

Fakt 3

Liczba permutacji zbioru n elementowego wynosi

n! = n× (n−1)×·· ·×2×1.

Przykład 6 . Na ile sposobów mo
.
zemy ustawić 5 osób

w kolejce do drzwi?



k-Permutacje
_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _

Przykład 5-permutacji zbioru { 1, 2, ..., 8 }:

( 5, 8, 3, 1, 4 )

Fakt 4

Liczba k-permutacji zbioru n-elementowego wynosi

n× (n−1)×·· ·× (n−k +1) =
n!

(n−k )!
= nk .

Przykład 7 . Ile jest takich napisów długości 6 nad alfa-

betem łacińskim, w których litery sie, nie powtarzaja,?



Struktura

Zbiory liczbowe

{ 1, 3, 4, 5, 8 }



Podzbiory
_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _

Przykład 5-elementowego podzbioru zbioru { 1, 2, ..., 8 }:

{ 1, 3, 4, 5, 8 } = { 5, 1, 3, 8, 4 }

Fakt 5

Liczba k-elementowych podzbiorów zbioru n-

elementowego wynosi(
n
k

)
=

n!
k !(n−k )!

=
nk

k !
.

Na przykład, (
7
3

)
=

7!
3!4!

=
7×6×5
3×2×1

= 35.



Wybory i ustawienia
_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _

Przykład 8 . Na ile sposobów mo
.
zemy:

a) wybrać 2 osoby spośród 4 osób?

b) ustawić 2 osoby spośród 4 osób?




