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Dla n > 0, niech p,, oznacza liczbe Sciezek kratowych z punktu (0, 0) do (n,n), ktére sktadaja
sie z segmentéw postaci H = (1,0),V = (0,1),D = (1,1),S = (-1, 1), oraz ktére dodatkowo
leza na lub ponizej prostej y = z. Przyjmuje sie, ze istnieje jedna pusta Sciezka, zatem pg = 1.
Dla przyktadu, p; = 3, poniewaz mamy trzy takie $ciezki z punktu (0,0) do (1,1), tzn.

D, HV, HHS.

Inna taka przykladowa Sciezka z punktu (0,0) do (3,3) jest éciezka DHHHSV, ktéra jest
przedstawiona na Rys. 1.

Rysunek 1: Sciezka DHHHSV 7z punktu (0,0) do (3,3).

Zadania
W dalszej czesci odpowiemy na nastepujace pytania dotyczace ciagu (pn)o-

1. Jaka jest relacja rekurencyjna, ktéra spelnia ten ciag?
2. Jaka jest funkcja tworzaca?
3. Jaki jest wzor jawny na wyrazy tego ciagu?

Zadanie 1. Cigg liczb (pn)22, spelnia nastepujgce réwnanie rekurencyjne dla n > 1,

n—1 n—1ln—1-—1i
Pn = Pn—1+ Zpipn—l—i + Z Z DiDjPn—i—j—1 (1)
i=0 i=0 j=0

wraz z po = 1.

Dowdéd. Zauwazmy, ze kazda taka Sciezka do punktu (n,n) kofczy sie segmentem (i) D albo (ii)
V albo (iii) S. W pierwszym przypadku pozostala czesé Sciezki to jedna ze $ciezek z punktu (0, 0)
do (n—1,n —1), ktérych jest p,—; z definicji. W drugim przypadku zauwaz, ze pozostala czesé
Sciezki, oznaczmy ja przez w, musi zawiera¢ co najmniej jeden segment H, czyli m = w1 Hms. Przy
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odpowiednim doborze tego segmentu (ktéry?) mozna pokazaé, ze m; jest Sciezka z punktu (0, 0)
do pewnego (i,1), z kolei my jest $ciezka z punktu (i + 1,7) do (n,n — 1), ktéra nie wychodzi

powyzej prostej ¥y = z — 1. Sumujac po i = 0,1,...,n — 1, mozemy pokazaé, ze wszystkich
takich Sciezek (drugiego typu (ii)) jest Z?;OI PiPn—1—;. Ostatni, trzeci przypadek rozpatrujemy
podobnie jak drugi. O

Podajmy kilka pierwszych elementéw tego ciggu:

()% = (1,3,18, 144, 1323, 13176, ...
Oznaczmy przez P(z) funkcje tworzaca ciagu (pp)22,, tzn.

P(x) = an:c".

n>0

Zadanie 2. Funkcja tworzqca P(x) ciggu (pn)s jest postaci

12 [ 3 f1 [B6-T) 5
P(m):—g—g —2—|—xsm{3arcs1n( 6t 4z )} (2)

Dowdd. Korzystajac z (1) oraz prostych przeksztalcen na funkcjach tworzacych (patrz np. Wilf
[2]) mozemy pokazaé, ze

P(x) =1+ 2P(z) + 2P (x)* + 2P(z)>. (3)

Wykorzystamy standardowa procedure znajdowania pierwiastkéw réwnania sze$ciennego. P(x)
jest tym z trzech pierwiastkéw rownania

& Py’ +\f/73(x)2 + (- 1) P(x) +\i/ =0, (4)

ktory w rozwinieciu w szereg potegowy ma wolny wyraz réwny pg = 1. Sprowadzamy réwnanie
(4) do postaci kanonicznej
u® +pu+q =0,

dzielac obie strony przez a oraz podstawiajac v = P(x) + b/(3a) = P(z) + 1/3, oraz

~3ac—0* 2 1 _
P="3e T3 1=

2b° — 9abc + 27a*d T 4

27a3 = o7 Ty

Pierwiastkami réwnania sa wtedy

_ D 1 (3q |3 27
up = 2y/—=cos< —arccos [ —/— | —k—
3 3 2o\ p 3

2 [3-2z 1 (36 — 7x)\ /325
= - cos{ — |2km + arc cos
3 T 3 —6 + 4z
dla k=0,1,2.

Mamy lim,_<qug = 0o oraz lim,_~gu; = —00, natomiast dla k = 2 lim,_<gus = 1. Zatem
ug jest szukanym pierwiastkiem réwnania kanonicznego. Wracajac z podstawieniem pokazuje-
my, ze P(xz) = uz — 1/3 jest rozwiazaniem réwnania (4) oraz funkcja tworzaca ciagu (pn)o-
Ostateczny wzor upraszczamy wykorzystujac symetrie miedzy cos a sin. O




Uwaga. Posta¢ jawna funkcji tworzacej moze by¢ wykorzystana do badania asymptotyki
oraz wyprowadzania/dowodzenia tozsamosci dla ciagu (pn)5 .

Zadanie 3. Dlan > 1 mamy

3n71n717k n n i
_ = i+k

Dowdd. Postaé funkeji tworzacej P(x) jest zbyt skomplikowany, aby podejmowaé prébe poszu-
kiwania rozwiniecia w szereg potegowy. Skorzystamy z Twierdzenia Inwersyjnego Lagrange’a
[2, Roz. 5.1], ktéry umozliwia znalezienie wzoru jawnego dla liczb, ktérych funkcja tworzaca
spelnia pewien rodzaj réwnania funkcyjnego.

Przypomnijmy, funkcja P(z) spelnia réwnanie (4). Podstawiajac u = u(z) = P(x) — 1
otrzymamy, ze u = x¢(u), gdzie ¢p(u) = (u + 1)(3 + 3u + u?). Mozemy skorzystaé teraz z
Twierdzenia Inwersyjnego Lagrange’a, tzn.

" ul) = = ] {13+ Bu+ )"}

1

n—1
= (Z)wn,n— 1 k),
k=0

gdzie v(n, j) = [u/](3+ 3u-+u?)". Aby otrzymaé y(n, j) korzystamy z twierdzenia dwumiennego
i prostych przeksztalcen sum

OtrzymaliSémy w ten sposéb wspoélczynniki w rozwinieciu funkcji w(z). Wréémy z podsta-
wieniem P(x) = u + 1, aby otrzymaé¢ wzér jawny dla py,. O

Uwagi. Wiecej na temat funkcji tworzacych znajdziemy u Wilfa [2]. Przyklad pochodzi z
artykutu [1], w ktérym znajdziemy wiecej na temat zliczania $ciezek kratowych zlozonych z
czterech segmentow.
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