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Lintowym réownaniem rekurencyjnym rzedu p o stalych wspolczynnikach nazywa sie rGwnanie
postaci

Tn = C1Tn—1 + CaTp—2 + - + Cplin_p, (1)
dla pewnych stalych ci,...,c,. Warunkiem poczqtkowym (brzegowym) réwnania (1) nazywa
sie rownosci okreslajace poczatkowe p wyrazéw ciagu o, 71, ..., Tp—1. Rozwigzaniem réwnania

rekurencyjnego (1) nazywamy kazdy ciag liczbowy (75,)n>0, ktéry spelnia (1).

Fakt 1. Jesli ciggi (ay) i (bn) sq rozwigzaniem (1) to dla dowolnych statych A i B ich liniowa
kombinacja (Aa, + Bby,) jest rowniez rozwigzaniem (1). Innymi stowy, zbidr ciggéw bedgcych
rozwigzaniem (1) jest przestrzeniq wektorowq.

Definicja 1. Cigg bedgcy rozwigzaniem liniowego réwnania rekurencyjnego o stalych wspdl-
czynnikach nazywa sie ciggiem C-skoriczonym (C-finite sequences).

Wskazéwka. Wiecej na temat ciagéw C-skonczonych znajdziemy w [1, Roz.4]. Okazuje sie,
ze rodzina ciagéw C-skonczonych zamknieta jest na dodawanie, mnozenie po wspotrzednych
(Hadamard product), operacje sum cze$ciowych i inne.

Réwnanie charakterystyczne réwnania rekurencyjnego (1) to réwnanie postaci
2P =Pt fegaP 2 4+ Cp—1T + Cp. (2)

Twierdzenie 1. Jesli rownanie charakterystyczne rownania rekurencyjnego

Gn = Clan—1 + C20p—2 + -+ Cpan—p (3)
ma p niezerowych parami réznych pierwiastkow r1,r2,...,1, oraz n = p, wtedy a, jest postaci
an = b1ry +bary + - + bpry, (4)

gdzie b; sq pewnymsi stalyma.
Jedli r jest pierwiastkiem wielokrotnym rownania charakterystycznego o stopniu réwnym m
(dla uproszczenia, przyjmijmy, ze 1 = - - - r,, = 1), wtedy zamieniamy w (4) wyrazenie

biry + -+ bpryy,

na
bir™ + bonr™ + bgnzr” 4+ ... bmnm_lr”,
dla pewnych statych bq,..., by,.
Wiskazoéwka. Jesli r jest podwdjnym pierwiastkiem rownania charakterystycznego to r jest
réwniez pierwiastkiem pochodnej rownania. Dlatego nr™ jest rozwiazaniem rekurencji.



Przyktad 1. Niech ag =0, a1 = 2, ag = —1 oraz
an = 3,1 — 4a,_3, dla n > 3.

Roéwnanie charakterystyczne jest postaci 2° — 322 +4 = (z —2)%(z+1). Mamy jeden pierwiastek
dwukrotny (2) oraz jeden jednokrotny (—1). Zatem

an = a2" + bn2" + c(—1)",
gdzie a, b, ¢ sa ustalane z warunkéw poczatkowych

ag=0=a-+c,
a1 =2 =2a+2b-—c,
as = —1=4a+8b+c.

Zatem a = 1, b = —1/2 oraz ¢ = —1. Ostatecznie
an =2""12 —n)+ (-1)"T,  dlan>0.
Wiecej przykladéw w [2, §45]
Twierdzenie 2 ([1, Roz. 4]). Cigg (a,) nad K spelnia
Gp = ClQp—1 + C20p—2 + -+ + Cpln—p

dla pewnych statych ci,...,c, € K oraz ¢, # 0, wtedy i tylko wtedy, gdy

Zanxn — p(l‘)

_ _ 2 ... P
"0 1—cixz — cox CpT

dla pewnego wielomianu p(x) € K[z] stopnia co najwyzej p — 1.

Przyktad 2. Weimy ciag liczb Fibonacciego (F,)n>0 zadany przez Fy = 0, F; = 1 oraz
speliajacy
Fn - Fn,1 - Fn,Q = 0, dla n > 2.

Wtedy

Cl—z—a?
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