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Wstep

Wyobrazmy sobie uktadanke “puzzle”, w ktérej mamy pewien zbior elementéw,
a naszym zadaniem jest tak je ulozy¢, aby sktadaly sie na wczesniej ustalony
wzor. Elementy te moga przyjmowaé jeden wspolny ksztalt, moga réwniez byé
parami rézne — wazne jest natomiast, by nie nachodzity na siebie wzajemnie.

Pojecie tilingu jest takim formalnym opisem gry “puzzle” dla zupetnie abs-
trakcyjnych struktur. Swéj poczatek ma juz w topologii, w ktérej to rozwaza
sie pokrycia przestrzeni i zbioréw nad dowolnymi metrykami. Ale nie musimy
ucieka¢ sie do tak wyrafinowanych przyktadoéw — wielu ciekawych podsuwa nam
matematyka dyskretna oraz teoria partycji. Tiling, czy tez parkietaz, jest takim
geometrycznym odpowiednikiem partycji zbioru skonczonego, czyli rodziny pa-
rami roztacznych podzbioréw, ktére w sumie dajg caly zbior. Zamiast zbiorow
rozwaza si¢ figury geometryczne wraz z dodatkowymi operacjami, takimi jak
obroty oraz translacje w pewnej d-wymiarowej przestrzeni.

W literaturze wystepuje wiele wariantéw tilingu, najpopularniejszym z pew-
noscia jest domino, czyli pokrywanie obszarow dwuwymiarowymi prostokatami
postaci 1 xn z wykorzystaniem operacji translacji oraz obrotéw. Na uwage zastu-
guja parkietaze nieskonczone, ktorymi zajmuje sie krystalografia oraz intrygujace
tilingi Penrose’a, ktore pokrywaja ptaszczyzne w sposob nieregularny — nie ist-
nieje wzor, ktory mozna nastepnie nieskonczenie wiele razy powtarzaé tak, aby

uzyskaé tiling catej ptaszczyzny.



WSTEP 2

Streszczenie pracy

W niniejszej pracy przyjrzymy sie tilingowi wielowymiarowych pudetek o wy-
miarach dyskretnych A; x Ay x --- x Ay, gdzie A; e Ndlai=1,2,...,d, ktére
nastepnie bedziemy pokrywac¢ mniejszymi blokami ay X as X - -+ X ag przy uzyciu
translacji oraz obrotéw w N¢.

W ogélnosci problem charakteryzacji tych pudetek, ktére posiadaja tiling
przy powyzszych zatozeniach, jest problemem otwartym. Dlatego tez w kolej-
nych rozdziatach skupimy si¢ jedynie na wynikach dotyczacych samego istnienia
tilingu dla ustalonego pudetka i rodziny blokéw. Dopiero na sam koniec pracy
wprowadzimy modyfikacje wariantu klasycznego, dla ktorego podamy kryteria

konieczne i wystarczajgce na istnienia tilingu.

e Rozdzial 1 jest wprowadzeniem do problemu tilingu. Zawiera definicje,
ktore beda obowiazywaly do konca pracy. Wprowadzanym oznaczeniom

towarzysza przyktady ilustrujace geometryczny aspekt zagadnienia.

e W rozdziale 2 przedstawiamy klasyczne wyniki oraz dowody dotyczace
kryteriow istnienia tilingu pochodzace z pracy de Bruijn’a [3] z roku 1969.
Omawiamy rowniez wlasnosci tilingdw zwiazanych ze specyficznymi bloka-

mi harmonicznymi.

e Rozdzial 3 zawiera fragment aktualnych badan nad uogoélnionym proble-
mem tilingu postawionym przez A. K. Kwasniewskiego [11] w jezyku zbio-
row czesciowo uporzadkowanych zwanych cobweb posetami. W szczegdlno-
Sci prezentujemy dowdd istnienia tilingu dla pewnej rodziny pudetek oraz
pokazujemy $cisty zwiazek liczby blokéw stanowiacych tiling z interpreta-

cja kombinatoryczng uogélnionych wspoétczynnikow dwumiennych.

e W ostatnim rozdziale 4 przedstawiamy wyniki Bowera i Micheala [1] z ro-
ku 2004 dotyczace pokrycia wielowymiarowych pudetek dwoma rodzajami
pudetek bez mozliwosci obrotu. Podajemy petna charakteryzacje pudetek,

ktore posiadaja tiling przy tych zatozeniach.



Wykaz oznaczen

Podstawowa symbolika

Podstawowe symbole i definicje zostaly zapozyczone z podrecznikéw [13, 14].

Symbol i definicja

N {1,2,3,...}
Np NuU {0}
[n] {1,2,3,...,n}
n! 1-2---n

k nn—1)---(n—k+1)
n nn+1)---(n+k—1)
(Z) liczba wszystkich k-elementowych podzbiorow zbioru n-

elementowego
S(n) rodzina permutacji zbioru [n]

Dla skrajnych przypadkéw przyjmuje sie 0! = n® = n® = 1 oraz [0] = 0, itd.



WSTEP 4

Kwasniewski upside-down notation

W rozdziale 3 poswieconym uogélnionemu wariantowi problemu tilingu zostata
wykorzystana tak zwana notacja upside-down wprowadzona przez A. K. Kwa-
$niewskiego [10, 11]. Czytelnika zainteresowanego mnemotechniczna efektywno-
Scia notacji odsytamy miedzy innymi do Knutha [7] oraz do zatacznika artykutu
[12, Apendix 1].

Niech Fy, Fy, F5, ... bedzie dowolnym ciggiem liczb catkowitych nieujemnych

oznaczonym krotko przez F.

Symbol i definicja

ng Fn

[n]r {1p,2p,3p,...,np}

n% npn—1p--(n—k+1)p
Vien (k] < [(k+1)p] x - X [ng]
Vin [1F] x [2F] X -+ x [mp]

() | e/ (helln = R)pl) = ks !

Sr(n) rodzina permutacji zbioru [n|p

Tak jak poprzednio, dla skrajnych przypadkéw przyjmuje sie Op! = n% =
n% =1 oraz [0p] = 0, itd.



Rozdziat 1

Zagadnienie tilingu

1.1 Podstawowe definicje

Definicja 1.1. Niech A bedzie dowolnym zbiorem. Partycja zbioru A nazywamy
rodzine niepustych podzbiorow Ay, As, ..., Ar C A takich, zZe

k

i=1
Istotnym w definicji partycji jest roztacznosé jej sktadnikéw. Dzieki temu

zachowujemy wtasno$é¢ addytywnosci mocy zbioréw, tzn. zachodzi
|Ai U Aj| = Al + |4;].

Istnieje oddzielny dziat kombinatoryki poswiecony analizie partycji zbiorow, w
ktorej bada sie miedzy innymi istnienie partycji o zadanych wtasnosciach oraz
liczbe wszystkich réznych partycji.

Pojecie tilingu jest odpowiednikiem partycji zbioru dla obiektow geometrycz-
nych. Wystepuje caty szereg wariantéw, w ktoérych rozpatruje sie pokrycia skon-
czone badz nieskonczone, oraz takie, ktore roznig sie struktura samych blokow

stanowiacych tiling.

Definicja 1.2. Niech bedzie dana figura F C RY, gdzie d € N. Zbiér niepustych
blokéw By, Bs, ..., B; C R?, ktére mozemy dowolnie przesuwaé i obracaé w R?
nazywamy tilingiem, jezeli zachodzi

d

i=1
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ANz, -

Rysunek 1.1: Przyktad tilingu dwuwymiarowej figury.

Mimo iz ogélny wariant tilingu dotyczy skonczenie wymiarowych podzbioréw
przestrzeni R, to w wiekszoéci przypadkéw rozwazania bedziemy prowadzili na,

dyskretnej kracie punktéw N?, gdzie d € N.

Wielowymiarowe pudetka

Zdefiniujemy teraz obiekty, ktore bedziemy pokrywac, oraz ustalimy, jakiej po-

staci bedg bloki, przy pomocy ktérych bedziemy dokonywali tego “parkietazu”.

Definicja 1.3. Niech dany bedzie cigg niepustych zbiorow Ay, As, ..., Ag, gdzie

d € N. Wowczas d-wymiarowa kostka nazywamy iloczyn kartezjanski
Al X XAd:{(.CEl,...,LEd)inEAi,i: 1,2,...,d}.

Definicja 1.4. Niech dane bedg dowolne d-wymiarowe kostki A = Ay x -+ X Ay
oraz B = By X By X --- X By. Zbior B nazywamy blokiem kostki A i oznaczamy
przez B C A, jezeli B; C A; dlai=1,2,...,d.

As D, @ag
n A, a; > @2
(a)

(b)
Rysunek 1.2: Przyktad pudetka i bloku tréjwymiarowego.

Bez straty ogdlnosci mozemy przyjac, ze zbiory A; zawieraja kolejne liczby
naturalne A; = {1,2,...,q;} dlai = 1,2,..., d. Dlatego na oznaczenie wymiaréw
pudetek, czyli d-elementowych ciggdéw mocy kolejnych zbiorow A;, dla uprosz-

czenia notacji, zamiast | Ay | x |Ag| X - - - X |Ag4|, bedziemy pisali A; X Ay X - -+ x Ay.



ROZDZIAL 1. ZAGADNIENIE TILINGU 7

Bloki wielokrotne i harmoniczne

Definicja 1.5. Pudetko Ay x Ay X --- X Ay nazywamy wielokrotnoscia bloku
a; X as X -+ X ag wtedy 1 tylko wtedy, gdy istniejg wspotczynniki q1,qo, ..., qq
oraz o € §(d) takie, Ze

Acr(i) = @;Q;, 1= 1,27...,d.

Przyklad 1.1. Pudetko o wymiarach 7 x 9 x 10 x 12 jest wielokrotnoscia bloku
1x2x3 x4, poniewaz kolejne wymiary pudetka sa wielokrotnosciag odpowiednich
wymiaréw bloku, tzn. 7=7-1,9=3-3,10=5-2 oraz 12 =3 - 4.

Przez pokrycie trywialne rozumiemy takie wypetienie pudetka blokami, ze
kazdy z blokéw umiejscowiony jest w pudetku w tej samej orientacji (poréwnaj
z rysunkiem 1.3). Jak tatwo sprawdzié¢, pudetko bedace wielokrotnoscia danego

bloku moze by¢ pokryte trywialnie.

a a2 92

Qs a1 491

(a) (b)
Rysunek 1.3: Przyktad pudetka (b) bedacego wielokrotnoscia bloku (a).

Definicja 1.6. Blok a; X as X - - - X ag nazywamy harmonicznym, jezeli wymiary

g Y N / / N g ! / !/ ! / /
tego bloku mozna ustawié w cigg al, ..., al taki, ze ay|ay, aylal, ..., a))_,|al.

Przyklad 1.2. Blok o wymiarach 2 x 1 X 6 X 6 jest blokiem harmonicznym,
poniewaz mozemy ustawi¢ wymiary tego bloku w ciag (1,2, 6,6), ktéry spetnia
1|2, 2|6 oraz 6]6.

Tiling dwudzielny

Zdefiniujemy teraz specyficzne typy tilingdw, ktére postuzg do produkceji catych
rodzin tilingdéw. Jak sie okaze w rozdziale 3, pokrycia te beda miaty réwniez
zwigzek z interpretacja kombinatoryczng wielu znanych ciagéw liczb zadanych

wzorami rekurencyjnymi.
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Rysunek 1.4: (a) Przyktad tilingu dwudzielnego i (b) niedwudzielnego.

Definicja 1.7. Tiling d-wymiarowego pudetka A nazywamy dwudzielnym, jezeli
A mozna “przecigé” (d—1)-wymiarowq hiperplaszczyzng na dwa pudetka Ay oraz

Ao bez przecinania zZadnego z blokow, ktore tworzg tiling wyjsciowy.

o
)
4

Rysunek 1.5: Przyktad dwéch typow tilingu tego samego pudetka.

Dla ustalonego pudetka i blokéw istnienie tilingu dwudzielnego nie pociaga za
soba istnienia tilingu niedwudzielnego i odwrotnie. Wezmy przyktadowo pudetko
2 x 3 x 3 oraz bloki 1 x 1 x 2, Wéwcezas rozwazane pudetko posiada pokrycie
zarowno dwudzielne jak i niedwudzielne — patrz rysunek 1.5. Natomiast pudetko
o wymiarach 4 x 15 X 7 moze by¢ pokryte blokami 1 x 3 X 5 tylko w sposéb

niedwudzielny — patrz rysunek 1.6.

Rysunek 1.6: Przyktad pudetka, ktére nie ma tilingu dwudzielnego.
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1.2 Problem tilingu

Zal6zmy, ze mamy ustalone d-wymiarowe pudetko A = A; x --- x A, oraz bloki
postaci B = By X -+ x By. Problem tilingu to zestaw ponizszych kilku pytan,

na ktore probuje sie udzieli¢ odpowiedzi.

Czy istnieje tiling?

W ogdélnym przypadku jest to pytanie o to, czy przy pomocy blokéw B, ktore
mozemy obracaé i przesuwa¢ w przestrzeni d-wymiarowej, mozna pokry¢ cate
pudetko A tak, aby bloki zawieraly rozlgczne fragmenty A. Ale mozemy réw-
niez zapyta¢ o istnienie tilingu o konkretnych wtlasnosciach, jak na przyktad

dwudzielno$é.

Liczba tilingow

Gdy udowodni si¢ juz istnienie tilingu, naturalnym wydaje si¢ zapytac¢ o liczbe
wszystkich réznych takich pokryé¢. OdpowiedZ bywa uzalezniona od relacji rdz-
no$ci pomiedzy tilingami. Czasami dwa tilingi uznaje za roézne, gdy bloki uzyte

do pokrycia figury réznig sie ksztaltem, a czasem — gdy jedynie orientacja.

Asymptotyka liczby tilingow

W problemie tilingu odpowiedz na pytanie o konkretng liczbe wszystkich tilingow
rzadko kiedy jest znana. W niektérych sytuacjach wrecz niepotrzebna, wtedy

pytamy o zachowanie asymptotyczne takich liczb.

Czy tatwo jest znalez¢ tiling?

Dla niektérych wariantéw problemu tilingu mamy proste kryteria na istnienie
oraz konstrukcje przyktadowego tilingu. W ogoélnosci jednak problem tilingu juz
na poziomie dwuwymiarowym, gdy pokrywamy poziomymi n X 1 i pionowymi

1 x m prostokatami, jest problemem NP-zupelym [2], dlan > 21 m > 2.
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Jak wygladaja typowe tilingi?

W przypadku twierdzen o istnieniu tilingu zazwyczaj podane sa przepisy na kon-
strukcje takich pokry¢, zwanych typowymi. Sa one dalej podstawa do tworzenia
kolejnych parkietazy dzieki dodatkowym przeksztatceniom (patrz rysunek 1.7).

Rysunek 1.7: Produkcja nowych tilingow.



Rozdziat 2

Warunki konieczne istnienia tilingu

2.1 Wariant ogdélny

Wyniki niniejszego rozdzialu pochodza z pracy de Bruijn’a [3], ktory juz w roku
1969 opublikowatl warunki konieczne do istnienia tilingu d-wymiarowej kostki

bez dodatkowych zatozen dotyczacych struktury samego tilingu.

Twierdzenie 2.1. [de Bruijn, 1969] Jezeli pudetko Ay x Ay X --- x Aq moze byc

pokryte przy pomocy blokéw a; X -+ X agq, to co nagmniej jeden z A; musi byé
wielokrotnos$ciq ay, co nagmniej jeden z A; wielokrotnosciq as, itd., 1 =1,2,...,d.
Formalnie:

Vie{l,2,...,d} 3je{l,2,...,n} takie, e a;|A;.

Dowdéd. Wezmy dowolne d-wymiarowe pudetko A = Ay X Ay X -+ - X Ay, gdzie d €
N. Zal6zmy, ze mozemy wypetni¢ A blokami a; X as X - -+ X ag. Oczywistym jest,
ze mozemy wypetnié¢ A réwniez blokami postaci a; X 1 X --- X 1, poniewaz kazdy
blok aj X - - - X ag mozemy przedstawi¢ za pomoca asas - - - ag blokow a3 X 1x- - - x 1.

Podzielmy teraz kazdy z tych zredukowanych blokéw na a; najmniejszych
d-wymiarowych klockéw 1 x --- x 1. Pudetko A zawiera teraz ich doktadnie
A1Ay -+ Ay Kazdy z tych klockow mozemy przedstawié¢ za pomocg wspotrzed-
nych dyskretnych

(k’l,kﬁg,...,kﬁd), gdzie 1<l{1<A1,...,1<k‘d<Ad.

11
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Rozwazmy teraz sume A wspotrzednych na okregu o promieniu jednostkowym,
ktére tworza A-wielobok foremny (patrz rysunek 2.1):

A
S(A) _ Z 627rik/a17
k=1
a nastepnie iloczyn

Ay Ag
S(A) - S(Ag) = 3 -0 Y emiklhattha)/an (2.1)

k=1  kg=1

Zauwazmy, iz kazdy ze sktadnikow e2mk(ki++ka)/a

w powyzszym iloczynie odpo-
wiada dokladnie jednemu klockowi 1 x - -+ x 1 o wspohrzednych (kq, ..., kq) € A.
Mozemy zatem pogrupowaé wszystkie te sktadniki w sumy odpowiadajace kaz-
demu z blokéw postaci a; x 1 x --- x 1 stanowigcych tiling pudetka A.
Rozwazmy dowolna taka grupe. Sktada sie ona z a; sktadnikéw (klockéw jed-
nostkowych) przyjmujacych na jednej wspolrzednej a; kolejnych wartosci (wa-
runek spéjnosci bloku). Zatem wartosé sumy liczb w takiej grupie wynosi zero z
wtasnosci liczb zespolonych. Przypomnijmy bowiem, iz suma dowolnych £ liczb
zespolonych tworzacych k-wielobok foremny o srodku w poczatku uktadu wspot-
rzednych réwna jest zero (patrz rysunek 2.1). Formalnie, dla dowolnego ¢ € R

oraz a; € N mamy

ai
Z 627rz(c+j)/a1 = 0.
j=1

Skoro suma w kazdej grupie wynosi zero, zatem suma wielokrotna (2.1) réwniez
wynosi zero. Natomiast z iloczynowej postaci po prawej stronie réwnania (2.1)
wnioskujemy, ze musi istnie¢ taki indeks j € [n], dla ktérego mamy S(A;) = 0.

L2

= exp{ai} T
T3 a, =7
Ty
T4
Ze

L5

Rysunek 2.1: Idea wykorzystania liczb zespolonych w dowodzie pokrycia.

Przedstawmy teraz S (Aj) Za pPoIoCca ponizszego szeregu geometrycznego

A.
) — 24 ... A — M
S(Aj) =z+2°+---+2% =2 CEE
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gdzie = e¥™/91, Warto$é S(A;) wynosi zero, zatem musi zachodzié¢ z = 1.
Po podstawieniu za x odpowiedniej liczby zespolonej otrzymujemy warunek
e?m4i/a1 = 1. Aby on zachodzit, liczba, A; musi by¢ wielokrotnodcig aq, co nale-

zato wykazac. |

Powyzsze twierdzenie jest warunkiem koniecznym na istnienie tilingu, ale
niewystarczajacym. Wezmy przyktadowo pudetko 2 x 15 x 7 oraz bloki 1 x 3 x 5.
Mimo, iz zalozenia twierdzenia dotyczace wymiarow pudetka sg spelnione, nie

istnieje zadany tiling.

2.2 Tiling blokami hamornicznymi

Przedstawimy teraz dwa kolejne twierdzenia de Bruijna dotyczace warunkoéw na

istnienie tilingéw zwiazanych ze specyficznymi blokami harmonicznymi.

Twierdzenie 2.2. [de Bruijn, 1969] Zalozmy, ze d-wymiarowe pudetko A moze
by¢ wypetnione blokami harmonicznymi a; X ag X + - X aq. Wtedy A jest wielo-

krotnoscig tego bloku.

Dowad. Skorzystamy z indukcji po liczbie wymiaréow d € N. Dla d = 1 twierdze-
nie zachodzi trywialnie. Zat6zmy zatem, ze zachodzi dla dowolnego 1 < d’ < d i
rozwazmy przypadek d-wymiarowy.

Skoro bloki, ktore postuza do wypekienia pudetka sg harmoniczne, bez straty
ogblnosci mozemy zatozyé, ze zachodzi ay|as, aslas, ..., ag_1|aq. WeZzmy pudetko
A = Ay x --- x Ay. 7 twierdzenia 2.1 wiemy, ze istnieje taki A;, ktory jest
wielokrotnoscia agq, gdzie j € [d]. Zatézmy, ze j = d, to znaczy aq|Aqg.

Rozwazmy (d — 1)-wymiarowa hiperptaszczyzne Ay X - - - X Ay_1. Z zalozenia
twierdzenia jest ona wypelniona przez (d— 1)-wymiarowe bloki postaci ag X - - - X
aq i/lub a; X az X -+ - X aq, itd. Z wlasnosci blokéw harmonicznych otrzymujemy,
ze kazdy z nich moze by¢ z kolei podzielony na bloki postaci a; X - -+ X aq_1.

Mamy zatem pudetko A; X --- X Ay_1 wypelnione blokami a; X -+ X ag_1. Z
zatozenia indukcyjnego wnioskujemy, ze to pudetko jest wielokrotnoscia swoich
blokéw. Przypomnijmy, ze mamy aq|A4, a zatem cale pudetko A; x -+ x Ay
jest takze wielokrotnoscig, w tym przypadku pudetka a; X - -+ X ag4, co nalezato

dowiesé. [ ]
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Ostatni z wynikéw wyzej wymienionej, klasycznej juz pracy de Bruijna [3],
dotyczy tilingow dwudzielnych. Méwi on o istnieniu dwudzielnych parkietazy

pudetek, ktére moga by¢ wypelione przez bloki nicharmoniczne.

Twierdzenie 2.3. [de Bruijn, 1969] Jezeli d-wymiarowy blok o wymiarach a; X
-« X ag nie jest harmoniczny, to istnieje pudetko, ktore posiada tiling dwudzielny

z wykorzystaniem tych blokow.

Dowéd. Niech d > 1 oraz a1 < ay < -++ < ag4. Z zalozenia bloki a; X -+ X aq4
nie sa harmoniczne, (x) a zatem istnieje takie k, dla ktérego ax_; nie dzieli ag;
wezmy najwicksze takie k, 2 < k < d.

bLatwo pokazaé, ze pudetko (a + b) x ab moze by¢ wypelnione blokami a X b.

Analogicznie, pudetko
A=a; X - XapoX (ag_1+ ap) X ap_1ap X agr1 X -+ X aq

moze by¢ rowniez wypelnione blokami a; X - - - X a4. Pokazemy teraz, ze pudetko
A nie moze by¢ wielokrotnoscia tych blokéw (nie moze by¢ przez nie wypelnione
trywialnie).

Niech j bedzie najmniejszym indeksem takim, ze a; = ax_1. Wtedy z (%) ma-
my, ze zadna z liczb a4, ..., a;j_1, ax_1 + a; nie jest podzielna przez zadng z liczb
Qj, .oy A—1, Ak, - - - , Aq. Lauwazmy rOWniez, ze a; = -+ - = a1 Oraz ay_i + aj nie
dzieli sie przez aj_1 i ax ani przez zadna wielokrotnosé ay. Ze wzgledu na sposob,
w jaki zostal wybrany k na poczatku dowodu (k oznacza najwickszy indeks przy
ktorym “psuje sie wlasno$¢ harmonicznosci bloku”), mamy, ze agi1,...,aq S8
wielokrotnosciami ay,.

Jezeli pudetko A; x - -+ x Ay jest wielokrotnoscig bloku a; X - -+ X agq, wtedy
istnieje co najwyzej (j — 1) indeksow ¢ takich, ze A; nie jest wielokrotnoscia
zadnej z liczb aj, ..., aq. Natomiast w naszym przypadku takich indekséw moze
by¢ réwno lub wiecej niz j, co przeczy wielokrotnosci skonstruowanego pudetka

1 jednoczesnie konczy dowod. ]



Rozdziat 3

Uogodlniony problem tilingu

W tym rozdziale przyjrzymy sie uogélnionemu problemowi tilingu wielowymia-
rowych pudetek. Wprowadzimy nieskonczony ciag liczb naturalnych, ktéry be-
dzie odpowiadal wymiarom pudetek oraz blokow, ktérymi bedziemy pokrywali
pudetka. Wykazemy, ze pewna rodzina pudetek posiada tiling. Do dowodu wyko-
rzystamy tzw. grafy cobweb wprowadzone przez A. K. Kwasniewskiego [10, 11].
Nastepnie powiemy o zwiazku tego problemu z interpretacja kombinatoryczna
szerokiej rodziny liczb kombinatorycznych, zawierajacej miedzy innymi wspot-
czynniki dwumienne, Gaussowskie oraz p, g-wspotczynniki. Terminologia i ozna-

czenia tego rozdziatu pochodza z [5, 10, 11].

3.1 Wielowymiarowe F'-pudetka

Idea wielowymiarowych pudetek, ktérych wymiary opisane sa przez nieskonczony
ciag liczb naturalnych, pojawita sie w artykule [12] jako réwnowazna reprezen-
tacja struktur cobweb, o ktorych bedzie mowa w nastepnym paragrafie.

Do konca niniejszego rozdziatu przyjmijmy oznaczenie F' = {ng},>o na do-

wolny cigg nieujemnych liczb catkowitych.

Definicja 3.1. Niech n,k € N takie, ze k < n ¢ niech m :=n — k+ 1. Iloczyn

kartezjanski
Vin = [kp] x [(k+ 1)p] x -+ x [np]

nazywamy m-wymiarowym [F-pudetkiem i oznaczamy przez Vi .

15
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Definicja 3.2. Niech 0 € Sp(m), gdzie m € N. Wowczas m-wymiarowg
F-kostke V1, postaci oVy, = By X --X By, gdzie |B;| = o(i)p dlai =1,2,...,m,

nazywamy m-wymiarowym blokiem i oznaczamy przez oV,,.

o"/2 ‘/3,5 5 UVS o
F
V2,3 3p D 2 D @;%
2
/;F pavani
lp pa— 1p
2F 3F

Rysunek 3.1: Przyktad F-pudetek i blokow.

Zauwazmy, ze F-kostka Vj,, to produkt m zbioréw [kg], [(k + 1)F], ..., [nF],
natomiast blok oV, to iloczyn m zbioréw poczawszy od [1g| az do [mp| z do-
ktadnoscia do permutacji czynnikéw wyznaczona przez o € Sp(m) (orientacja
w przestrzeni), przy czym ilo$¢ czynnikéw w obu strukturach musi si¢ zgadzaé
(warunek zgodnosci wymiaru pudelka i bloku). Dlatego méwiac o dowolnym pu-
detku V},,, oraz blokach oV}, zakladamy, ze n,k € N, k <norazm =n—k+1.

Przez objetosé F-pudetka Vj, , € N™ bedziemy rozumie¢ ilos¢ kostek jednost-
kowych postaci 1 x -+ x 1 i oznaczali przez |V ,|; analogicznie dla blokéw oV/,.

Jak tatwo pokazac, objetos¢ F-pudetka Vj,,, wynosi
Vin| = kp(k+1)g---np =nf,
natomiast objeto$¢ bloku oV, wynosi
oVl = | Vin| = 1p2F - - - mp = mp!.

Definicja 3.3. Niech dane bedzie m-wymiarowe pudetko Vi, . Zbior roztgeznych
blokéw postaci oV, C Vi, ktorych suma daje cale pudetko, nazywamy tilingiem
pudetka Vj .

Przyktad 3.1. Wezmy ciag liczb Fibonacciego F' = (0,1,1,2,3,5,...). Przy-
ktadowe tilingi tréjwymiarowego pudetka V35 o wymiarach 2 x 3 x 5 blokami

oV3 o wymiarach 1 x 1 x 2 zgostaly przedstawione na rysunku 3.2.

Majac juz zdefiniowane pojecie tilingu F-pudetek i odpowiadajacych im blo-
kéw, mozemy wprowadzi¢ uogdlniony problem parkietazu wielowymiarowych F-

pudetek postawiony przez A. K. Kwasniewskiego w pracy [11].
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@5 0000 q>o Oioo
A o /o A o—C 0@
i iiif‘l’zx 5 - O==0 2/0 7,(1)4
. I i 00 L o|o Oi
+4 [o—0l? E s [o0=0 2/0
0

7] I iiiﬁ:; ] O|O 0,
1_/ /;12 1 O=—=0 0 12

1 2 :(I)3 1 2 :(DS

Rysunek 3.2: Przyktadowe tilingi F'-pudetka Vs 5.

Problem 1. Niech bedzie dany cigg F. Czy kaZde F-pudetko posiada tiling?

Problem ten jest jednocze$nie pytaniem o rodzine takich ciagéow F', ktore

opisuja F-pudetka posiadajace tiling.

Definicja 3.4. Cigg F' nazywamy tilingowym, jezeli dowolne F-pudetko Vi,

opisane przez ten cigg posiada tiling.

Zmalezienie wszystkich ciggéw tilingowych jest problemem otwartym. Wia-
domo natomiast, ze do takiej rodziny nalezy m.in. cigg liczb naturalnych, ¢-
Gaussowskich oraz Fibonacciego. Do przedstawienia dowodu na istnienie pokry-
cia dla pudetek opisanych tymi ciggami wykorzystamy specyficzne grafy cobweb,

ktore oméwimy w nastepnym podrozdziale.

3.2 Struktura cobweb

Majac ustalony ciag F' = (Op, 1p, 2, . ..) nieujemnych liczb catkowitych, oznacz-
my przez ®, zbiér {1,2, ..., sp} oraz nazwijmy go poziomem; dla skrajnego przy-
padku, gdy s = 0, przyjmujemy ®¢ = {0}. Zdefiniujemy teraz dwie podstawowe
struktury cobweb: warstwe oraz bloki, ktore beda pelilty role naszych pudetek

oraz blokow przy konstrukeji tilingu.

Definicja 3.5. Niech n,k € N takie, ze k < n. Graf prosty (V, E), gdzie
VIU(I)“ E:{(U,w>i’UE(bi/\’wE(I)i+1,i:k,...,n—1},

nazywamy warstwa cobweb i oznaczamy symbolem (P — @,,).
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Rysunek 3.3: Warstwa cobweb (®; — ®g) dla ciagu liczb Fibonacciego.

Definicja 3.6. Niechm € N oraz o € Sp(m). Warstwe (¢p1—¢y,) 0 m poziomach
O1y - Om takq, Ze |¢)| = o(i)p dlai=1,2,...,m; nazywamy cobweb blokiem

1 oznaczamy symbolem o P,,.

45 4p 3p
3 25 1p
2 3 2
1y 1p 45

Rysunek 3.4: Przyktad blokéw cobweb o P dla ciagu liczb Fibonacciego.

Zauwazmy, ze dla dowolnych n,k € N takich, ze k < n, warstwa cobweb
(b, —D,) to ciag m = n — k + 1 kolejnych pozioméw od @, do P, tzn.
(P, —P,,) = (P, Piy1 ..., Py), natomiast dowolny blok o P, jest ciagiem m
pozioméw poczawszy od pierwszego ¢ do ¢, tzn. o Py = (d1, ..., Om)-

Symbolem C({®; — ®,,)) oznaczmy zbiér tanicuchéw maksymalnych warstwy

(®, — D,,). Formalnie:
C(<q)k—>(1)n>) = {(01,02, ce ,?Jm) 20 € Ppyyq,1=1,2, ... ,m}.

Analogicznie definiujemy C(oP,,) dla blokéw o P,,.



ROZDZIAL 3. UOGOLNIONY PROBLEM TILINGU 19

Obserwacja 3.1. Rozwazmy dowolng warstwe cobweb (®y, — ®,,) oraz bloki o P,,
wyznaczone przez ciqgg F', gdzie m = n — k + 1. Wtedy moc zbioru tancuchow

maksymalnych wynosi odpowiednio

Dowdd. Jest to proste spostrzezenie z pracy [11] wynikajace z konstrukeji struk-
tury cobweb, w ktorej na k-tym poziomie ®; znajduje sie kr elementéw, dla

ke N. [ |

Méwimy, ze dwa bloki o P, oraz o P, sa rozltgczne wtedy i tylko wtedy, gdy

ich zbiory tancuchéw maksymalnych sg roztaczne, tzn.
oP,NoP =0 <« C(cP,)NC(cP,)=0.

Definicja 3.7. Niech dana bedzie warstwa cobweb (P — ®,,). Rodzine parami
roztgcznych blokow By, Bs, ..., By postaci o P, takg, Ze

L

C(Pr— ) = [J C(By),

i=1
nazywamy tilingiem warstwy (& — D,,).
Przyktad 3.2. Niech N = (0, 1,2,3,...). Rozwazmy warstwe cobweb ($y— P3)

wyznaczong przez ciag N. Przyktadowy tiling blokami postaci o P, prezentuje

rysunek 3.5.

Rysunek 3.5: Przyktad tilingu warstwy cobweb (®5— ®3).

Obserwacja 3.2. Dla dowolnego ciggu F' orazn,k € N takich, Ze k < n, mamy
odpowiedniosé
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Dowod. Wezmy ciag F' oraz liczby naturalne n, k takie, ze k < n. Nalezy poka-
zaé, ze warstwie cobweb (& — ®,,) odpowiada doktadnie jedno F-pudetko Vi, i
vice versa. W tym celu wystarczy zauwazy¢, ze zbiér tancuchow maksymalnych
C((®,— ®,,)) warstwy cobweb (@, — ®,,) odpowiada zbiorowi punktéw jednost-
kowych postaci 1 x --- x 1 F-pudetka V} ,,, to znaczy

C((Pr— D)) = {(z1,22, ..., 2m) € Vi,

gdziem =n—k+ 1. [ ]

< (il - @ &

3

Rysunek 3.6: Cobweb bloki ¢ P5 i odpowiadajace im oVs.

Powyzsza obserwacja, pochodzaca z pracy o metodach reprezentacji struktu-
ry cobweb [12], pokazuje, ze grafy cobweb koduja wielowymiarowe F-pudetka,
a zatem problem tilingu pudetek sprowadza si¢ do problemu pokrycia warstwy

cobweb przez odpowiednie cobweb bloki.

Przyklad 3.3. Niech F' bedzie ciagiem kolejnych liczb Fibonacciego. Rodzina
cobweb blokéw o P; i odpowiadajacych im geometrycznych blokéw oV3 zostata

zaprezentowana na rysunku 3.6.

1 2

Rysunek 3.7: Odpowiednio$¢ pomiedzy tilingiem warstwy cobweb (®y— ®3) a
F-pudetka V5 3.
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3.3 Dowdd istnienia tilingu

Niech A, p oznaczaja funkcje A, p : N x N — Nj. Symbolem 7, oznaczmy rodzine
ciagow F[\, p| = {nr}.>o takich, ze dla ustalonego elementu np ciagu F[A, p]
zachodzi

np = (i+j)r =i, j)-ir + p(i,J) - jr (3.3)

dla dowolnych ¢, 7 € Ny, takich ze ¢« + j = n. Mozna pokaza¢, ze funkcje wspot-

czynnikéw A\, p w petni wyznaczaja ciag F.
Przyktad 3.4. Ciggami, ktére naleza do rodziny 7, sa miedzy innymi:

1. Ciag liczb naturalnych N = (0,1,2,3,...), ze wspotczynnikami A\ = p = 1,

ktory trywialnie spetnia

nN:(k+m)N:kN+mN.

2. Ciag liczb Fibonacciego F = (0,1,1,2,3,5,...,), gdzie

AMk,m)=(m+1)r,  plk,m)=(k—1)r.

3. Ciag liczb Gaussowskich z parametrem 1 # ¢ € N zadany wzorem n, =

(¢" —1)/(q¢ — 1), ktérego wspoétezynniki A, p przyjmuja postaé

Ak, m) =q™, p(k,m) = 1.

Twierdzenie 3.1. Cigg F' € T, jest ciggiem tilingowym.

Dowdd. Dowbd twierdzenia pochodzi z pracy [6] 1 w glownej mierze korzysta z
whasnosci (3.3) dla ciagdéw z rodziny 7,. A dokladniej, aby skorzystaé¢ z (3.3),
zauwazmy, iz wykazanie istnienia tilingu dla dowolnej warstwy (®p— ®,,), 1 <
k < n, blokami o P,,, gdzie m =n — k + 1, rownowazne jest wykazaniu istnienia
tilingu dla dowolnej warstwy (®,,1—®,), 0 < k& < n, blokami oP,,, gdzie
m=n—k.

Dowdd oprzemy na indukcji wzgledem n. Wezmy dowolny ciag F' € 7, oraz
cobweb warstwe (P11 —®,), 0 < k < n.Dlan =1 (k= 0) mamy trywialne
pokrycie warstwy (®; — &) blokami o P;. Zalézmy zatem, ze dla 1 < n’ < n
wszystkie warstwy (®p1—P,), gdzie 0 < k' < n posiadaja zadany tiling
blokami o P, oraz m' =n' — k'
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Jezeli k = 0, wowczas (®; — ®,,) posiada tiling jednym blokiem o P,, z de-
finicji, gdzie m = n. Rozwazmy zatem 1 < k < n oraz warstwe (® 1 —P,) o
m poziomach ®yq,...,P,. Wezmy ostatni poziom ®,,, ktéry zawiera doktad-
nie ny elementéw. Z definicji rodziny 7, do ktérej nalezy cigg F, mamy, ze
ng = A-kp + p-mp przy pewnych wspotczynnikach A i p, ktore okreslaja F'.
Zatem podzielmy warstwe (@1 — P,) na dwie roztaczne podwarstwy A oraz
B, takie ze

A= <q)k;+17 .- '7(I)n—17¢A>a gdZie ¢A = {1a27 s 7p<m7k) : mF}a
B = (Ppi1,--., Puo1, 05), gdzie o = @, \ da,

ktére rozpatrzymy niezaleznie w dwoch kolejnych krokach (patrz rysunek 3.8).

Rysunek 3.8: Idea dowodu twierdzenia 3.1.

Krok 1: Pokrycie warstwy A.

Zauwazmy, ze pierwsze (m—1) pozioméw warstwy A definiuje ($y 1 —P@,,_1) ina
mocy zatozenia indukcyjnego moze by¢ pokryta blokami o P, ;. Jesli natomiast
przytaczymy do kazdego takiego bloku m-ty poziom o mp elementach z warstwy

¢4, mozemy pokry¢ cata warstwe A blokami o P, (patrz rysunek 3.9).

m-1y i : : (@1 =D, )

chH ° ° ° {3

Rysunek 3.9: Podwarstwa A.

Krok 2: Pokrycie warstwy B.

Poziom ¢p zawiera \(k, m)- kr elementéw, to znaczy A(k, m) razy wiecej niz @y,
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przy czym k > 1 z zalozenia. Zatem podzielmy warstwe B na A(k,m) warstw
(Ppyryo o, Dy, DY), gdzie @ = {1 —1) - krp+1,G—1) kr+2,...,1 - kp}
dlai=1,2,...,A(k,m). Podczas pokrywania mozemy uzywaé¢ cobweb blokéw o
roznej kolejnosci pozioméw, umozliwiaja nam to permutacje o na zbiorze pozio-
mow. Zatem istnieje taka permutacja, ktéra zmieni kolejnosé pozioméw warstwy
(Ppy1, ..., Dy, DY) tak, aby otrzymad warstwe (P4, Ppyq, ..., D, ;). Korzysta-
jac z kolei z zalozenia indukcyjnego dla 1 < n’ < n otrzymujemy, ze ta warstwa

réwniez posiada tiling blokami o P, (patrz rysunek 3.10).

A layers
D, [ . . . .
c :
-—)
. . . Oy,
Diii| o . . . D, E % %
kp

Rysunek 3.10: Podwarstwa B.

Podzielilismy warstwe (®y1— ®,) na dwie roztaczne rodziny podwarstw i
przeprowadziliSmy tiling dla kazdej z osobna korzystajac z zalozenia indukcyj-

nego dla mniejszych warstw. Zatem wyjsciowa warstwa réwniez posiada tiling. l

Whiosek 3.1. Kazde pudelko k x (k+ 1) x --- x n moze byé pokryte blokami o
wymiarach 1 X 2 x -+ xm, gdziem =n—k+1, dla dowolnych n,k € N, k < n.

Dowdd. Jest to prosty wniosek z twierdzenia 3.1 dla ciagu liczb naturalnych. B

Typowe tilingi F'-pudetek

Algorytm z twierdzenia 3.1 konstruuje rekurencyjnie regularne pokrycia tworzac
pewnego rodzaju spirale. W kolejnych iteracjach dokonuje podziatu pudetka A
sktadajacego sie z L blokéw na dwa mniejsze pudetka Aq, Ay, ktére pokrywa
niezaleznie za pomocg odpowiednio L i Lo blokow.

W pierwszym kroku wypetnia pudetko A; na ostatniej dostepnej wspotrzed-
nej oraz przechodzi do kolejnej iteracji. Dla przyktadu, wezmy pudetko trojwy-

miarowe i zaltdzmy, ze ostatnig wspotrzedna jest wysokosé. Dziatanie procedury



ROZDZIAL 3. UOGOLNIONY PROBLEM TILINGU 24

mozna sobie wyobrazi¢ jako ustalenie orientacji tych L; blokéw tak, aby ich
wysokos¢ catkowicie wypelniata wysoko$é pudetka A;; do ustalenia pozostaly
dalej dwa wymiary pudetka (szerokosé oraz dtugosé), ktore zostana okreslone w
kolejnych iteracjach.

W drugim kroku natomiast dokonuje samego obrotu pudetka A,, ktére dalej
poddaje kolejnym iteracjom. Dzigki tej operacji tiling zawdziecza swoj spiral-
ny wyglad. Zauwazmy réwniez, ze podziatl pudetka A dokonywany jest wtasnie
tak, aby w kroku pierwszym pudetko A; mogto zosta¢ wypelnione na ostatniej
wspotrzednej. Taka mozliwosé zawdziecza szczegdlnej postaci ciagéow z rodziny
7., ktére spetniaja warunek (3.3).

Przyktad dziatania algorytmu dla pudetka 7 x 8 oraz blokéw 1 x 2 oraz wynik

(tiling) zostal przedstawiony na rysunku 3.11.

y 4

— — —1 E=rIEE

=1L I]1]1] :Iiiiiﬁ T
(a) (b) (c)

Rysunek 3.11: Rekurencyjna produkcja tilingu.

3.4 Uogdlnione wspétczynniki dwumienne

Do tej pory nie zajmowalismy si¢ liczba blokow, ktore tworza tiling konkretnego
pudetka. W tym rozdziale pokazemy, ze dla uogdlnionego problemu tilingu liczba
ta jest zwiazana z interpretacja kombinatoryczna pewnej klasy wspétczynnikow.
Gléwne wyniki tego rozdziatu pochodza z prac A. K. Kwasniewskiego [10, 11],

ktore przytoczymy w terminologii wielowymiarowych pudetek.

Definicja 3.8. Niech F' bedzie dowolnym ciggiem oraz n,k € N takie, ze k < n.

Wspoétezynnikiem F-nomialnym nazywamy symbol

<n> _ ng! _ﬁ
k F kp'(n—k)p' kFP

gdziem =n—k+ 1.
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Latwo pokazac, ze nie dla kazdego dowolnego ciggu F' wartos¢ wspotczynni-
ka bedzie liczba catkowita. Przyktadowo dla A = (0,1,3,5,7,...) mamy (;1)A =
5-7/3 ¢ N. Kwasniewski wprowadzil tak zwana rodzine ciggow dopuszczalnych
(ang. admissible), dla ktérych warto$¢ wspoélezynnika jest zawsze liczba natu-
ralng badz zero. Charakteryzacja tej rodziny zostata zaprezentowana w pracy
[4]. Umozliwilo to stworzenie szerokiej klasy zredukowanych algebr incydencji
R(P,~), ktorych F-nomiale sa elementami posiadajacymi interpretacje kombi-
natoryczng. Po wiecej na temat cobweb posetéw odsytamy czytelnika do mate-

riatéw Zroédtowych [10, 11] oraz rozprawy E. Krot-Sieniawskiej [8, Roz. 5].

Twierdzenie 3.2. [Kwasniewski, 2005] WeZmy dowolne m-wymiarowe F-pudeltko
Vien, gdzie m = n—k+1, oraz rodzine parami roztgcznych blokéw By, B, ..., By,
takich ze |B;| = |Vin| dla i =1,2,..., L. Wowczas zachodzi

L n

Vin=UB: < L:( ) (3.4)
i=1 m/p

Dowdd. Podamy zarys dowodu pochodzacego z [11]. Zauwazmy, ze objeto$¢ kost-

ki Vi, wynosi |Vin| = kp(k+1) - -np = ng, gdzie m = n—k+1. Natomiast ob-

jetosé blokéw B; z zatozenia twierdzenia wynosi |B;| = |Vi,| = 1p - - - mp = mp!

dlai=1,2,..., L. Zatem ilo$¢ blokow sktadajacych sie na tiling jest rowna

|an| _ n% _ (n>
Vi mpg! m F‘

Problem interpretacji kombinatorycznej uogolnionych wspotczynnikow dwu-
miennych zawsze taczyt sie z nadaniem interpretacji dla wspétczynnikow Fibo-

nomialnych, czyli w przypadku, gdy ciggiem F sa liczby Fibonacciego [9].

Whniosek 3.2. Niech F bedzie ciggiem liczb Fibonacciego. Wezmy dowolne m-
wymiarowe F-pudetko Vi, . Wartosé (:;)f jest rowna liczbie blokow postaci o Py,

ktorymi mozna pokryc to pudetko.

Niech F' bedzie ciggiem z rodziny 7. Dzieki konstrukcji tilingu z twierdze-
nia 3.1 otrzymujemy rekurencje¢ na liczbe¢ blokow tworzacych pokrycie, czyli na

warto$¢ wspotezynnikéw F-nomialnych.
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Whniosek 3.3. Niech F' € T,. Liczba blokow, na ktore sktada sie tiling m-

wymiarowego pudetka Vi, gdzie m =n — k, spetnia ponizszq relacje

<:%>F - o) (:z__ll)F“(’“’m)O;ll)Fv (3.5)

z warunkami poczgtkowyms (Z)F = (’S)F =1.

Dowdd. Wezmy F-pudetko Viiq,, gdzie F' € 7). Z twierdzenia 3.2 mamy, ze
liczba blokéw sktadajacych sie na tiling tego pudetka wynosi (;ZL)F W dowo-
dzie twierdzenia 3.1 pudetko wyjsciowe podzieliliSmy na dwie roztaczne klasy
pudetek A oraz B. W pierwszej rodzinie mieliSmy p warstw izomorficznych z
(P17 —P,_1), a zatem liczba blokéw w A wynosi p - (;LZ:II)F W drugiej klasie
dzieki permutacji pozioméw otrzymaliSmy podzial A\ warstw (®, — &, 1), czyli
liczba blokéw w tym przypadku rowna jest A- (";LI>F. Korzystajac z roztacznosci

rodzin A oraz B otrzymujemy rekurencje (3.5), co nalezalo pokazac. [ |

Pudetkowa interpretacja wspdétczynnikéw dwumiennych

Na zakonczenie tego rozdziatu wyprowadzimy prosty wniosek z teorii uogolnio-
nych wspotczynnikéw dwumiennych. Wezmy rodzine wszystkich k-elementowych

podzbioréow zbioru n-elementowego. Moc takiej rodziny oznacza si¢ tak zwanym

n
k

nu (z+1)" = Y (Z)xk Jest on szczegdlnym przypadkiem wspotezynnikow N-

symbolem Newtona ( ), a formalnie wspotcezynnikiem dwumiennym od dwumia-

nomialnych, gdzie N jest ciagiem kolejnych liczb naturalnych N = (0,1,2,...),

Ko \k)  \k)y knV

7 wniosku 3.3 mamy, ze te liczby spelniaja rowniez relacje

()= ) =G0,

dla ktérej mamy interpretacje wyrazona w terminologii podzbioréw (klasycz-

to znaczy

na interpretacja symbolu Newtona) oraz za pomoca liczby blokéw tworzacych

specyficzne tilingi wielowymiarowych pudetek.

Whniosek 3.4. Niechn,k € N, k <n i niechm :=n—k+1. Wowczas (Z) jest
liczbg blokow o wymiarach 1 X 2 X --- x m, ktore skiadajqg sie na tiling pudetka
Ex(k+1)x---xn.



Rozdziat 4

Pokrycie dwoma rodzajami pudetek

4.1 Definicja wariantu

Do tej pory zajmowaliSmy sie pokryciami wielowymiarowych pudetek z wyko-
rzystaniem jednego rodzaju blokéw, ktére mogliémy dowolnie obracac i przesu-
waé w przestrzeni. Bower i Michael [1] zaproponowali zmodyfikowany wariant
klasycznego pokrycia, dla ktorego podali dwie rownowazne charakteryzacje pu-
detek posiadajacych tiling: geometryczna oraz arytmetyczng. Druga z nich jest
uogolnieniem przypadku pokrycia pudetek o dyskretnych wymiarach na dowolne

liczby rzeczywiste.

Definicja 4.1. Niech dane bedzie d-wymiarowe pudetko R oraz dwa rodzaje blo-
kow A=ay X -+ X aqg, B=">0b; x -+ x by. Tilingiem pudelka R bedziemy nazy-
wac zbior roztgeznych blokow postaci A, B, ktore mozemy przesuwac bez zmiany

orientacji w przestrzeni oraz ktorych suma daje cate pudetko R.

ocLfoO—O—C /SO LSO
O—C—C

/o7 == Oii
=l
(a) (6)

Rysunek 4.1: Przyklad tilingu (b) dwoma rodzajami pudelek (a) bez mozliwosci
obrotéw blokow.
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Nie jest powiedziane, ze do pokrycia pudetka musimy uzy¢ dwoch rodzai blo-
kéw, w szczegdlnych przypadkach pokrycie bedzie sktadalo sie tylko z jednego
rodzaju blokéw. Niech d = 2; zauwazmy ze gdy blokami sg a; X ay oraz as X aq,
problem tilingu w obecnym rozumieniu sprowadza sie do dwuwymiarowego pro-
blemu tilingu klasycznego, przy czym obecne dwa rodzaje blokow beda jedynie
dwoma orientacjami tego samego bloku.

Powyzsza definicja tilingu bedzie obowiazywala juz do konca tego rozdziatu.
Natomiast pojecia blokéw wielokrotnych oraz pokrycia dwudzielnego pozostaja

bez zmian z tymi wprowadzonymi w rozdziale 1.

4.2 Charakteryzacja tilingu Bowera i Micheala

Zanim przejdziemy do przypadku pokrycia dwoma rodzajami pudetek, przywo-
tajmy proste spostrzezenie, ktore pokazuje, ze wersja z jednym rodzajem pudetek
w obecnym rozumieniu tilingu (bez mozliwosci obrotu pudetek) jest zagadnie-

niem trywialnym.

Obserwacja 4.1. Pudelko d-wymiarowe R moze bycé pokryte jednym rodzajem
blokow B wtedy @ tylko wtedy, gdy R jest wielokrotnoscig B. Co wiecej, istnieje
tylko jeden taki tiling.

W klasycznym problemie tilingu wielowymiarowych pudelek istnienie par-
kietazu dwudzielnego nie pociggato za soba istnienia niedwudzielnego i odwrot-
nie. Bower i Michael wykazali, ze dla obecnej definicji podziatu istnienie tilingu
dwudzielnego jest warunkiem koniecznym i wystarczajacym na istnienie dowol-
nego tilingu, réwniez niedwudzielnego. Zanim podamy gtéwny wynik pracy [1],
przedstawimy kilka lematéw i obserwacji ukazujacych wtasnosci tilingu Bowera
i Micheala.

Lemat 4.1. Niech z,v oraz w bedg dodatnimi liczbami rzeczywistymi. Ponizsze

stwierdzenia (a)-(c) s¢ réwnowazne.
(a) Odcinek o dlugosci z moze byé pokryty odcinkami o diugosciach v oraz w.
(b) Odcinek o dlugosci z posiada dwudzielny tiling odcinkami o dlugosciach v
oraz w.

(¢) Istniejg nieujemne liczby «, 3, takie ze z = av + Pw.
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Dowdd. Jezeli odcinek o dtugosci z moze by¢ pokryty odcinkami v i w to rowniez
zachodzi z = av + fw dla pewnych «, 8 € Ny. Jedli utozymy najpierw odcinki
dhugosci v, a nastepnie te o dtugosci w, to miejsce pomiedzy ostatnim dhugosci v
a pierwszym dlugosci w definiuje podzial dwudzielny tilingu. A zatem (a) impli-

kuje (b) i (c). Latwo pokazaé¢ réwniez konstrukeje tilingu (a), gdy zachodzi (c). B

Lemat 4.2 (o podzielnos$ci). Niech v oraz w bedg dodatnimi liczbami calko-
witymi. Zatozmy, ze dwuwymiarowe pudetko R posiada tiling blokami, ktorych
szeroko$é jest podzielna przez v lub wysokos$é przez w (dla kazdego z blokéw z

osobna). Wtedy pudetko R ma szerokos$¢ podzielng przez v lub wysokos¢ przez w.

Dowdd lematu 4.2 korzysta z tzw. argumentu “charge-counting”, ktéry wie-

lokrotnie pojawial sie w literaturze po$wieconej problemowi tilingu [15].

Dowdd. Oznaczmy przez [V] prostokaty, ktérych szerokosé podzielna jest przez v,
oraz przez [W] te prostokaty, ktérych wysokosé podzielna jest przez w. Zatézmy,
ze R = ny X ny ma pokrycie prostokatami typu [V] i [W].

Skonstruujmy krate ny X no oraz przypiszmy kazdej komoérce wage ze zbioru
{—1,0, +1}. Nastepnie ponumerujmy wiersze kolejno 1,2, ..., ny od dotu do gory.
Komérkom w wierszach j € {1,w + 1,2w + 1,...} przypiszmy wage +1. Dla
wierszy k € {w,2w,...} wage ujemna —1, a dla pozostatych pél wage 0 (patrz
rysunek 4.2).

[V]
ol e e | |
=T=1=1=1=01=1=01=1=01=1=T=1=1=1=1 w
ny v
W] |wW
+|+H A L

ny

Rysunek 4.2: Argument “charge-counting” dla przypadku v =3 i w = 5.

Zauwazmy, ze wartos¢ {2 sumy wag calego pudetka réwna sie nq, jezeli w nie

dzieli ny oraz zero, gdy w|ny. Jezeli w|ns, to konczymy dowdd; zatdézmy zatem,
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ze 2 = ny. Rozwazmy sumy wag ograniczone obszarem przez poszczegolne bloki
tworzace pokrycie.

Dla blokéw typu [W] suma wag bedzie zawsze réwna zero, poniewaz bloki
te zawieraja wielokrotno$¢ w wierszy, ktore z kolei zawieraja taka sama liczbe
wierszy z wagami dodatnimi co ujemnymi.

Natomiast dla blokéw typu [V] wartos$é sumy wag komoérek, ktére zawieraja,
jest podzielna przez v. Majac catkowita liczbe blokéw oraz zaltozenie, ze pudel-
ko ma tiling (zostaly wykorzystane wszystkie komorki), waga catego pudetka

réwna ny, musi sie dzieli¢ przez v bez reszty, to znaczy v|n;, co konczy dowod. B

Obserwacja 4.2. Zatozmy, ze pudetko z1 X - -+ X zq posiada tiling blokami vy X
cee X Vg oraz wy X - - X wg. Wtedy istniejg nieujemne liczby catkowite o; oraz [3;
takie, ze z; = auu; + Byw; dlai=1,2,....,d.

Jest to bardzo proste spostrzezenie mowiace jedynie tyle, iz -ty wymiar z;
pudetka musi by¢ kombinacja liniowa odpowiednich wymiaréw pudetek pierw-
szego rodzaju v; oraz drugiego w;. Wspotezynniki «;, §; sa odpowiednio liczbg

blokow pierwszego i drugiego rodzaju, dlat=1,2,...,d.

Ponizsze twierdzenie bedzie przypadkiem dwuwymiarowym gléwnego twier-
dzenia Bowera i Micheala o charakteryzacji pudetek posiadajacych tiling. Oznacz-

my przez (v, w) zbiér nieujemnych kombinacji liniowych v, w:
(vyw)y={av+pw:a=0,1,2,...; f=0,1,2,...;}.

Twierdzenie 4.1 (Wersja Z?). Niech vy, vy, w1, wy bedg dodatnimi liczbami cal-
kowitymi takimi, ze nwd(vy, wy) = nwd(ve, wy) = 1. Wiedy prostokqt o wymia-
rach ni X ny moze byc¢ pokryty przez prostokqty vy X ve oraz wy X we wtedy 1 tylko

wtedy, gdy
(a) vy dzieli ny oraz vy dzieli ng; lub
(b) wy dzieli ny oraz we dzieli ny; lub
(¢) vywy dzieli ny oraz ny € (vg, wa); lub
(d) vowsy dzieli ny oraz ny € (vy,wn).

Dowdd. Najpierw pokazemy dowdéd w prawa strone. Wezmy zatem bloki By =

U1 X U9, By = wy X wy oraz pudetko R = n; X ne, ktoére posiada pokrycie tymi



ROZDZIAL 4. POKRYCIE DWOMA RODZAJAMI PUDELEK 31

blokami. Z obserwacji 4.2 wiemy, ze n; € (vy,wp) oraz ny € (vg, wy). Blok By
ma szeroko$¢ vy, natomiast blok By wysoko$¢ wy. Korzystajac z lematu 4.2 o
podzielnosci mamy, ze v1|n; lub wsy|ny. Analogicznie dla przypadku, gdy wez-
miemy szeroko$¢ w; bloku By oraz wysokosé vy bloku By, otrzymamy, ze wi|n,

lub vy|nsy. Porzadkujac wszystkie te wnioski otrzymujemy warunki (a)-(d), tzn.
ny € (v, wy) Ang € (v, wa) A (v1|ng V we|ng) A (wi|ng V ve|ng).

Dow6d w druga strone polega na pokazaniu, ze kazdy z warunkéw (a)-(d) pro-
wadzi do pewnego tilingu. Punkty (a) oraz (b) konstruuja pokrycie pudetka R
tylko jednym rodzajem bloku, odpowiednio B; badz Bs. Pozostate dwa warunki
(c) i (d) prowadza do tilingu dwudzielnego, w ktérym podzial pudetka na dwa

R, oraz Ry wystepuje odpowiednio na wymiarze ng i ny (patrz rysunek 4.3). B

N =Y VW >

R1 = N1 XAVy

ng = vy + By
Ry=nyx Buy l

Rysunek 4.3: Przyktad konstrukeji tilingu dwudzielnnego.

Majac na uwadze powyzsze rozwazania przejdziemy teraz do sformutowania

i udowodnienia petnej charakteryzacji pudetek posiadajacych tiling.

Twierdzenie 4.2. [Bower i Michael, 2004] Niech dane bedzie pudelko R =
1 X rg X <+ X 1rq oraz bloki A = a1 X ag X -+ X ag, B = by X by X -+ X by.
Pudetko R posiada tiling blokami A, B wtedy i tylko wtedy, gdy

(a) ai|r; dlai=1,2,...,d; lub

(b) bi|r; dlai=1,2,...,d; lub

(c) istnieje taki indeks k, ze ry, € (ag, by), natomiast a;|r; oraz b;|r; dla wszyst-

kich i # k.

Dowaéd. Twierdzenie zostato udowodnione juz dla przypadku jednowymiarowe-
go (lemat 4.1) oraz dwuwymiarowego (twierdzenie 4.1). Niech d > 3. Wezmy

pudetko R oraz bloki A, B o wymiarach z zatozen twierdzenia.
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Dla warunkéw (a) oraz (b) mamy trywialne pokrycia wielokrotne. Aby poka-
za¢ warunek (c), przypusémy, ze dwa poprzednie nie sg spetnione. Czyli musza
istnie¢ indeksy j, k takie, (%) ze wartosci r;/a; oraz ry /by nie sa liczbami catko-
witymi. Pokazemy, ze j = k przez sprowadzenie do sprzecznodci.

Niech j # k. Rozwazmy pokrycie dwuwymiarowego przekroju pudetka R, tj.
prostokata 7; x rj blokami a; x aj, oraz b; x by. Z twierdzenia 4.1 dla wersji 72
mamy, ze aby istnial tiling takiego prostokata, musiatyby by¢ spetnione warunki
a;j|r; lub bg|ry, co jest sprzeczne z (x). A zatem nie moze istnie¢ taki tiling, kto-
rego istnienie zatozylismy juz na poczatku dowodu — sprzecznosé. Ostatecznie
Jj=k.

Z kolei na mocy obserwacji 4.2 mamy, ze ry € {(a,by), czyli otrzymujemy
warunek (c), co konezy dowdéd w prawg strone.

W druga strone pokazujemy, ze warunki (a)-(c) prowadza do pewnego tilin-

gu, analogicznie jak w dowodzie twierdzenia 4.1. |

Przyktad 4.1. WeZmy pudetko 12 x 12 x 11 oraz bloki 4 x 4 x 41 3 x 3 x 3.
Warunek (c) twierdzenia 4.2 jest spetniony z wartoscia indeksu k = 3, to znaczy
11 = 2-4+41-3. Dla pozostatych wymiaréw zachodzi 4|12 oraz 3|12 a zatem
pudetko posiada tiling (patrz rysunek 4.4).

@ 11=2-4+3

3x3x3 [ | |

4
/12

4x4x4 12

Rysunek 4.4: Tilingu z przyktadu 4.1.



Zakonczenie

Niniejsza praca miata na celu przedstawienie wynikéw dotyczacych problemu
istnienia tilingu dla wielowymiarowych pudetek o wymiarach dyskretnych. Zo-
staty zawarte w niej klasyczne badania de Bruijna z roku 1969, ktére daja nam
warunki konieczne na istnienie tilingu oraz pokry¢ wykorzystujacych specyficzne
bloki harmoniczne.

Podane zostaly réwniez nowe wyniki uzyskane na przestrzeni kilku ostatnich
lat dotyczace uogdlnionego wariantu tilingu wielowymiarowych pudetek. Okazato
sie¢ bowiem, ze problem tilingu w przyjetej definicji ma zwiazek z kombinatorycz-
ng interpretacja pewnej rodziny uogolnionych wspotezynnikéw Fibonomialnych,
co stanowi dodatkowa motywacje do badan nad tymi problemami.

Natomiast w ostatniej czedci pracy przedstawiony zostal zmodyfikowany mo-
del podstawowego problemu tilingu. Zaktada on mozliwosé¢ uzycia dwoch rodza-
jow blokow, ktére mozemy jedynie przesuwaé w przestrzeni, bez dokonywania
obrotow. Dla takiej definicji tilingu podana zostata pelna charakteryzacja pude-
tek, ktore posiadaja pokrycie.

Pomimo elementarnej definicji problemu, dla ktoérego pierwsze wyniki po-
chodza juz sprzed kilku dekad, okazuje si¢, ze ma on zwiazek z innymi bardziej
zaawansowanymi zagadnieniami analizy kombinatorycznej. Dzigki temu problem
tilingu wielowymiarowych pudetek staje sie atrakcyjnym obiektem badan, szcze-

goblnie, ze wiele z pytan, ktorych dotyczy, pozostaje nadal otwartych.

33



Bibliografia

R. J. Bower, T. S. Michael. When can you tile a box with translates of
two given rectangular bricks? The FElectronic Journal of Combinatorics,
11(N7):1-9, 2004. [cytowanie na str. 2, 27, 28]

E. Remila D. Beauquier, M. Nivat, M. Robson. Tiling figures of the
plane with two bars. Journal of Computational Geometry, 5:1-25, 1995.

[cytowanie na str. 9]

N. G. de Bruijn. Filling boxes with bricks. The American Mathematical
Monthly, 76:37-40, 1969. [cytowanie na str. 2, 11, 14]

M. Dziemianczuk. On cobweb admissible sequences - the production the-
orem. In Proceedings of The 2008 International Conference on Foundations
of Computer Science (FCS’08), 163-165. Worldcomp ’08, CSREA Press,
2008. [cytowanie na str. 25

M. Dziemianczuk. On cobweb posets tiling problem. Advanced Studies in
Contemporary Mathematics, 16(2):219-233, 2008. [cytowanie na str. 15]

M. Dziemianczuk. Combinatorial interpretation of fibonomial coefficients
in terms of cobweb tiling. Przedtozone do publikacji, pazdziernik 2009.

[cytowanie na str. 21]

D. E. Knuth. Two notes on notation. American Mathematical Monthly,
99(5)2403—422, 1992. [cytowanie na str. 4]

E. Krot-Sieniawska. Rozszerzenie rachunku operatorowego mullina-roty i
pokrewne zastosowania analizy kombinatorycznej. Rozprawa doktorska. Po-
litechnika F.6dzka 2008. [cytowanie na str. 25]

34



BIBLIOGRAFIA 35

[9]

[10]

[11]

[12]

[13]

A. K. Kwasniewski. Comments on combinatorial interpretation of fibono-
mial coefficients - an e-mail style letter. Bulletin of the Institute of Combi-

natorics and its Applications, 42:10-11, 2004. [cytowanie na str. 25]

A. K. Kwasniewski. Cobweb posets as noncommutative prefabs. Advanced
Studies in Contemporary Mathematics, 14(1):37-47, 2007. [cytowanie na str. 4,
15, 24, 25

A. K. Kwasniewski. On cobweb posets and their combinatorially admissible
sequences. Advanced Studies in Contemporary Mathematics, 18(1):17-32,
2009. [cytowanie na str. 2, 4, 15, 16, 19, 24, 25]

A. K. Kwasniewski, M. Dziemianczuk. On cobweb posets most relevant

codings. Przedtozone do publikacji, 2009. [cytowanie na str. 4, 15, 20]

W. Lipski, W. Marek. Analiza Kombinatoryczna, tom 59. Panstwowe Wy-

dawnictwo Naukowe, Warszawa, 1986. [cytowanie na str. 3]

K. A. Ross, C. R. B. Wright. Matematyka Dyskretna. Panstwowe Wydaw-

nictwo Naukowe, Warszawa, 1996. [cytowanie na str. 3]

S. Wagon. Fourteen proofs of a result about tiling a rectangle. American
Mathematical Monthly, 94:601-617, 1987. [cytowanie na str. 29]



