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Streszczenie

Pokazemy metode, ktéra pozwala uogdlniaé zbiory argumentéw dla
tozsamosci opisanych wielomianami.

1 Wstep

Oznaczmy przez deg(p(z)) stopien wielomianu p(z) oraz przypomnijmy Fun-
damentalne Twierdzenie Algebry (FTA):

Wielomian stopnia d ma doktadnie d pierwiastkéw (zespolonych)
oraz co najwyzej d parami réznych pierwiastkow.

Twierdzenie 1. Niech p(z), q(z) bedg wielomianami stopnia co najwyzej d,
takim Ze dla pewnych d 4+ 1 parami réznych argumentow {x1,z2,...,Tqr1}
zachodzi p(x;) = q(z;). Wtedy p(x) = q(x).

Dowod. Udowodnimy przez sprowadzenie do sprzecznosci. Zalézmy wiec, ze
p(z) # q(x) oraz zdefiniujmy r(x) = p(x) — q(x).

Mamy wiec, ze r(x) #Z 0 oraz, ze deg(r(x)) < d. Natomiast z zalozen
twierdzenia mamy, ze dla pewnych {z1,..., 241} zachodzi r(z;) = p(x;) —
q(x;) = 0, zatem wielomian r(x) posiada d+ 1 pierwiastkéw. Oczywiscie jest
to w sprzecznosci z FTA. Zatem r(z) = 0 z czego wynika, ze p(x) = q(z) co
nalezalo pokazad.

O

2 Argument wielomianowy

Nastepne dwa przyktady ilustruja, jak mozna wykorzystaé¢ wnioski z Twier-
dzenia 1 nazywane Argumentem Wielomianowym.

Przyklad 1. Dla dowolnego k € N oraz x € C zachodzi:
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gdzie () = 1.



Dowdd. Dla n,k € N mozemy podaé prosty dowdd kombinatoryczny. Teraz

zZauwazmy, ze
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jest wielomianem stopnia k nad zmienna z. Spéjrzmy wiec na (1) jak na
réwnosé wielomiandw stopnia k nad zmienng x, ktore sa rowne dla nieskon-
czenie wielu x (wystarczy, ze dla co najmniej k + 1 r6znych z).

Zatem z Twierdzenia 1 mamy, ze powyzsza rekurencja jest prawdziwa

dla wszystkich z bedacych liczbami zespolonymi. O

Przyktad 2. Dla dowolnego k € N oraz « € C zachodzi:

(x—k)(i)—w(aU;l). (2)

Dowdd. Rozwazmy lewa strone réwnania (2) a nastepnie skorzystajmy z
zasady symetrii oraz pochlaniania dla wspoétczynnikow dwumiennych aby

otrzymac
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Powyzsze rozumowanie jest prawdziwe tylko dla z, k bedacych liczbami na-
turalnymi. Latwo sprawdzié, ze zasada symetrii
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nie jest spelniona dla x € C a korzystaliémy z niej w (3) oraz (5), dlatego
dowdd w tym sensie jest niepoprawny.

Zauwazmy jednak, ze na poczatku i na koficu rozumowania otrzymujemy
wielomiany stopnia (k + 1) nad zmienna x, ktére sa réwne dla wszystkich
liczb naturalnych, wiec korzystajac z Argumentu Wielomianowego dowodzi-
my, ze (2) jest prawdziwy réwniez dla z € C. O
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