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Streszczenie

Zal6zmy, ze mamy funkcje tworzaca A(z) dla pewnego ciggu liczbowego (a,)52,. Przed-
stawimy metode, ktéra zastosowana do A(z) pozwala otrzymad réwnanie rekurencyjne, ktére
speliaja wyrazy ciagu (a,)5% -

1 Problem

Niech dana bedzie zwarta postaé¢ funkcji tworzacej A(z) dla ciagu liczbowego (a, )52 . Cheemy
znalez¢ réwnanie rekurencyjne, ktore spelniaja wyrazy ciagu (an)52,.

2 Metoda pochodnej logarytmicznej

Niech dane bedzie réwnanie
Z anz" = A(z), (1)

n>0

gdzie A(x) jest znane. Metoda pochodnej logarytmicznej sklada si¢ z nastepujacych krokéw.

(
(

a) Zlogarytmuj obie strony réwnania (1).

b) Zrézniczkuj obie strony réwnania (1) oraz pomnéz przez .
(c) Uproé¢ réwnanie z utamkéw.

(d) Dla kazdego n, poréwnaj wspélezynniki przy ™ po obu stronach otrzymanego réwnania.

3 Przyklad 1

Niech dana bedzie funkcja tworzaca dla ciagu (a, )52, tzn.

. 1
2 ana" = (1 - 22)(1 — 32)

n=0

Znajdziemy réwnanie rekurencyjne, ktére spelniaja wyrazy ciagu (an)oe-

(a) Logarytmujemy obie strony otrzymujac

log (Z anx”) = —log(1 — 2z) — log(1 — 3x).

n=0



(b) Rézniczkujmy obie strony oraz mnozymy przez

2 on>0 N anz" 2z n 3z
Sasoant®  (1—2x)  (1—3z)

(c) Upraszczamy

(d) Poréwnujemy wspélczynniki przy x"

Znanm”:ZQ”—i—S” Zanx

n>0 n=1 n>0

n
Z napx”’ = Z Z(Qk + Bk)an_kx".
n>0 n=0 k=1

Otrzymujemy, dla n > 1

n

1
A = — Z(2k +3%Yan,_p
"=

oraz ag = 1.
Podajmy kilka pierwszych wyrazéw ciagu (ay),

(an)oro = (1,5,19,65,211,665,2059, 6305,19171, 58025, 175099, . . .).

4 Przyklad 2

Niech B,, oznacza liczbe nieporzadkow zbioru n-elementowego. Liczby B,, nazywane sa liczbami
Bella. Wiadomo, ze funkcja tworzaca liczb Bella jest postaci (wzér Dobinskiego)

z" o_
> Bir=e (3)

n>0

(a) Logarytmujemy obie strony otrzymujac

log ZB =€’ —1.
n=0

(b) Rézniczkujmy obie strony oraz mnozymy przez

> on>0 Ban x" /n!
> ns0 Bn™/n!

(c) Upraszczamy



(d) Poréwnujemy wspétczynniki przy z™/n!, dla n > 1, po obu stronach

3 an%T =3 (Zn: <Z> k:Bnk> %T

n>1 >l \k=0 :

Proste uproszczenia dadza nam réwnanie rekurencyjne

n—1

1

Bn:2<”k )Bk, dlan > 1.
k=0

Podajmy kilka pierwszych liczb Bella,

(Bn)>2o = (1,1,2,5,15,52, 203,877, 4140, 21147, 115975, . . ).

5 Uwagi

Wiecej przyktadéw zastosowania metody znajdziemy w [1, Rozdz. 1].
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