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Streszczenie

1 Wprowadzenie

Przez podzial A\ nieujemnej liczby catkowitej n rozumiemy nierosnacy ciag
(A1, A2, ..., Ar) dodatnich liczb catkowitych \;, ktére nazywamy sktadnikami
(blokami). Przez p(n) oznaczamy liczbe wszystkich podzialéw liczby n.

Przyktad 1. Dla przykladu, p(4) = 5, poniewaz:

Przyjmujemy p(n) = 0 dla n < 0 oraz p(0) = 1.

Inng reprezentacja podzialu A liczby n jest zapis (191,292,3% . ..), gdzie
a; oznacza liczbe sktadnikow i podziatu A. Przy tej reprezentacji zachodzi:

n:Zk‘-ak. (1)

k>1

Kolejna, tym razem geometryczna reprezentacja jest przedstawienie po-
dziatu liczb za pomocg diagraméw Ferrersa. Zamiast wprowadzania formal-
nej definicji, uzyjemy przyktadu.

Przyktad 2. Rozwazmy podzial A = (6,5, 2, 1) liczby 14. Diagram Ferrersa
dla podziatlu A przedstawiony jest na Rysunku 1. Jest nim zbiér komodrek
utozonych wierszami od géry do dotu, ktérych iloéé jest réwna rozmiarowi
danego bloku J\;.



Rysunek 1: Diagram Ferrersa dla podziatu (6,5,2,1) liczby 14.

7 podziatem A\ liczby n wiazemy tzw. podzial sprzezony A\* do A, ktéry
najlatwiej przedstawié jest na diagramie Ferrersa.

Przyklad 3. Podzialem sprzezonym do liczby 14 z Przyktadu 2 jest A\* =
(4,3,2,2,2,1).

Diagramy Ferrersa oraz pojecie podziatéw dualnych moga postuzyé¢ do
udowodnienia nastepujacych twierdzen.

Twierdzenie 1. llosé¢ podziatow liczby n, ktorych najwiekszym sktadnikiem
jest k, rowna jest ilosci podziatow liczby n na dokiadnie k skladnikow.

Twierdzenie 2. Niech p.(D;n) (odpowiednio p,(D;n)) oznacza ilo$é po-
dzialow liczby n na parzystg liczbe sktadnikéw (odpowiednio nieparzystq).

Wtedy

(=)™ if n=4m(3m 1),

pe(DQH) —po(D;n) = { 0 otherwise. (2)

Dowdd. Dowdd wykorzystuje graficzng reprezentacje podzialow liczby i po-
lega na zdefiniowaniu bijekcji miedzy odpowiednimi klasami podzialow. Za-
znaczymy jedynie, ze przypadek n = m(3m=1) to tzw. pentagonalne liczby
(pelny dowdd zamieszczony jest np. w [2]). O

2 Funkcje tworzace

Twierdzenie 3 (Euler).

[ = Y s, G

n=1 n=>0

Dowdd. Rozwazmy lewa strone (3), ktéra oznaczmy przez P(z),
Px)=1+z+a2>+2°+...)
(42t a2t )
(L4232t 2%+



WezZmy teraz jednomian x™, ktéry po wymnozeniu nawiaséw mozna zapisaé
jako

"= x1~a1+2~a2+3~a3+-~~’

przy czym a; oznacza ilos¢ skladnikéw i w podziale liczby n. Kazdy taki
ciag (ai,as,...) wyznacza dokladnie jeden podzial (191,292 ...) a zatem
wspotezynnik przy z" bedzie liczba wszystkich podziatéw liczby n. O

Przez p(H;n) oznaczmy ilo$é¢ podzialéw liczby n, ktérych sktadnikami
sa elementy ze zbioru H C N. Przy tej notacji mamy p(n) = p(N;n). Z
poprzedniego twierdzenia mozemy tatwo wyprowadzi¢ funkcje tworzaca dla
liczb p(H;n):
1 n
11 1_xn=Zp(H;n)$ 7 (4)

neH n>0

a nastepnie udowodnié kolejne twierdzenie.

Twierdzenie 4. 1los¢ podziatow liczby n, ktore nie zawierajq sktadnika row-
nego 1 jest réwna p(n) — p(n — 1).

Dowdd. Oznaczmy przez f(n) liczbe podzialéw, ktére nie zawieraja sklad-
nika 1. Mamy wtedy

> f(n)a" = (1-x)P().

n>0
]

Oprécz algebraicznego dowodu mozemy rowniez udowodnié¢ pokazujac
odpowiednia bijekcje pomiedzy odpowiednimi rodzinami podzialéw.

Obserwacja 1. Oznaczmy przez p(H < d;n) liczbe podzialéw, ktérych
sktadniki nalezg do zbioru H oraz wystepujg co najwyzej d razy. Wiedy ma-
my

> p(H < d;n)a" = H(1+xn+x2"+...+$dn) (5)
n20 neH
1 — g(d+hn
=11 1?771 : (6)
neH &z

Obserwacja 2. Mamy

1
1—2a

H(1+az2j) =

J=0

(7)

Dowdd. Wskazdéwka: zauwazmy, ze kazda liczba catkowita ma jednoznaczny
zapis w postaci sumy poteg liczby 2. O



Oznaczmy przez p(D; n) moc rodziny wszystkich podziatéw liczby n, kto-
rych skladniki sie nie powtarzaja (disctinct parts). Przez p(O;n) oznaczmy
natomiast ilos¢ wszystkich podziatéw liczby n, ktorych sktadnikami sa liczby
nieparzyste (odd parts).

Twierdzenie 5. Funkcja tworzgca dla liczb p(D;n) jest postaci

[[(1+29) = 3 p(Dim)ar. (8)

i1 n>0
Dowdéd. Wystarczy poréwnaé wspélczynniki po obu stronach (8). O
Whniosek 1 (Euler). Dla dowolnego n mamy p(D;n) = p(O;n).

Dowdd. Funkcje tworzaca dla liczb p(O;n) mozemy wyprowadzi¢ z (4). Na-
lezy jedynie pokazaé, ze jest tozsama funkcji tworzacej (8), co z kolei mozna
pokazaé¢ na przyktad tak:

2 4 6

l—2¢ 1—2 1—=2
l—2z 1—22 1—23

1 1 1
l—2z 1—23 1—25

A+2)1+22)(1+23)-- =

O]

Niech p(H;m,n) oznacza ilo$¢ podzialéw liczby n na m skladnikéw,
ktorych naleza do zbioru H. Zdefiniujemy funkcje tworzace dwéch zmiennych

fu(ziq) =Y Y p(H;m,n)z"q"

m=>0n=0

= 3 AN
A

gdzie druga suma jest po wszystkich podziatach A = (A1, Ag, ..., \,) takich,
ze \j € Horaz #(\) =rioc(A)=A 4+ A\
7 Twierdzenia 3 otrzymujemy

1
H7 ’ gt = 1 ! 9
Zrrmnd = L a=sm ©
_ L d+1,(d+1)n
S S < dimon)emgr = [ B ) (10)

m>0n>0 neH (1—2¢")




3 Przyklady

Przyktlad 4. Zalézmy, ze mamy banknoty o nominatach 3,7, 23 oraz 1000.
Pytamy, ile jest mozliwosci aby rozmieni¢ banknot 10007 Rozwiazaniem jest

wspotezynnik przy 1% w rozwinieciu w szereg ponizszej funkcji

1 1 1
1—23 1—27 1-—22

7 drugiej strony, w ogdélnosci problem decyzyjny czy dana liczba jest suma
innych danych liczb jest problemem NP-trudnym.

Podziat X liczby n nazywamy samo-sprzezonym, jezeli sprzezenie A* po-
dzialu A\ jest tym samym podziatem, tzn. A = A\*. Przykladem podziatu
sprzezonego jest np. A = (4,2,1,1) liczby 8.

Twierdzenie 6. [los¢ podziatow liczby n na skladniki, ktére sq réinymi
liczbami nieparzystymi jest rowna liczbie samo-sprzezonych podziatow liczby
n.

W prosty sposéb mozemy pokazaé, ze funkcja tworzaca dla pierwszych
liczb z twierdzenia jest postaci:

[T +a%+h.

Jj=0

Niestety, wyprowadzenie funkcji tworzacej dla drugich liczb jest znacznie
trudniejsze. Inny, znacznie prostszy dowdd wykorzystuje diagramy Ferrersa.

Dowdd. Pokazemy bijekcje f miedzy podziatami A : na rézne liczby nie-
parzyste a podziatami B : samo-sprzezonymi na przykladzie podzialu \ =
(7,3,1), dla ktérej f(N) = (4,3,3,1). Operacja f polega na “zagieciu” niepa-
rzystych skltadnikéw A; podzialu A w polowie i umieszczanie symetrycznie
w $rodku tworzac podzial B — poréwnaj z Rysunkiem 2.

4
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Rysunek 2: Przyklad dzialania bijekc;ji.



Niech p(n) oznacza ilo$é podzialéw liczby n, wtedy

d sinh <Z % (x - 214)>

ZAk(n)\/E - (11)

1
p(n) = 2

k>1 dz T — 5
r=n
Ap(n) = Y wppe T (12)
0<h<k—1
(h,k)=1

gdzie wy, i jest pewnym zespolonym pierwiastkiem réwnania %t = 1.
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