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Oznaczmy przez P(n, k) liczbe $ciezek kratowych z punktu (0,0) do (n, k), gdzie n,k > 0,
ktore skladaja sie z segmentéw H = (1,0),V = (0,1),D = (1,1),S = (—1,1) oraz zawieraja
jedynie te punkty kraty Z x Z, ktérych obie wspélirzedne sa nieujemne. Dla przyktadu, P(1,1) =
5, poniewaz mamy pieé¢ Sciezek z poczatku uktadu do (1,1):

D, HV, HHS, VH, HSH.

Zdefiniujmy funkcje tworzaca dwéch zmiennych dla liczb P(n, k), tzn.

A(z,y) = Z Z P(n, k)z"y".

n>0 k>0
Twierdzenie 1. Mamy

_1—y—+/1-6y—3y?

= 2y(1+y)

oraz
1+ 3y + /1 — 6y — 3y?

21+ y)(z —y — 2y —ya? —22)’

Az, y) = (2)

Dowdd. Rozwazane Sciezki sktadaja sie z czterech rodzajow segmentéw, dlatego tatwo pokazad,
ze P(n, k) speliaja dla n, k > 0 nastepujace réwnanie rekurencyjne

Pn,k)=P(n—1,k)+ Pln,k—1)+P(n—1,k—1)+Pn+1,k—1)

oraz P(n,0) = 1 dla n > 0. Dla n,k < 0, przyjmujemy P(n,k) = 0. Korzystajac z relacji
rekurencyjnej i standardowych przeksztalcen mozemy pokazaé, ze

x

Alz,y)=1-— g Z P(0,k)y* + (x +y+ay+ Z) A(z,y).
k>0

Upraszaczajac i wymnazajac obie strony przez x otrzymamy réownanie funkcyjne
Aw,y) (z—y—ay—ya® —2*) =z —y > PO, k)",
k>0

Mozemy pozby¢ sie lewej strony réwnania przez podstawienie za x pierwiastka réwnania kwa-
dratowego (z —y — xy — yz? — 22 = 0), tzn.

1—y++/1—6y—3y?
T )

2(1+y)

1



Otrzymamy wowczas

ZP(O,k)yk _1-y£ V1 —6y—3y2‘
= 2y(1+y)
Wybieramy ten pierwiastek, dla ktérego wspélezynnik przy 4° jest réwny P(0,0) = 1. Podsta-
wiajac go do
T — ka>o P(0, k)yk
T —y— Yy — yr? — a2

Az, y) =
oraz upraszczajac otrzymujemy ostateczna postaé funkeji A(x,y). O

Uwagi. Wiecej na temat Kernel method znajdziemy w [1, str. 190].
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