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Streszczenie

Krétkie wprowadzenie do zasady wlaczania-wylaczania oraz dwa
przyklady: wyprowadzenie (1) liczby suriekcji oraz (2) nieporzadkéw.

1 Wprowadzenie

Niech X jest skoniczonym uniwersum pewnych obiektow oraz Py, Po, ..., Py
rodzing dowolnych podzbioréw zbioru X. Gtéwnym problemem na jaki od-
powiada metoda wlaczania-wylaczania jest licznosé zbioru tych z € X, ktore
nie naleza do zadnego sposérod zbioréow P, ..., Pr.

Dlatego czesto pomocnym przy wykorzystywaniu tej metody jest my-
$lenie ”zanegowane”. Przyktadowo, niech X bedzie rodzing wszystkich po-
dzialéw liczby naturalnej n. Zamiast zlicza¢ podzialy n na skladniki niepa-
rzyste, myslimy o tym jak zliczaé podzialy, ktére nie zawieraja skltadnikéw
parzystych. I w tym przypadku podzbiory P; identyfikujemy z tymi klasami
podzialéow, ktore zawierajg sktadniki parzyste.

Dla dowolnego 0 < r < k i dla dowolnego ciggu 1 < i1 < --- < i < k
oznaczmy

N(i,...,ip)=|P,0---NPF |, (1)

W)= > N(i,...,i), (2)

1< << <k
gdzie W(0) = | X|. Oznaczmy przez D(r) licznosé zbioru tych = € X, ktére
naleza do doktadnie r sposrdd zbioréw Py, ..., Py.

Twierdzenie 1. Niech k > 0 oraz r < k, wtedy

k—r .
D(r) =S (-1) (T“>W<r + ). (3)

=0 r



Dowéd zamieszczony jest w [3, str. 43]. Dla szczegblnego przypadku,
gdy r = 0, otrzymujemy Zasade wlgczania-wylgczania nazywana réwniez
formulq sita

k
D(0) = > (=1)'W (). (4)

J=0

2 Liczba suriekcji!

Oznaczmy przez sy m liczbe suriekcji f (funkcji “na”) ze zbioru n-elemento-
wego [n] w zbidér k-elementowy [k]. Zbiér wartosci funkcji f oznaczmy przez
f([n]). Przypomnijmy, suriekcje to funkcje, ktére odwzorowuja dziedzine
na caly zbiér wartosci (w tym wypadku [k]). Zatem, jesli f : [n] — [k]
jest suriekcja, to nie istnieje takie i € [k], ze f~1(i) = 0. Innymi stowy

f([n]) = [K].

Twierdzenie 2. Mamy
Sn,m :Z(_l)]<j>(m_])n (5)

Dowdd. Niech X bedzie zbiorem wszystkich funkeji f : [n] — [k], natomiast
P; zbiorem tych f € X, ze i ¢ f([n]) dla i € [k]. Zgodnie z przyjeta notacja
naszym zadaniem jest wyznaczenie wartoéci D(0), czyli licznosci zbioru tych
funkcji f € X, ktére nie nalezg do zadnego ze klas P;. Zatem

Snom = i(—l)]W(j)

=0
§=0 1<ip <+ <i;<m

=Y (=17 > |P,n---nBy (6)
j=0 1<y <<y <m

Zauwazmy, ze P;, N---NP;; jest zbiorem tych funkcji, ktére nie przyjmuja
wartosci i1, 42, . .., 4;. Jest ich doktadnie j, zatem zbiér wartosci tych funkcji
jest rozmiaru co najwyzej (m — j), ostatecznie |P;; N--- N P;,| = (m — j)".
Natomiast wszystkich ciagéw 1 < iy < -+ < ij < m jest (7]”), zatem

> \Blﬂ---ﬁPij!:@)(m—j)”,

1<i <-<i;<m

Podstawiajac powyzsze do (8) konczymy dowdd. O

!Zdaniem PWN powinno sie pisaé suriekcja i iniekcja zamiast surjekcja i injekcja
zgodnie z zasada, ktéra zdecydowala o zmianie pisowni wyrazéw warjat na wariat czy
majta na mania w latach 30 ubiegtego wieku.



Zadanie 1. Niech S(n,k) oznacza liczbe podzialow zbioru [n] na [k] blokéw
niepustych i parami-roztacznych blokéw. Liczby S(n, k) nazywane sq liczbami
Stirlinga II rodzaju. Jaki jest zwigzek miedzy S(n,k) oraz sy ¢

3 Liczba nieporzadkéw

Niech o bedzie permutacja zbioru [n| elementowego. Permutacje o nazywa-
my nieporzgdkiem (permutacja bez punktéw stalych) gdy dla kazdego i € [n]
o(i) # i. Przykladowo, permutacja a = (12)(3)(45) nie jest nieporzadkiem
gdyz a(3) = 3, natomiast (12)(345) jest nieporzadkiem.

Twierdzenie 3. Oznaczmy przez d, liczbe nieporzqdkow zbioru n-elementowego
[n], wtedy

dn = Zn:(—l)j (?) (n—J)t (7)
j=0

Dowdd. Niech X bedzie zbiér wszystkich permutacji zbioru [n] oraz P; be-
dzie zbiorem tych permutacji 7 € X, ze w(i) = i dla dowolnego i € [n].
Zatem d,, jest liczno$cia zbioru tych permutacji, ktore nie nalezg do zadne-
go spoérod P, ..., P,.

7=0
n .
=> (-1 > N(i,...,ij)
j=0 1< << <n
n .
=> (=1 > |Pyn---NPy (8)
§=0 1<i <<i;<n

Aby dokonczyé¢ dowdd musimy wyznaczy¢ moc przecigcia zbioru Py, N---N
P;;, czyli zbioru tych permutacji o € X, dla ktérych mamy o (i1) = i1, 0(i2) =
i2,...,0(i;) = i;. Latwo zauwazy¢, ze jest ich dokladnie tyle co permutacji
zbioru [n] — {i1,42,...,4;} czyli (n — j)! bez wzgledu na ciag i1,...,1;. Z
kolei wszystkich ciagéw 1 < iy < --- <ij < n jest (7;), zatem

) er---mPiA:(?)(n—j)!

1<i < <ij <n
co konczy dowdd. O
Historycznie. Jak podaje Flachsmeyer [1, str. 210], pytanie o liczbe

nieporzadkéw nazywane bywato zadaniem Eulera. Wezesniej badal te liczby
francuski matematyk Montmort (1713).
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