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Streszczenie
Wyprowadzenie jawnego wzoru (Dobinski formula) dla liczb Bella

przy użyciu funkcji tworzących. Rozwiązanie pochodzi od Wilfa [3],
podobne znajdziemy u Roty [1].

1 Definicja

Niech Bn oznacza liczbę podziałów zbioru n-elementowego na niepuste, pa-
rami rozłączne podzbiory dające w sumie zbiór wyjściowy. Przyjmujemy
B0 = 1. Dalej mamy B1 = 1, B2 = 2 itd.

Przykład 1. Weźmy n = 3, wtedy B3 = 5 ponieważ mamy: {{1, 2, 3}},
{{1, 2}, {3}}, {{1, 3}, {2}}, {{2, 3}, {1}}, {{1}, {2}, {3}}.
Cwiczenie 1. Wykazać kombinatorycznie, że dla n ­ 1 zachodzi:

Bn+1 =
n∑
k=0

(
n

k

)
Bn−k. (1)

2 Wzór Dobińskiego
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Po zróżniczkowaniu funkcji F (x) otrzymamy:
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Korzystając ze wzoru na splot otrzymamy równanie różniczkowe dF (x)dx =
exF (x), które po zlogarytmowaniu przyjmie postać

ln |F (x)| = ex + C ⇒ F (x) = exp{ex + C}

Z warunków początkowych otrzymamy C = −1, ostatecznie

F (x) = ee
x−1 =

1
e
ee
x
. (3)

Twierdzenie 1 (Dobiński formula). Dla n ­ 0 mamy
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Dowód. Wystarczy “wydobyć” współczynnik przy xn/n! w rozwinięciu funk-
cji (3) w szereg wykładniczy zgodnie z (2).
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