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"... w Bucharze, Urgenczu, Samarkandzie

.... i poprzez Chorezm ... "

WSTĘP - na cześć Euklidesa (ok 365~ok 300 pne)


Ile wynosi reszta z dzielenia 19 przez 4?

- Oto 19 kamyków.... (śródziemnomorskich)
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- A oto 4 kamyki .... .
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Usuń z pierwszego rzędu tyle kamyków, ile jest w drugim rzędzie 


[image: image4.wmf]
- podobnie postąp z wynikiem tego odejmowania tj.





      


- podobnie postąp ...

No właśnie; już zrozumiała(e)ś.



Procedura znajdowania reszty z dzielenia kończy  się, gdy zabraknie "materiału" na całą porcję (tu - porcja = 4). To co zostanie - jest wynikiem. Powyższe postępowanie 
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 może powtórzyć każde Urządzenie (np. niewolnik, ... student czy asystent). Wystarczy jego działanie "zaprogramować" jak następuje:

Algorytm "r"* 
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- Właśnie! - właśnie przed chwilą zrozumiałe(a)ś.

Oto jeden z najstarszych algorytmów; ... plan działania ... , plan ideowy urządze-nia. Wykorzystajmy teraz ten algorytm do nieco bardziej skomplikowanego sche-matu. Oto: Zadanie (Euklides ok. 365 ~ ok 300 p.n.e.)

Znajdż największy wspólny dzielnik (N.W.D.) liczb a&b

ZACHĘTA:

Zachęca się Czytelniczki i Czytelników do sprawdzenia jak poniższe urządzenie o nazwie "Euklides 295" (p.n.e.) działa: np. wprowadź doń dane: a=18; b=12 lub

a=10; b=15 itp.

Rozwiązanie:

Algorytm "NWD"
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Dane: (poprzez wybór!) 

Znajdź: r; w/g

"a=kb+r; k,r            r<b"

ZAPAMIĘTAJ r: ...i co?

Î

N;

miast b użyj r;

¬

 a      b


Podobne powyższym przepisy, służące do rozwiązywania zadań - tworzono jeszcze na długo przed Euklidesem. Shreeram S. Abhyankar - współczesny geniusz matematyki ... autor około 1000 (tysiąca) rozpraw ... znawca sanskrytu ... ocenia wiek idei algorytmu na około 3000 lat.
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- A zatem i to zawdzięczamy źródłu  źródeł ... Indiom ?

Nazwa "algorytm" powstała jednak znacznie później.



I. AL CHOREZMI*

Swego czasu Buchara była stolicą państwa Samanidów oraz ośrodkiem handlowym i kulturalnym Azji Środkowej. Prowadził tamtędy szlak łączący z Chinami Europę oraz Kalifat z siedzibą w Bagdadzie. W Bucharze, Urgenczu i Samarkandzie wyrabiano jedwabne i bawełniane tkaniny. W Samarkandzie wytwarzano kilka gatunków papieru ...  No a Chorezm?

"Przez Chorezm przewozi się do Kalifatu sobole, szare wiewiórki, gronostaje, lisy stepowe, kuny, bobry, farbowane zające, kozy, wosk, strzały, białą korę topoli, kołpaki, rybi klej i zęby rybie, strój bobrowy, ambrę, kimucht, miód, orzechy laskowe, sokoły, miecze, pancerze, brzezinę, niewolników słowiańskich, barany i krowy. Wszystko to pochodzi od Bułgarów. W samym Chorezmie produkuje się winogrona, dużo rodzynków, ciasto, sezam, ubrania pasiaste, dywany, kołdry, brokaty, zamki, łuki, specjalny gatunek sera."* 


W Chorezmie ok 800 r. naszej ery urodził się znany potem matematyk Abu Ja'far Mohammed ibn Musa zwany al-Chorezmi ("ten z Chorezmu"). Od jego przekształconego przez łacinę nazwiska Algoritmus pochodzi słowo algorytm.

II. ALGORYTM

Algorytm to przepis. To uporządkowany spis postępowań. Celem algorytmu może być:


a) znajdowanie (np. rozwiązania równania, igły w stogu siana, etc.)


b) budowanie (np. konstrukcji matematycznych, dróg, promów kosmicznych, Nowej Huty, sieci sprzedaży etc.)


c) gromadzenie w systematyczny sposób (np. zapasów, informacji)


d) przechowywanie, odszukiwanie, sprawdzanie, porządkowanie, etc., etc.

A oto :


Główne wymogi stawiane algorytmowi:

A) algorytm postępowania winien dać się przekazać innej osobie w postaci skończonej ilości (ponumerowanych) wskazówek postępowania, tak by mógł być powtórzony przez kogoś innego z tym samym skutkiem.

B) Algorytm jest takim przepisem postępowania, który może zaczynać się od różnych warunków (danych) początkowych. Słowem algorytm rozwiązuje nie tylko pojedyńcze zadanie lecz całą rodzinę zadań ustalonego typu[BAT] .

PRZYKŁAD 1. prostego algorytmu (MBM 8)
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Zachęta :  Opisz własnymi słowami zastosowany tu przepis postępowania.


[image: image11.wmf]
Namysł: Powyższy algorytm używa tylko dwu znaków 0 & 1 przyczem 0 przechodzi w kolejnym napisie na 1 zaś 1 na 10. Przepis prosty! - No ale popatrz na w16, w17 etc. Czy potrafisz odgadnąć ten przepis z gąszcza znaków w16 & w17?

"w16"
             w16=1011010110110101101011011010110110101101011011010110101101101011011010110101101101011011010110101101101011010110110101101101011010110110101101011011010110110101101011011010110110101101011011010110101101101011011010110101101101011011010110101101101011010110110101101101011010110110101101011011010110110101101011011010110110101101011011010110101101101011011010110101101101011010110110101101101011010110110101101101011010110110101101011011010110110101101011011010110110101101011011010110101101101011011010110101101101011010110110101101101011010110110101101101011010110110101101011011010110110101101011011010110110101101011011010110101101101011011010110101101101011010110110101101101011010110110101101101011010110110101101011011010110110101101011011010110101101101011011010110101101101011011010110101101101011010110110101101101011010110110101101101011010110110101101011011010110110101101011011010110101101101011011010110101101101011011010110101101101011010110110101101101011010110110101101011011010110110101101011011010110110101101011011010110101101101011011010110101101101011011010110101101101011010110110101101101011010110110101101011011010110110101101011011010110110101101011011010110101101101011011010110101101101011011010110101101101011010110110101101101011010110110101101011011010110110101101011011010110110101101011011010110101101101011011010110101101101011010110110101101101011010110110101101101011010110110101101011011010110110101101011011010110110101101011011010110101101101011011010110101101101011010110110101101101011010110110101101101011010110110101101011011010110110101101011011010110110

"w17"
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Dane i wynik: W przykładzie 1 przez dane ("wejściowe"), do których stosuje się algorytm rozumieć możemy jakiekolwiek skończone słowo zero-jedynkowe np. 10011010. Wynik też będzie słowem o długości wyznaczonej przez liczbę n, tu oznaczającą ile razy zastosujemy przepis; ile iteracji przepisu wykonamy.

ITERACJA 
Iteracja to ponowne, powtórne, kolejne zastosowanie przepisu, do poprzedniego wyniku. Iterowanie to ... powtarzanie, ponawianie.

PRZYKŁAD 2: Tu iteracja pewnego przepisu określa pewien ciąg; jaki?
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Zachęta: odkryj zawarty w powyższych próbach przepis ogólny. Odnajdź granicę "x" ciągu {an}.      PROCESOR
 Algorytm z przykładu 1 czy 2 nie musi być wykonywany przez Ciebie osobiście (np. spróbuj znaleźć w17  , nie zmęczyć się, no i nie pomylić się!). Algorytm może być stosowany przez urządzenie, przez robota, ... Owo coś, co umie wykonywać polecenia algorytmu to własnie procesor - uczestnik i nośnik procesu. Urządzenie to (... czy organizm, czy warstwa atomów ...) wciąż przyjmuje polecenia, (bodźce) i wypełnia czynności algorytmiczne.


[image: image13.wmf]PROCESOR

... dane  

...

... wynik ...  

...


To taka maszyna licząca, bardziej może skomplikowana niż abak czy liczydło. Urządzenie bądź  ...człowiek... czy system urządzeń (... i ludzi) zdolnych do ścisłego wykonywania kolejnych instrukcji. Może to być np. człowiek ...z.. łódką. 


[image: image14.wmf]Oto ...
Na lewym brzegu rzeki oczekują na przeprawę Koza (K), Przewodnik (P), Kapusta  (\SYMBOL 107 \f "Symbol")  i Wilk (W).Wykluczone jest pozostawienie sam na sam: 
a) W & K   ...  (W zje K)    
b) K & \SYMBOL 107 \f "Symbol"     ...  (K zaje \SYMBOL 107 \f "Symbol")

czyli stany   
[image: image15.wmf]K

i

W

K

;

;

k

 są wykluczone z gry. Jaki algorytm rozwiązuje zadanie przewoźnika P: Przewieźć wszystkich na prawy brzeg; czyli na prawym brzegu osiąga się stan s [image: image16.wmf]K
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 na lewym zaś: s [image: image17.wmf]F

; stan s staje się pusto-stanem. Algorytm tj. przepis "jak to zrobić", przedstawimy w dogodnej postaci
a) grafu zorientowanego,

b) schematu blokowego

a) graf zorientowany algorytmu "
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\SYMBOL 172 \f "Symbol"

\EMBED Equation [image: image19.wmf]0
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(wierzchołkami grafu są stany na lewym brzegu rzeki, krawędziami są zmiany stanów, są - przeprawiania się przez rzekę).

b) schemat blokowy:




Spostrzeżenie: Każdy algorytm wyznacza graf zorientowany, którego wierzchołkami są instrukcje 

 bądź alternatywy 

 oraz naturalnie 

i 

.

Krawędzie grafu wyznaczają następstwo poleceń. Rozwiązanie algorytmicznego zadania stanowi ścieżka od wierzchołka 

 do wierzchołka 


PRZYKŁAD 3 - z MRÓWKĄ. Posłużmy się teraz  (podobnie jak w przykładzie 1)  bardzo prostym algorytmem, który za wynik ma zdumiewające obrazy na ekranie monitora. Jako procesor posłuży nam komputer, chociaż ... wystarczyłaby  szachownica np 360x360 pól, drewniana strzałka 
[image: image21.wmf] (zwana "mrówką"), pędzelek i farba biała & czarna, oraz Niewolnik starannie wykonujący kolejne instrukcje algorytmu.

Instrukcja \SYMBOL 186 \f "Symbol" polecenie
A oto algorytm:

\SYMBOL 183 \f "Symbol" \s 10 \h
mrówka ,co rusz przemieszcza się zgodnie ze zwrotem strzałki na sąsiednie pola




ale!

\SYMBOL 183 \f "Symbol" \s 10 \h
jeśli zastała je białym to skręca "w swoje" prawo oraz

\SYMBOL 183 \f "Symbol" \s 10 \h
maluje poprzednie na czarno, jeśli było poprzednio białe, bądź na biało jeśli było poprzednio czarne.

\SYMBOL 183 \f "Symbol" \s 10 \h
jeśli pole do którego dociera mrówka jest czarne, to skręca ona "w swoje" lewo.
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wyszłam za kratki

zaraz wracam


Itd.!
Owo Itd jest zachętą do iteracji. W tym przykładzie dane wejściowe to 

a) zadany rozkład pól białych i czarnych (np. wszystkie białe) oraz

b) położenie mrówki

Przykład danych wejściowych






[image: image23.wmf]
ĆWICZENIE 1
Jaki jest wynik po czterech krokach stosowania algorytmu przez procesor przy powyżej zadanych danych wejściowych? Tu wynik - to stan szachownicy i położenie mrówki.

Opis algorytmu: W przykładzie 3 algorytm można zawrzeć w dwu instrukcjach, poleceniach.



 Instrukcja "BEZPOŚREDNIEGO NASTĘPSTWA" tj. "wykonaj A a potem B"

    tu: "idź mrówko do  sąsiedniego pola zgodnie ze swą strzałką i zmień     opuszczanemu polu kolor na przeciwny".



 Instrukcja: "WYBORU WARUNKOWEGO" tj. "jeśli Q to A jeśli nie  to B"

    tu: "mrówko, jeśli pole na które przybyłaś jest białe to dokonaj na nim skrętu w     swoje prawo o \SYMBOL 112 \f "Symbol"/2, jeśli nie to skręć w swoje lewo o \SYMBOL 112 \f "Symbol"/2.

Iteracja instrukcji w kolejności  
[image: image24.wmf]1
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  uruchamia "mrówkę", która wprawdzie jest tu automatem (tzw. komórkowym), ale (sami to sprawdźcie) zachowuje się jak żywa. Ponadto możecie na ekran wpuścić całe stado mrówek a wtedy rozpocznie się na monitorze komputera bujny proces życia stada mrówek.

Reguła algorytmiczna może być  - jak widać, bardzo prosta a zarazem prowadzić do skomplikowanego wyniku. Zauważmy przy tym, że prostota powyższego algorytmu z mrówką, ma swe żródło iterację prostej instrukcji.

!(Zadania 1-4 o "mrówkach" w dodatku ... przy pierwszym czytaniu opuścić).!
Iteracja instrukcji może być:


a) ograniczona - wykonaj A dokładnie N razy,

lub


b) warunkowa (zwana czasem "nieograniczoną") - wykonaj A aż nastąpi W,


gdzie: W jest warunkiem, np. "mrówka stop jeśli kolejny krok to wyjście 
poza ekran".

ZWROT "wykonaj A dokładnie N razy" zwany bywa ZWROTEM PĘTLĄCYM lub pętlą - często bowiem zalecenie bywa ponawiane "w kółko".

Widać to na przykładzie blokowego zapisu algorytmu "mrówka Langtona".
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Objaśnienia: 



-/2 \SYMBOL 219 \f "Symbol" obrót o /2    zgodnie z ruchem wskazówek zegara.



+/2 \SYMBOL 219 \f "Symbol" obrót o /2   przeciwnie do ruchu wskazówek zegara
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A teraz podamy przykład algorytmu sortowania (czyli algorytmu do zaprowadzania porządku), w którym wystąpi "pętla w pętli" - zwana w takich okolicznościach pętlą zagnieżdżoną. Rozróżniać tedy będziemy pętle zewnętrzne i wewnętrzne. Oto zadanie algorytmiczne:

PRZYKŁAD 4*  tzw. "Sortowanie bąbelkowe" ... bąbelkowe?     
                                   

\EMBED CDraw4 \s  \* mergeformat

   7

   9

   6

   8

   1

Zadanie: Ustaw liczby zapisane w tej kolumnie w kolejności (od góry) od największej do najmniejszej.

- Jak to zrobić? ... - Np. tak:

  7

  9

  6

  8

  1



    9

  6

  8

  1

(odpowiada procesor).

Instrukcja (1.1) Procesorze! Wskaż na pierwszy elemet

    "wskazuję"                       

Instrukcja (1.2). Wykonaj Procesorze co następuje 4 razy 



(1.2.1). porównaj element wskazany z następnym



(1.2.2) jeśli są w niewłaściwej kolejności to zamień je miejscami



(1.2.3) wskaż następny element.
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- "Sie robi" - odpowiada Procesor i ... robi:

start        
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              koniec  

start pętli wewnętrznej



    koniec pętli wewnętrznej


Czytelnik już chyba spostrzegł, że aby mieć pewność, iż wynikiem algorytmu będzie uporządkowany w/g "wzrostu" zbiór liczb - winniśmy 




blok instrukcji powtórzyć 4 razy.

 


       \SYMBOL 175 \f "Symbol"
(1.1) ....................................................

(1.2) ....................................................

      (1.2.1) .........................................

      (1.2.2) ..........................................

      (1.2.3) ..........................................

czyli nasz program algorytmu sortowania ma postać spisu instrukcji z "wcięciami" (przypadek N liczb zamiast 5-ciu);

(1) Wykonaj, co następuje N-1 razy:


(1.1) wskaż pierwszy element


(1.2) wykonaj, co następuje N-1 razy



(1.2.1) wskazany element porównaj z następnym



(1.2.2) jeśli są w niewłaściwej kolejności to zamień je miejscami



(1.2.3) wskaż następny element

Zasada zapisu

a) instrukcja z pierwszego wiersza dotyczy wszystkich wierszy zaczynających się     od 1
b) instrukcja w wierszu (1.2) dotyczy wszystkich wierszy o numerze    rozpoczynającym     się od (1.2)

ĆWICZENIE 2: wskaż w powyższym algorytmie '"bąbelkowego" sortowania 


            zagnieżdżoną pętlę.


Jak to już zauważyliśmy algorytmy wygodnie jest obrazować za pomocą diagramów czyli grafów zorientowanych, wierzchołkami których są napisy (instrukcje etc.) Oto kolejne przykłady.

PRZYKŁAD 5.
Diagram algorytmu dodawania.


Powiedzmy, że chcemy liczby  z przykładu 4 nie sortować lecz po prostu systematycznie i bez opuszczeń dodać. Możemy to zrobić przy pomocy procesora ropoznającego następujący algorytm:
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Wyraźnie widać w tym diagramie algorytmu  pętlę.


Podobny w strukturze jest algorytm zliczający, ile jest zamalowanych na czarno odcinków taśmy; (wszystkie miały być białe!).




PRZYKŁAD 6.   (algorytm bardziej złożony)


W tym przykładzie Procesor będzie zliczał, ile jest wadliwych odcinków długiej na kilkanaście kilometrów taśmy. Wadliwy odcinek, to taki na którym jest jedno czy więcej zarysowań lub zadrapań.




*)Nazwa bufor to nazwa podręcznej operacyjnej pamięci tj. takiej w której przechowywane są dane i wyniki tylko na czas trwania operacji algorytmu.

Oto diagram odpowiedniego algorytmu.




Powyższy algorytm przeszukiwania i zliczania zawiera w sobie zagnieżdżone dwie pętle szukania; jedna to szukanie rys, a druga to poszukiwanie końcówek odcinków. Właściwie to robią one te same czynności, tylko inna jest nazwa poszukiwanej rzeczy.


Możemy sobie wyobrazić jeszcze bardziej skomplikowane algorytmy ze zwielokrotnioną hierarchią przeszukiwań. Wtedy program algorytmu, czy jego schemat blokowy, stałyby się rozwlekłe i coraz mniej czytelne. Stąd pomysł podprogramu.

P o d p r o g r a m y
Wprowadźmy parametr X (będzie to: X = "rysa" bądź X = "końcówka odcinka")

Układamy procedurę.

PROCEDURA - szukaj X'a

1. Sprawdź kolejny centymetr taśmy

2. jeśli nie X  to

    2.1. przesuń czujnik X'a

    2.2. jeśli koniec taśmy, to drukuj liczbę z bufora

          2.2.1. stop

    2.3. w przeciwnym razie 1

3.  powrót do programu * 


Odpowiedni schemat blokowy algorytmu posługującego się podprogramem  "szukaj X'a" ma np. postać





PYTANIE: Co ma wspólnego ten schemat blokowy z algorytmem "zliczania wadliwych odcinków?. Naturalnie podprogram ma też swój diagram (schemat blokowy); oto on:




Jeśli podprogram wyda procesorowi komendę "wróć", to procesor podejmuje czynność w/g punktu następującego po wywołaniu go do podprogramu, który teraz opuszcza. 

Np. X=rysa. Komenda "wróć" oznacza wtedy przejście do kolejnego podprogramu tj. podprogramu szukaj X="końcówka odcinka". Jeśli X=końcówka odcinka, to komenda "wróć" oznacza przejście do bloku




Oczywistość:
Stosowanie podprogramów to:


a) oszczędność

&

b) przejrzystość

Uwaga:

Powyższy algorytm z podprogramem "szukaj X'a" zawiera dwie równoległe pętle zagnieżdżone w trzeciej. Jakie to pętle?

Powtórka

Podstawowe elementy struktury algorytmów to:



\SYMBOL 183 \f "Symbol" \s 10 \h
instrukcje warunkowe (rozgałęzienia warunkowe),



\SYMBOL 183 \f "Symbol" \s 10 \h
instrukcje bezpośredniego następstwa,



\SYMBOL 183 \f "Symbol" \s 10 \h
iteracje instrukcji,



\SYMBOL 183 \f "Symbol" \s 10 \h
zagnieżdżone pętle,



\SYMBOL 183 \f "Symbol" \s 10 \h
zagnieżdżone podprogramy,



\SYMBOL 183 \f "Symbol" \s 10 \h
instrukcje wywołania.

III. ITERACJE, REKURENCJA, ALGORYTMY
REKURENCJA
- Co to jest "rekurencja"? (ptrz MBM -8-)

- Jest to sposób określania następnika (następnego kroku) poprzez poprzedników, (poprzez kroki poprzednie).

A oto słynny przykład z 1202 roku (patrz MBM -8-)

PRZYKŁAD 7.
 Fn+2 = Fn+1 + Fn,


Ciąg 
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F0=0;  F1=1                              n\SYMBOL 206 \f "Symbol"N \SYMBOL 218 \f "Symbol" n=0

zwany jest ciągiem Fibonacciego.


Reguła w ramce zadaje następnik jako sumę dwu poprzedników w opisywanym ciągu liczb. Jest to przykład rekurencyjnego określenia ciągu a zarazem przykład równania różnicowego.

Zapytanie 1     Co ma wspólnego ciąg Fibonacciego z ciągiem słów z Przykładu 1?

Podpowiedź       Wykonaj zalecenie ćwiczenia nr 10 w MBM-8-, a uzyskasz dodatkowo podpowiedź i do następnego zapytania.

Zapytanie 2        Przykład 2 również jest przykładem na rekurencyjne określenie ciągu liczb (tu - w postaci tzw. ułamków łańcuchowych). Co mają wspólnego ze sobą przykłady 7 i 2?

Informacja:
Przykład 14 oraz ćwiczenie 11 z MBM-8- stanowią zastosowanie rekurencji do określenia ciągu wspaniale wirujących trójkątów. Przykłady rekurencji i iteracji znajdzie Czytelnik także w MBM-9-. W tych i innych przykładach ....

Potęga rekurencji polega na możliwości definiowania, konstruowania nieograniczonego bywa ciągu obiektów poprzez wyrażenie skończone - najczęściej krótkie i przejrzyste

ZAD 5.

Napisz algorytm zliczania liczby wyrazów ciągu Fibonacciego mniejszych od 103 

a) w postaci diagramu,
b) w postaci programu


Zastosujemy teraz rekurencyjny sposób zapisu kroków postępowania w pewnym starożytnym przykładzie zagadnienia algorytmicznego. Problem ten owiany legendą przypisywany jest tybetańskim mnichom i związany jest z przepowiednią daty "końca świata"* 

PRZYKŁAD 8
("Wieże Hanoi") Problem rozstrzygnięty w 1980 roku** .





Zadanie polega na tym, aby przenieść krążki z kołka A na kołek B (z ewentu-alnym wykorzystaniem kołka C) przy dwu ograniczeniach ruchów:

1.  W jednym ruchu można przenosić tylko jeden krążek

2. Nie wolno kłaść krążka większego na mniejszym.

Ograniczenia:



Pytania

1. Czy jest to możliwe dla 
[image: image33.wmf]"
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, gdzie n to ilość krążków?




2. Jeżeli tak, to jaki jest algorytm postępowania?




3. Ile wynosi najmniejsza ilość ruchów potrzebnych do 



   
 wykonania  zadania?
ĆWICZENIE 3: 
Sprawdź, że odpowiedż na pytanie 3 brzmi:

a) 1 dla n=1
b) 3 dla n=2
c) 7 dla n=3
d) 15 dla n=4


Ujawnię teraz sposób (właśnie rekurencyjny) rozstrzygania zagadnienia dla n, jeśli znane jest rozstrzygnięcie dla n-1. Wpierw dla ilustracji przyjmę n=3, a także wprowadzę wygodne oznaczenie "stanu wież".

OZNACZENIA:




Przykłady stanu wieży :    (1, 1, 1);                (0, 1, 1)

   
                                     \SYMBOL 173 \f "Symbol"  \SYMBOL 173 \f "Symbol"  \SYMBOL 173 \f "Symbol"                            \SYMBOL 173 \f "Symbol"



  najmniejszy     największy
najmniejszego

                                                           średni                           krążka brak

Słowem : 




x = 1  - na k-tym miejscu oznacza obecność krążka k-tej średnicy

x = 0  - na k-tym miejscu oznacza brak krążka k-tej średnicy.

Rozważmy teraz sytuację z n=3 krążkami, którą sprowadzimy do sytuacji z n=2 krążkami w sposób jak niżej:




Miejsca oznaczone przez 

 są "zamrożone". Oczywiście w trzech ruchach ....










... Tak, właśnie te trzy ruchy wystarczą by przenieść 2 krążki górne z drążka A na C.

- A w ilu ruchach przeniesiemy n=3 krążki z A na B? 

Oto ruch czwarty (po "odmrożeniu" 

 miejsca ).




Oczywiście wystarczą teraz 3 ruchy (odpowiadające sytuacji n=2), by przenieść krążki z wieży C na B. Razem : 
3+3+ dodatkowy "odmrożony" ruch =  7. 


Bystry czytelnik zauważył już pewnie, iż w istocie podałem dowód indukcyjny i algorytm postępowania rozstrzygający problem wież; wystarczy spojrzeć na kosmetyczną odmianę sytuacji (S -  n=3);




ZAD. 6.

Podaj dowód indukcyjny na to, że można przenieść n-krążków z wieży A na B     (via C)     w   2n -1 krokach.

ZAD. 7.

Wykaż, że problem n "wież Hanoi" nie może być rozstrzygnięty w  mniej niż 

(2n -1) krokach.

ZAD. 8.


Zauważ, że rekurencja określa odpowiednią iterację i na odwrót. Iteracja określa na ogół pewną formułę rekurencyjną. Określ iterację odpowiadającą algorytmowi rozstrzygającemu problem "wież Hanoi".


Zastanawianie się nad zad. 8. pozwala na zrozumienie przykładu algorytmu zapis
anego jako procedura rekurencyjna.

PRZYKŁAD 9
algorytm rekurencyjny p.t."Hanoi" *
 OTO TEN ALGORYTM:

procedura: przenieś n z A na B używając C
(0) jeśli n=0 - stop

(1) jeśli n=1 to przenieś z A na B

(2) w przeciwnym razie (n>1) , rób co następuje:


(2.1) wywołaj przenieś n-1 z A na C używając B 

(2.2) przenieś A na B


(2.3) wywołaj: przenieś n-1 z C na B używając A
(3) wróć.


Jak widać, mamy tu do czynienia z zadanym rekurencyjnie zstępującym ciągiem wywoływanych podprogramów. Dzięki temu program jest 



a) oszczędny, 

b) przejrzysty.

Każda wszak rekurencja wyznacza iterację postępowania. Ten fakt tu wykorzystany prowadzi do jeszcze krótszego algorytmu, który zapiszemy po angielsku i po polsku.

procedure: "Towers of Hanoi"

repeat

moove smallest disk clockwise


moove second disk to remaining pole

until  all disks are on one pole

po polsku    (wypełnia czytelnik)

IV NA ZAKOŃCZENIE ...

Na zakończenie tego zeszytu proponuję jeszcze dwa przykłady prostych algorytmów oraz nieco ćwiczeń.

PRZYKŁAD 10 
(algorytm z rekurencją)


Algorytm rozstrzygający problem "wież Hanoi" uporał się z zadaniem dla n krążków,  rekurencyjnie  zastępując go dwoma takimi samymi zadaniami, ale dla n-1 krążków. I ... itd. Słowem:






     n
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n-1                 n-1
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ĆWICZENIE 4: 
Ilość kroków postępowania w algorytmie "Hanoi" o n krążkach = ilość strzałek na powyższym diagramie  - grafie - "drzewie" + 1 = 2n -1. Wykaż to.


Rozpatrzmy* teraz listę L n liczb różnych; n \SYMBOL 206 \f "Symbol" N; tzn \SYMBOL 124 \f "Symbol"L\SYMBOL 124 \f "Symbol" = n;

 \SYMBOL 124 \f "Symbol"zbiór S\SYMBOL 124 \f "Symbol"

\SYMBOL 186 \f "Symbol" liczność zbioru S.

Przez dwie "połowy" listy L będziemy rozumieli listy L1 & L2 ;

a)
\SYMBOL 124 \f "Symbol"L1\SYMBOL 124 \f "Symbol" = n/2 = \SYMBOL 124 \f "Symbol"L2\SYMBOL 124 \f "Symbol"; 
 L1 \SYMBOL 200 \f "Symbol" L2 = L;
n=2k;  k\SYMBOL 206 \f "Symbol"N

b)
\SYMBOL 124 \f "Symbol"L1\SYMBOL 124 \f "Symbol" = (n+1)/2      \SYMBOL 124 \f "Symbol"L2\SYMBOL 124 \f "Symbol"=(n-1)/2;        
 L1 \SYMBOL 200 \f "Symbol" L2 = L;
n=2k-1;  k\SYMBOL 206 \f "Symbol"N

Zadanie algorytmiczne brzmi:


"Znajdź element najmniejszy i znajdż element największy na liście L"
Uwaga: 
Lista L to nie tylko zbiór; to zbiór uporządkowany; każdy element jest w "L zapisany" na kolejnym miejscu, zatem L to ciąg liczb; i tak L1 to pierwsze "pół" ciągu L,  L2 zaś to drugie "pół" ciągu L.

Rozwiązanie
zadania jest algorytmem z rekurencją:

Oto ten algorytm

ALGORYTM: "znajdź min i max" w L* 

(1) Jeśli L jest zbiorem z jednym elementem to wybierz ten element jako min &       jako  max.

      Jeśli L jest ciągiem o dwu elementach to wybierz mniejszy jako min & większy       jako max.

(2) w przeciwnym razie zrób co następuje


(2.1) podziel L na  L1 & L2  (połowy)


(2.2) wywołaj: znajdź min & max w  L1 oraz przekaż wyniki jako "min1" &                "max1"


(2.3) wywołaj znajdź min & max  w   L2   oraz przekaż wyniki jako "min2" 
       & "max2"


(2.4) wybierz "min" jako mniejszą z "min1" & "min2"


(2.5) wybierz "max" jako większą z "max1" & "max2"

(3) wróć z wartościami min & max


Rekurencja zawarta tu jest w podprogramie "znajdź min i max", który zawiera w sobie odpowiednio komendy o nr (1) i numerach zaczynających się od (2. ...), tyle że odpowiednio do kolejnych "połówek" stosowanych.

Ilustracja 1:


Oto ilustracja działania algorytmu "znajdź min i max" w L gdzie L to:

 


         L    
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....................................................................................................

krok (3)  "wróć"                  
                                                      


PRZYKŁAD 11
(Sortowanie via scalanie)* 


Idea sortowania poprzez scalanie polega na tym by miast sortować listę L zrobić to z listami (połówkowymi) L1  & L2 ....(oczywiście miast sortować np. listę L1 robimy to z jej połówkami  etc. .... \SYMBOL 222 \f "Symbol" stąd \SYMBOL 222 \f "Symbol" rekurencja). Jasne - małe np. dwuelementowe czy też jednoelementowe listy sortuje się banalnie ... -  Ale ..... !

Ale ....  Jak z dwu posortowanych podlist wynikowych 

np.




utworzyć scaloną listę posortowną. - Jak je scalić? Chwila namysłu ... i - Tak! trzeba to robić parami "w kółko" wybierać i dołączać do listy wynikowej mniejszy z dwu elementów znajdujących się na obu początkach list; - 6-tka  czy 5-tka mniejsza? Jasne piszemy  

  następnie, następnymi będą 10-tka i 12-tka; najpierw mniejsza potem większa liczba czyli 

... itd. (Dokończ "dzieła" i wypisz scaloną  z sortowaniem listę wynikową W otrzymaną z list W1 & W2)

Ilustracja 2.
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ĆWICZENIE 5: 
Napisz podobnie jak w przykładzie 10 rekurencyjny algorytm: "sortuj via podział & scalanie".

Ilustracja 3
lista L:
                       


                            





         

 

Lista wynikowa W


Czytelnik zechce (jeśli zechce) popróbować swych sił wykonując na koniec kilka ćwiczeń.

ĆWICZENIE 6.
Obmyśl schematy blokowe i zapisz procedury:

a) algorytmu obliczającego liczbę zmian znaku występujących w ciągu liczbowym skończonym o niezerowych elementach

b) algorytmu wyliczającego wartość średnią skończonego ciągu licz dodatnich a zarazem podającego liczbę elementów mniejszych od średniej wartości

c) algorytmu zamiany zapisu liczby naturalnej w systemie dziesiętnym na zapis tej liczby w systemie dwójkowym

d) algorytmu poszukiwania największego wspólnego dzielnika (n.w.d.) dwu liczb naturalnych

e) algorytmu poszukiwania najmniejszej wspólnej wielkorotności (n.w.w.) dwu liczb naturalnych.

f) algorytmów "min & max" oraz sortować via scalanie

DODATEK
   ZADANIA "o mrówkach": 

Poniższe zadania obrazują dwa typowe spostrzeżenia dotyczące algorytmów:

I) algorytm może być bardzo prosty, a przewidywanie wyniku szczegółowego prawie niemożliwe.

II) Zapisanie prostych do iteracji instrukcji  

 w  postaci innej niż algorytmiczna (np w rekurencyjnej postaci równania różnicowego) bywa - wymaga nielada trudu - A przecież ...

Cechą dobrego algorytmu jest jednoznaczność i prostota kolejno wykonywanych instrukcji. Tym niemniej równanie różnicowe rekurencyjnie zadające kolejne iteracje jest samo w sobie algorytmem i właściwie gotowym programem; czytelnik niech oceni to sam.

ZAD. 1.
Światem mrówki stworzonej przez Langtona jest szachownica wyznaczona przez kratę:

             L 

       

Część kwadratów może być biała, część - czarna. Zachowanie mrówki Langtona w dyskretnie "tykającym" czasie Z określa zbiór następujących reguł:

1. Mrówka przemieszcza się co rusz (co tyknięcie) do sąsiedniego pola 
szachownicy.

2. Jeśli znajduje go czarnym, to skręca o \SYMBOL 112 \f "Symbol"/2 w swoje lewo, zaznacza - maluje opuszczane pole na biało i wychodzi zeń zgodnie z kierunkiem jaki uzyskała po zwrocie o \SYMBOL 112 \f "Symbol"/2.

3. Jeśli pole, na które przybyła jest białe, to mrówka skręca w swoje prawo, maluje pole na czarno i wychodzi.

Sprawdź zachowanie się mrówki po około 10 tys. krokach ("chwil" \SYMBOL 206 \f "Symbol"Z) zadając różne liczby czarnych i białych pól.

Wykaż, że dla każdego ograniczonego obszaru (tj. tu dla każdego skończonego zbioru pól szachownicy) istnieje takie t\SYMBOL 206 \f "Symbol"Z, że po czasie t - mrówka wyjdzie poza ten obszar. Zauważ, iż oznacza to, że trajektorie są nieograniczone* .                           

ZAD. 2. (niezbyt łatwe)

Dla mrówki Langtona zdefiniowanej w zdaniu poprzednim ułóż odpowiednie równania różnicowe, określające jej trajektorię przy zadanym stanie początkowym "kratownicy" Z x Z.

A może spróbujesz to równanie ... rozwiązać? ... Ja nie potrafię!

ZAD. 3.
L.A. Bunimovich & S.E. Trołbeckoj stworzyli całą rodzinę "mrówek" i "mrówczych" dynamik uogólniających dynamikę zaproponowaną przez Langtona.

Niechaj oto kwadraty kratownicy utożsamianej z Z\SYMBOL 180 \f "Symbol"Z przyjmują n wartości 
[image: image34.wmf]{
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 kolorów. Reguły poruszania się mrówki są wtedy następujące:

1) Gdy mrówka opuszcza komórkę o kolorze k\SYMBOL 206 \f "Symbol"Zn , wtedy zmienia ten kolor na     
[image: image35.wmf](
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2) Określenia dynamiki ruchu na kratownicy dopełnia ustalenie słowa-klucza      
[image: image36.wmf](
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, według którego mrówka na polu o kolorze k skręca w prawo, gdy k-tą współrzędną słowa 
[image: image37.wmf]k

 jest 1, zaś w lewo, gdy jest nią zero.

Ułóż odpowiednie równanie różnicowe zadające ruch mrówki "L-B-T" (tj. mrówki Langtona-Bunimovich'a-Trołbeckoja).

ZAD. 4.
Inną niż w zadaniu 3 odmianą "mrówki" jest automat komórkowy** , w którym pola oprócz białych i czarnych mogą być np. pomarańczowe. Klatki w tym znakomitym kolorze niechaj tym różnią się od białych i czarnych z modelu Langtona, że mrówki im nic nie robią, a komórki pomarańczowe "w rewanżu" przepuszczają mrówki bez zmian kierunku.

Ułóż równanie różnicowe opisujące trajektorię takich mrówek dla wybranych przez siebie konfiguracji domieszek komórek pomarańczowych. Znajdź przykład takich niepustych zbiorów-deseni komórek pomarańczowych, dla których w tym trójkolorowym automacie komórkowym twierdzenie Cohena-Konga nie obowią-zuje. A czy jest taka nietrywialna konfiguracja trójkolorowa - by twierdzenie utrzymać w mocy?

Komentarz

Powtórzmy jeszcze raz sens zadań 1-4. Reguła algorytmiczna może być jak widać bardzo prosta a zarazem prowadzić do skomplikowanego stanu - wyniku końcowego. Zapis analityczny z kolei - jakby zaciemniał tu prostotę reguły.  Prostota powyższych "mrówczych" algorytmów ma za swe żródło iterację prostej instrukcji.

ODPOWIEDZI
Algorytm z przykładu 2 ma postać         
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Odp. do zad.1.
Dowód "a contrario" (czyli przez doprowadzenie do sprzeczności):


Zauważ najpierw, że kierunek pierwszego ruchu np. pionowy ustala kierunki ruchu pionowe lub* poziome na wszystkich polach kraty (tworzy się wzór szachownicy - łatwy dowód indukcyjny). Ustalmy dowolny ograniczony obszar, którego mrówka jakoby na pewno nigdy nie opuści. Obszar ten posiada skończoną liczbę pól, więc mamy skończoną liczbę możliwych położeń mrówki i zabarwień pól. Ponieważ czas ruchu mrówki jest nieograniczony a liczba możliwych sytuacji różnych na obszarze skończonym ... jest skończona, to istnieją dwie różne chwile czasu t1, t2 \SYMBOL 206 \f "Symbol"Z, dla których położenie mrówki i szachownica zabarwień pól są identyczne. Czyli  ruch mrówki byłby okresowy.


[image: image42.wmf]
Niech S będzie obszarem, w którym odbywałby się ten ruch. Rozpatrzmy skrajne brzegowe pole s tego obszaru sasiadujące z górnym i prawym polem spoza obszaru S. Z założenia albo mrówka zawsze wchodzi na to pole od lewej strony i wychodzi na dół, albo zawsze wchodzi na to pole z dołu i wychodzi w lewo.  Ale przejście przez pole s powoduje zmianę koloru tego pola. I tak jeśli mrówka weszła z lewej strony, to wchodząc następnym razem wyjdzie w górę, jeśli zaś weszła z dołu, to następnym razem wyjdzie w prawo. Czyli powtórne wejście mrówki na pole s spowoduje jej wyjście poza obszar S!

odp. do zad. 2.  (Czytelniku, jeśli nie rozumiesz to ... dobrze! Wróć do komentarza na str.39 i albo zrezygnuj albo spróbuj).

Stany "świata" tzn. "środowiska" mrówki Langtona:


[image: image43.wmf][

]

(

)

}

1

,

0

{

;

,

,

.

,

;

2

2

,

,

,

,

)

,

(

,

2

2

)

,

(

=

Î

=

´

Ì

Î

Ä

Ä

´

Î

´

Î

Z

gdzie

Z

y

x

y

x

s

tzn

Z

Z

S

S

s

j

i

j

i

j

i

j

i

Z

Z

j

i

j

i

Z

Z

j

i


Słowa:  xi,,j= 1 (białe), 0 (czarne)

              yi,,j=1 (pionowy), 0 (poziomy)

Wybór S poprzez kierunki skręcania:
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Oczywiście S=\SYMBOL 76 \f "Symbol"0\SYMBOL 200 \f "Symbol" \SYMBOL 76 \f "Symbol"1.

Otrzymujemy cztery typy rozłącznych ale Z4 -symetrycznie sobie odpowiadających dynamik:

-horyzontalna - lewa \SYMBOL 76 \f "Symbol"0[0] 

               - horyzontalna - prawa \SYMBOL 76 \f "Symbol"0[1]   

  - wertykalna - góra  \SYMBOL 76 \f "Symbol"1[0] 

- wertykalny - dół  \SYMBOL 76 \f "Symbol"1[1] 

Definicja dynamiki  \SYMBOL 76 \f "Symbol"0[1] * 

Niech
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Pierwsza iteracja:


stan środowiska 
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położenie mrówki  (0,0)\SYMBOL 174 \f "Symbol"(1,0).

Druga iteracja:


stan środowiska 
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położenie mrówki  
[image: image48.wmf](
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(t+1)-sza iteracja:


stan środowiska 
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położenie mrówki  
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gdzie jednocześnie 
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A jaką postać mają równania dla dynamik  
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odp. do zad. 3.

1. Równanie ewolucji stanu kratownicy ma postać
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   gdzie:    
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oraz 
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[image: image58.wmf]x
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- wartości kolorów, 
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 - "skręt"

    (poziomo, pionowo), przy czym 
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2. Równanie różnicowe wyznaczające iteracje i trajektorię.

    Niech 
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 oznacza wartość koloru na polu [i(t),j(t)]. Niech 
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Uwaga: Oczywiście dla 
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 słuszne jest twierdzenie Cohena-Konga (patrz zad.1).

odp. zad. 4. 


Ktoś kto zrozumiał rozwiązania zadań 1,2,3 jest zachęcany tu do samodzielności.

odp. zad. 5
a)

 



\EMBED MSDraw   \* mergeformat

b) Procedura: "Fn+2 = Fn+1  + Fn < 1000"


(1) n \SYMBOL 172 \f "Symbol" 0



(1.1) if   Fn+2  < 1000   then n \SYMBOL 172 \f "Symbol" n+1



(1.2) else print (n+2)


(2) stop

odp. zad. 6.

I) dla n=1,2,3 OK

II) Niech  dla n-1 będzie OK,  wtedy (n-1) górnych krążków przenosimy na C w 2n-1 -1 krokach; następnie największy krążek przenosimy z A na B. Przeniesienie z C na B odbywa się w 2n-1 -1 krokach. Razem wynosi to 2n-1.

odp. zad. 7.

I) Teza zadania jest oczywista dla n=1

II) Załóżmy, że jest prawdziwa i dla n-1. Wtedy (patrz rozwiązanie zad. 6) z tego założenia wynika, że teza jest prawdziwa i dla n.

Jasne :
minimalna dla (n-1) + minimalna dla (n-1) + 
[image: image72.wmf]1

     = minimalna dla n

odp. do ćw. 6
a) "Ile zmian znaku występuje w ciągu liczbowym o niezerowych elementach"


schemat:




b) Wczytuje się jakiś ciąg liczb dodatnich, poczem - jeśli wczyta się 0, to oznacza to, że ciąg się skończył (zero spełnia tu rolę tzw. "wartownika").




c) Zacznijmy od uzasadnienia algorytmu zamiany liczby naturalnej a zapisanej w systemie dziesiętnym na liczbę a zapisaną w systemie dwójkowym poprzez:

Przykład:
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Ćwiczenie:
a) 35= (...?...)2)
b) 177=(...?...)(2)




c) 193=(...?...)(2)
d) 195=(...?...)(2)    Uwaga: 193 = 191+2

Spostrzeżenie 
a/2 = 19/2= 9 r 1 \SYMBOL 222 \f "Symbol" a= 
[image: image79.wmf]2
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9/2 = 4 r 1 \SYMBOL 222 \f "Symbol"  a = (..... 11)2;  4/2 = 2 r 0  \SYMBOL 222 \f "Symbol"  a =  (..... 11)2, 2/2 = 1 r 0 \SYMBOL 222 \f "Symbol" 

a =  (..... 11)2;   1/2 = 0 r 1 \SYMBOL 222 \f "Symbol" a = (10011)(2) 

Wniosek:


Program zmiany zapisu: "dziesiętny  na dwójkowy"

0. Wczytaj a;  zmienne: n - licznik ciągu cyfr, bn cyfry 0 lub 1

1. n \SYMBOL 172 \f "Symbol" 0

2. n \SYMBOL 172 \f "Symbol" n+1


(2.1) bn \SYMBOL 172 \f "Symbol" a mod 2


(2.2) a \SYMBOL 172 \f "Symbol" [a/2]

3. Jeśli a \SYMBOL 185 \f "Symbol" 0 to idź do 2

4. Drukuj bn

(4.1) n \SYMBOL 172 \f "Symbol" n-1


(4.2) jeśli n \SYMBOL 185 \f "Symbol" 0 to idź do 4

5. Stop




Objaśnienia:
a mod 2 = reszta z dzielenia przez 2



[a/2]     = część całkowita liczby a/2.

d) algorytm: "n.w.d." (w/g Eulera)




e) algorytm: "n.w.w"




f) Procedura: znajdź "min & max w L" 




g) sortowanie via scalanie "s via s: L"




Schemat scalania:










* a,b  N;  a=kb+r;   r<b;   �\EMBED Equation ���


* S. Weinfeld: Awicenna , KAW Warszawa 1985


H. Kaufman: Dzieje komputerów, PWN 1980, Biblioteka Problemów tom 268


[BAT] B.A.Trachtenbrot: Algorytmy i automatyczne rozwiązywanie zadań,         Warszawa, PWN, 1961


* Dawid Harel: Rzecz o istocie informatyki. Algorytmika, WNT, Warszawa 1992


* 3 następuje jeśli nie zachodzi 2.


* A.K. Dewdney: The Turing Omnibus - 61 Excursions in Computer Science,


   Computer Science Press 1989, str. 332-333,    patrz także D. Harel


** W.W. Rouse-Ball  Mathematical Recreatons and Essays Macmillan, London,     1982


* Dawid Harel: Rzecz o istocie informatyki. Algorytmika, WNT, Warszawa 1992


* Dawid Harel: Rzecz o istocie informatyki. Algorytmika, WNT, Warszawa 1992


* Dawid Harel: Rzecz o istocie informatyki. Algorytmika, WNT, Warszawa 1992


* Dawid Harel: Rzecz o istocie informatyki. Algorytmika, WNT, Warszawa 1992


* Twierdzenie o niograniczoności trajektorii nosi nazwę twierdzenia Cohena-Konga.  Patrz: Świat Nauki, wrzesień 1994, str.91


**   David Gale: The Industrious Ant, w: The Mathematical Inteligencer, Vol. 15, No. 2 (1993), pp. 54-55





* albo - albo


* Uwaga 


zauważ, że 1) �\SYMBOL 34 \f "Symbol"�x�\SYMBOL 206 \f "Symbol"�Z2   x�\EMBED Equation ���x=0, gdzie �\EMBED Equation ���  to dodawanie modulo 2;


	   2) "ciągi-wektory" dodajemy �\EMBED Equation ���współrzędna po współrzędnej modulo 2.
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