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WSTĘP


W wyniku porównywania liczności zbiorów powstaje  pojęcie liczby naturalnej;  1,2,3,4,..., itd.  Nazwy zatem takie jak: 1,2,7,..,5,3   itp. to nazwy wyników porównywania liczności zbiorów.


Zbiór liczb naturalnych  
[image: image2.wmf]N

  z dodawaniem stanowi jeden z najprostszych systemów rachunkowych.                                  

- Co to znaczy : "system rachunkowy" ?                             

- To znaczy, że miast przeprowadzania operacji na zbiorach konkretnych przedmiotów, posługujemy się ich symbolami.       

W rodzinie czy zbiorze tych symboli wprowadzamy przepis na otrzymywanie z dwu symboli trzeciego i nazywamy ten przepis działaniem, gdyż odpowiada ten przepis rzeczywistemu działaniu na konkretnych przedmiotach, tak jak i symbol liczby jest nazwą wyniku konkretnej czynności. Na przykład w zbiorze liczbowych symboli   
[image: image3.wmf]N

 = {1,2,3,....} dobrze znane przepisy to:                 

	I
	1
	2
	3
	4
	...
	
	II
	1
	2
	3
	.
	...

	1
	2
	3
	4
	5
	...
	
	1
	1
	2
	3
	.
	...

	2
	3
	4
	5
	6
	...
	
	2
	2
	4
	6
	.
	...

	3
	4
	5
	6
	7
	...
	
	3
	3
	6
	9
	.
	...

	4
	5
	6
	7
	8
	...
	
	.
	.
	.
	.
	.
	...

	.
	.
	.
	.
	.
	...
	
	.
	.
	.
	.
	.
	...



W przepisie zadanym tabelką  I  rozpoznajemy dodawanie zaś w drugim przepisie rozpoznajemy mnożenie symboli ze zbioru 
[image: image4.wmf]N

.

II & I  to po prostu "tabliczka mnożenia i tabliczka dodawania". 
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 tzn. zbiór symboli  
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  oraz przepisy  + &SYMBOL 183 \f "Symbol"  stanowią przykład najstarszego chyba systemu rachunkowego.


Praktyczna przydatność takiego systemu dobrze jest Czytelnikowi znana z ogrom- nej liczby doświadczeń osobistych.   


Zbiór liczbowych symboli  
[image: image7.wmf]N

  nie wystarcza jednak do prowadzenia działalności bankowej. Nie ma bowiem w nim symbolu oznaczającego dług np. "-7 ". Posługując się systemem 
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nie można dokonywać operacji  
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m

-

  jesli  
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Powiększając zbiór symboli liczbowych 
[image: image11.wmf]N

 o zestaw symboli 0,-1,-2,-3,....itd. otrzymamy zbiór symboli                  
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elementy, którego są nazwami szerszej klasy sytuacji.     


Elementy zbioru symboli liczbowych 
[image: image13.wmf]Z

 są nazwami wyników dokładania i ujmo-wania elementów; przy czem wynik np. -7 nie oznacza rzecz jasna  "zbioru o minus siedmiu elementach" lecz jest nazwą STANU ; np.stanu posiadania. Zatem liczby z 
[image: image14.wmf]Z

 to nazwy wyników pewnych czynności; tu dokładania i ujmowania elementów.


Zauważmy, że na symbole ze zbioru 
[image: image15.wmf]N

 też można tak popatrzeć, a mianowicie że są to nazwy stanu (stanu spraw, stanu posiadania), czy nazwy wyników odpowiednich czynności. 


Bank, zaopatrzony w system liczbowy 
[image: image16.wmf](
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 już może zacząć działalność, ale nie jest to jeszcze bank sprawny należycie. Nie będzie jego zbiór symboli liczbowych 
[image: image17.wmf]Z

  umiał nazwać np. wielu wyników dzielenia towarów .  W  
[image: image18.wmf]Z

 nie ma symbolu określającego np. stan "1/3 towarów do Belgii" albo "utrzymać tylko 2/5 mocy produkcyjnej". 


Do opisu również i tego typu sytuacji potrzebny jest więc większy zbiór symboli liczbowych. Wprowadźmy zatem taki oto zbiór symboli liczbowych: 
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Wtedy symbol -1/3 jest nazwą sytuacji: "brakuje jednej trzeciej czegoś" zaś  7/4 jest nazwą sytuacji:  "uzyskano siedem czwartych czegoś" .     


System rachunkowy 
[image: image20.wmf](
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 tj. zbiór 
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 nazw oraz cztery przepisy 
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 operacji na tych symbolach, jest już systemem wystarczającym do opisywania ożywionej działalności bankowej. Można zapisywać stany posiadania, w tym wyniki odejmowania, mnożenia i dzielenia. Wszystko się w  
[image: image23.wmf]W

  zmieści. 


Dzięki odpowiednim a znanym Czytelnikowi właściwościom działań 
[image: image24.wmf]+
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 , można unikać przeprowadzania doświadczeń w konkretnych sytuacjach, by sprawdzić jaki jest wynik operacji np. brania 2/3 czegoś a potem odejmowania 3/5.


Można się dowiedzieć jaki będzie wynik w ułamku sekundy. Trzeba albo samemu wykorzystać właściwości przepisów 
[image: image25.wmf]+
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 albo zaprogramować tabelki tych działań w komputerze i już jest wynik. (Ile?)                         


Ta uniwersalna przydatność systemu symboli liczbowych 
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 polega na tym, że abstrachujemy od wszystkich cech sytuacji konkretnych, z wyjątkiem cech, które oznaczone są symbolami liczbowymi ze zbioru 
[image: image27.wmf]W

.


I tak struktura 
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 jak mówią matematycy, jest wystarczająca do opisu sytuacji, którymi zainteresowany jest bank, sprzedawca, kupiec etc. System rachunkowy 
[image: image29.wmf](
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 nie zadowoliłby już jednak na przyklad ... Pitagorasa, bowiem stosunek długości przekątnej kwadratu do długości jego boku nie ma nazwy w zbiorze 
[image: image30.wmf]W

, nie jest opisany żadnym symbolem ze zbioru 
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. Wynik porównywania długości przekątnej kwadratu  i długości boku kwadratu nie mieści się już w systemie liczbowym 
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. Podobnie stosunek długości okręgu do promienia koła nie ma nazwy, nie ma odpowiedniego symbolu    w zbiorze 
[image: image33.wmf]W

. Naturalnie przekątną kwadratu można odrysować jako odcinek na prostej. Okrąg też można, po rozcięciu wyprostować i odrysować jako odcinek na prostej. W obu zatem przykładach idzie o możliwość porównywania długości odcinków. 


I tak komuś, kto chce opisywać stosunki długości odcinków na prostej, co jest jedną z pierwszych czynności geometrii, system symboli 
[image: image34.wmf](
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 już nie wystarcza.     


Jeśli na prostej 
[image: image35.wmf]R

 wybierzemy dwa punkty 0 i  1  to 


[image: image36.wmf]
możemy symbolem 
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  oznaczyć położenie punktu na prostej w odległości x na prawo od punktu 
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, zaś symbolem -x położenie punktu w odległości x na lewo od punktu 0. 

W pierwszym przypadku jest to stosunek długości odcinka 
[image: image39.wmf][
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 do długości odcinka 
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,

]

0

1

. Zatem stosunek "SYMBOL 112 \f "Symbol""  i  
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   jako wyniki porównywania długości odcinków mają swoje odpowiedniki w punktach na prostej 
[image: image42.wmf]R
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Symbol 
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 możemy traktować albo jako nazwę położenia punktu względem zera na prostej 
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, albo np. jako brak sztuki materiału o długosci 
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. Można też -x uważać za nazwę wyniku pewnej czynnosci; -x to nazwa przesunięcia czegoś tam na odległość x od punktu 
[image: image46.wmf]0

 w kierunku na lewo. Odpowiednio symbol 
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 to nazwa przesunięcia na odległość 
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 w kierunku na prawo. Zero zaś to nazwa braku przesunięcia. 


Naturalnie przesunięcia można dodawać i odejmować. Można je też mnożyć            i dzielić. Na przykład, jeśli 
[image: image49.wmf]x
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 są symbolami przesunięć na odległość 
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 w prawo     i odległość 
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 w lewo od punktu 
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, wtedy 
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 oznacza przesunięcie w lewo na ustaloną odległość, ktorą oznaczamy 
[image: image55.wmf]xy

. Przy takim geometrycznym odczytywaniu znaczenia symboli liczbowych 
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 należące do rodziny 
[image: image58.wmf]W

 też można uważać za nazwy przesunięć o odcinek, o ułamek odcinka czy o wielokrotność odcinka. I tak zbudowaliśmy strukturę 
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, która zawiera w sobie nazwy sytuacji opisanych przez 
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,  a nadto ogarnia jeszcze sytuacje czy wyniki działań nie mieszczących się w strukturze 
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SYSTEMY RACHUNKOWE           


Systemy rachunkowe 
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 czy 
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 pozwalają opisywać wielką rozmaitość sytuacji. Sytuacje opisywane przez 
[image: image65.wmf]N

 mieszczą się w klasie sytuacji opisywanych przez 
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, te zaś z kolei stanowią podklasę sytuacji dających się opisać za pomocą struktury 
[image: image67.wmf](

;

,

,

,

:

)

R

+

-

·

.


Symbole ze zbiorów 
[image: image68.wmf]R

, 
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, czy 
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 możemy przy tem uważać za odpowiedniki tj. za nazwy dających się porównywać czynności.


Z kolei własności działań na symbolach należących do 
[image: image71.wmf]W

 czy 
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 stanowią o tym, co mamy na myśli mówiąc, że symbole te - to liczby. Powiadamy też, że elementy zbiorów 
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 czy 
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 oddają stosunki liczbowe między sytuacjami, które opisują.

- Jakie to własności?

- Opiszemy je sprawnie, jeśli wprowadzimy pojęcie grupy.


Definicja 1. Grupą nazywamy parę 
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 jest zbiorem, 
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 jest znakiem działania, oraz spełnione są prawa:


1)   dla dowolnych elementów 
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2)   istnieje element 
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 - zwany neutralnym taki, że 
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   dla każdego z elementów 
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3)   dla każdego z elementów 
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Przykłady: Niech 
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 jest grupą. Elementem neutralnym 
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 jest wtedy 
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, natomiast elementem 
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 odwrotnym do dowolnego 
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 jest element -x.

W naddatek do wymagań pojęcia grupy - działanie w  
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 jest jeszcze przemienne. Takie grupy nazywać będziemy zatem przemiennymi.


Przykładem grupy - ale już z nieprzemiennym działaniem jest zbiór złożony z trzech obrotów  i  trzech  odbić przeprowadzających trójkąt równoboczny na siebie.

Naturalnie rownież 
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 jest grupą z przemiennym działaniem, podobnie jak i 
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Zauważmy zatem przy okazji, co następuje. Jeśli oznaczymy przez 
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  zbiory 
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 i W pozbawione zer, wtedy także i 
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 oraz 
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 są grupami przemiennymi. Elementem neutralnym w grupie 
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 jest liczba 1, a odwrotnym do dowolnie wybranego elementu 
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Struktury 
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;

,

)

R

+

·

 oraz 
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 opisują - jak widać to z przykładu - to samo, co zestawy symboli 
[image: image107.wmf](

;

,

,

,

:

)

R

+

-

·

 oraz 
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. Istotnie; istnienie operacji - & :  tj. operacji odwrotnych do dodawania i mnożenia - jest już przecież zapewnione przez fakt, że 
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 oraz 
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 są grupami.


I to właśnie te głównie własności operacji na symbolach z W czy R rozstrzygają o tym, że uważamy je za liczby.


Matematycy tego typu systemy rachunkowe nazywają ciałami.
 

Definicja 2. Ciałem nazywamy strukturę 
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 taką, że 
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2)   
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 jest grupą przemienną, oraz


3)    
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I tak, struktury 
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 oraz 
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Oprócz struktur  
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 istnieje jeszcze wiele , ba nieskończenie wiele innych systemów rachunkowych o podobnych własnościach, tj. o własnościach ciała.  Oto 


Przykład: Niech symbol 
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 oznacza obrót płaszczyzny o kąt 
[image: image124.wmf]2

p

/

p

 , gdzie 
[image: image125.wmf]p

 jest liczbą pierwszą. Niech np. 
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  a potem jeszcze o jedną taką jednostkę - to tyle co obrot o zero stopni. I tak dalej. Dodawanie zatem do siebie obrotów będących wielokrotnościami obrotu 
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Można owe symbole ze zbioru 
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 również mnożyć; np. 
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 , gdyż obrót o 2 jednostki 
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 podwojony, to tyle co obrót o jedną jednostkę 
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. Wszystkie możliwości ujmuje "tabliczka mnożenia 
[image: image149.wmf]·

 " :

	
[image: image150.wmf]·


	
[image: image151.wmf]$

0


	
[image: image152.wmf]$

1


	
[image: image153.wmf]$

2


	
	

	
[image: image154.wmf]$

0


	
[image: image155.wmf]$

0


	
[image: image156.wmf]$

0


	
[image: image157.wmf]$

0


	
	

	
[image: image158.wmf]$

1


	
[image: image159.wmf]$

0


	
[image: image160.wmf]$

1


	
[image: image161.wmf]$

2


	
	

	
[image: image162.wmf]$

2


	
[image: image163.wmf]$

0


	
[image: image164.wmf]$

2


	
[image: image165.wmf]$

1


	
	



Jako zajęcie przynoszące korzyść, pozostawiamy Czytelnikowi dowiedzenie faktu, że 
[image: image166.wmf]Z

p

p

º

-

Ù

{

$

,

$

,

.

.

.

,

}

0

1

1

, tj. zbiór obrotów o wielokrotność kąta 
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 stanowi ciało, wtedy i tylko wtedy, gdy 
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 jest liczbą pierwszą.


Podsumowanie:  Poznaliśmy  już  nieskończenie  wiele systemów liczbowych, gdyż liczb pierwszych jest nieskończenie wiele (udowodnił to już Euklides - spróbuj i Ty). We wszystkich do tej pory poznanych systemach liczbowych, tj. ciałach, elementy tych ciał są nazwami jakiegoś rodzaju czynności. 

Niezależnie wszak od typu przypisywanych im czynności, już z samego faktu, że symbole te tworzą ciała, wynika nieograniczona wręcz liczba tożsamości - wspólnych wszystkim ciałom.
Na przykład 
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Związki tego rodzaju pozwalają na sprawne wyliczanie (na symbolach ) wyników rozmaitego postępowania w sytuacjach rzeczywistych.

              Pytanie:
W związku z poszerzaniem zakresu nazywanych sytuacji, od N poprzez W aż do R, nasuwa się pytanie, czy istnieją obszerniejsze niż R systemy liczbowe o charakterze ciała a więc zasadniczo podobne do W czy R ?


Jeśli na przykład przesunięcia na prostej tworzą ciało, to może i jakieś odwzorowania płaszczyzny też tworzą system liczbowy o charakterze ciała?

?               

ODWZOROWANIA I MACIERZE          


W poszukiwniu obszerniejszego niż 
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 systemu rachunkowego zajmiemy się niektórymi odwzorowaniami płaszczyzny. Będziemy mianowicie rozważać takie odwzorowania, które wektorowi na płaszczyźnie o współrzędnych 
[image: image171.wmf]x

y

æ

è

ç

ö

ø

÷

 przyporządkowują wektor o współrzędnych 
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 ,  według przepisu:    
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,    gdzie  
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Odwzorowania zadawane przez układ równań (1)  nazywamy liniowymi. Punkt płaszczyzny o współrzędnych  
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  nazywamy wektorem, gdyż utożsamiać będziemy punkty płaszczyzny, przy wybranym układzie kartezjańskim, z wektorami przesunięcia, od punktu 
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 do odpowiednich punktów  
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Jeśli odczytujemy parę współrzędnych 
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 jako wektor przesunięcia, to wtedy określone jest naturalnie dodawanie takich par:         
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Wektor  

  to wynik złożenia przesunięcia  

 z 

 . Naturalnie, przesunięcia, czyli tu -  wektory -  można przemnażać przez liczby 
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a także zmieniać kierunek przesunięcia przez obrót o kąt SYMBOL 106 \f "Symbol" :
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Nietrudno się przekonać, że oba odwzorowania tj. przemnażanie przez liczbę i obrót wektorów na płaszczyźnie, zadane są układem równości postaci (1) Zaraz to unaocznimy. 


Najpierw jednak wymyślimy taki sposób zapisywania odwzorowań liniowych, czyli postaci (1), który znakomicie zwiększy naszą sprawność przy obliczaniu wyników np. kolejnego składania przekształceń typu (1). 


W zbiorze liniowych przekształceń płaszczyzny chcemy się przecież dopatrywać podobieństwa do systemu rachunkowego 
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, którego symbole też można odczytywać jako odwzorowania. Zauważmy więc, że 
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 można utożsamić z operacją przemnażania wektorów na prostej - przez liczbę x. Można też równie dobrze utożsamiać 
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 z operacją przemnażania wektorów na płaszczyźnie - przez tę liczbę x.  


I tak, wprowadzimy zapis ułatwiający poszukiwanie takiej rodziny odwzorowań, która przypominałaby system obliczeniowy typu ciała.


Pojęciem umożliwiającym taki zapis jest pojęcie macierzy.     

MACIERZE             


Ciąg liczb 
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 zapisany poziomo nazywamy wierszem. Natomiast ciąg liczb zapisanych pionowo  
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 nazywamy kolumną. Ciąg liczb zapisany tak by składał się z n wierszy i m kolumn nazywamy macierzą 
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  Rzut oka na układ równań (1) pozwala nam zauważyć, że odwzorowaniu zadanemu przez (1) odpowiada wzajemnie jednoznacznie macierz 
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to jest macierz współczynników układu równań (1). Sam układ równań (1) można uważać za wynik "podziałania macierzą A na wektor-kolumnę  
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 " . Wystarczy to "podziałanie" odpowiednio określić. No to popatrzmy na macierz A . Ma ona dwa wiersze: pierwszy to 
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  Niech teraz macierz na kolumnę-wektor 
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 działa tak:
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to znaczy, że 
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jest zapisem przyporządkowania określonego przez układ równań (1). Wykonajmy teraz kilka prostych obliczeń.


Przyklady:
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Łatwo dostrzec, że macierz 
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określa odbicie wgzlędem prostej P

   
[image: image204.wmf]a

p

=

/

4

prosta

P


natomiast macierz         
[image: image205.wmf]0

1

1

0

-

æ

è

ç

ö

ø

÷


określa obrót o kąt 
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są wzajemnie prostopadłe). Macierz   
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  nazwiemy tedy macierzą obrotu o 
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   będziemy mówili, że jest macierzą odbicia względem prostej P.


Między liniowymi odwzorowaniami płaszczyzny, to jest odwzorowaniami zadanymi układem równań  (1), a macierzami  
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 istnieje wzajemnie jednoznaczna odpowiedniość. Każdy układ postaci (1) zadaje macierz i na odwrót. Każda macierz zadaje poprzez (2) liniowe odwzorowanie płaszczyzny.


Pojawia się od razu naturalne pytanie. Jeśli znamy dwie macierze 
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 i G odwzorowań f i g , to jak z tych macierzy odwzorowań f i g otrzymać macierz odwzorowania  
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 Odwzorowanie g przeprowadza wektor  
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,  zgodnie z (2), czyli 
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 Z kolei odwzorowanie f przeprowadza wektor 
[image: image218.wmf]x

y

'

'

æ

è

ç

ö

ø

÷

 , w  
[image: image219.wmf]x

y

'

'

'

'

æ

è

ç

ö

ø

÷

 również zgodnie z (2), czyli
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W rezultacie odwzorowanie 
[image: image221.wmf]f

g

o

 przeprowadza wektor 
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 zgodnie z przepisem: 
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Z tożsamości (3) wyliczamy, że   
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gdzie
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 iloczyn skalarny wiersza 
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 iloczyn skalarny wiersza 
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Liczby  a,b,c,d  tworzące macierz G, czy  a',b',c',d' tworzące macierz F, nazywa-my elementami macierzowymi tych macierzy. Dowolną macierz 
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 wygodnie jest przy tym zapisać tak :
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gdzie liczbę 
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  nazywamy ij-tym elementem macierzy A . 

Macierz 
[image: image241.wmf]a

b

c

d

'

'

'

'

'

'

'

'

æ

è

ç

ö

ø

÷

 odpowiadającą złożeniu odwzorowań zadanych macierzami  
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  oraz  
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  nazywamy iloczynem tych macierzy, co zapisujemy tak:
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gdzie a",b",c",d" wyrażone są przez elementy macierzowe macierzy F i G zgodnie ze wzorami powyżej. I tak :

REGUŁA:

ij-ty element macierzy (FG) , to iloczyn skalarny i-tego wiersza z F przez j-tą kolumnę z G.


Mnożenie macierzy przez macierz, czyli składanie przekształceń liniowych, sprowadza się zatem do mnożenia wierszy przez kolumny odpowiednich macierzy. Zróbmy kilka ćwiczeń obrazujących przepis (4) mnożenia macierzy tym bardziej, że umiejętność mnożenia macierzy wkrótce okaże się korzystna i niezbędna. Zalecamy wykonanie wszystkich ćwiczeń.

ĆWICZENIA: 
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iloczyn skalarny wiersza 
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Z (5) wynika już, że
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Oznaczmy teraz przez 
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są wektorami prostopadłymi (wiersze też), a otrzymamy


[image: image263.wmf]x

y

y

x

x

z

y

z

y

z

x

z

-

-

=

æ

è

ç

ö

ø

÷

æ

è

ç

ç

ö

ø

÷

÷

æ

è

ç

ö

ø

÷

/

/

/

/

.

r

r

r

r

2

2

2

2

1

0

0

1


oraz


[image: image264.wmf](

)

8

0

0

2

2

x

y

y

x

x

y

y

x

z

z

-

-

=

æ

è

ç

ö

ø

÷

æ

è

ç

ö

ø

÷

æ

è

ç

ç

ö

ø

÷

÷

r

r

.



Ma także miejsce wynikająca z (6) tożsamość 


[image: image265.wmf](

)

9

x

y

y

x

x

y

y

x

x

y

y

x

x

y

y

x

-

-

º

-

-

æ

è

ç

ö

ø

÷

æ

è

ç

ö

ø

÷

æ

è

ç

ö

ø

÷

æ

è

ç

ö

ø

÷

'

'

'

'

'

'

'

'

.


Spostrzeżenia:            


1.  Czytelnik, który zechciał wszystkie powyższe ćwiczenia wykonać zapewne wiele już zauważył. I tak macierz  
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opisująca tożsamościowe przekształcenie płaszczyzny , tj.
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jest elementem neutralnym ze względu na mnożenie macierzy, tzn. 
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 będziemy zatem nazywać jednostkową.                    


2.  Przepis mnożenia macierzy jest dobrany tak, żeby mnożenie macierzy stanowiło składanie odwzorowań. Nic więc dziwnego, że mnożenie macierzy, jak to wskazuje jeden z przykładów jest nieprzemienne. Składanie odwzorowań przecież nie jest przemienne. Oczywiście mnożenie macierzy jest łączne, gdyż składanie odwzorowań jest łączne. (Czytelnik może zresztą sprawdzić własność łączności bezpośrednim rachunkiem).


3.  Nie każde odwzorowanie ma do siebie odwrotne. Tak jest więc i z macierzami. Nie ma odwrotnej do siebie macierz zerowa tj. macierz 



 .


Również i w przypadku macierzy





nie istnieje taka macierz  B aby 



(Powyższa macierz A występuje w jednym z pierwszych przykładów, gdzie 
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, czyli 
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Nas jednak będą interesowały tylko takie macierze, wyjąwszy 0, które mają do siebie odwrotne i mnożenie których jest przemienne. Poszukujemy bowiem przekształceń, które przypominałyby właściwościami liczby  (a to znaczy, że odpowiednie macierze ze względu na mnożenie powinny stanowić grupę przemienną). Ten kto wykonał sam wszystkie ćwiczenia ma duże szanse samodzielnego odkrycia takich przekształceń. 

Spostrzeżenie            


Przyglądnijmy się macierzom 

 postaci





Jeśli pomnożyć dwie macierze tej postaci, to otrzymamy znów macierz tej samej postaci, jak pokazuje to (6). 


Mnożenie macierzy typu 
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[image: image276.wmf]$

1

 jest macierzą postaci
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stanowi grupę przemienną ze względu na mnożenie macierzowe, które, przypominamy, zapisuje składanie odpowiednich odwzorowań płaszczyzny. Dołączając do 
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 macierz  0 otrzymujemy zbiór macierzy  
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Pytanie              


A jakie to przekształcenia płaszczyzny reprezentują sobą macierze ze zbioru C ?


Ułatwimy sobie odpowiedź na to pytanie, jeśli zauważymy, że dla każdej macierzy  
[image: image282.wmf]$
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tzn. że każda macierz  
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Pierwszy składnik iloczynu, to jest macierz postaci  
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A jakie odwzorowanie opisuje pozostała macierz ?  Podziałajmy tą macierzą na wektor jednostkowy wzdłuż  "osi x -ów" 
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  jest kątem między wektorami  
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W podobny sposób rozważając obraz wektora 
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 dochodzimy do wniosku, że macierz                              
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jest macierzą zadającą obrót płaszczyzny o kąt 
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to macierz obrotu. I tak uzyskaliśmy odpowiedź na pytanie: 

jakie odwzorowanie zadawane jest macierzą  
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Odpowiedź


Macierz 
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Odpowiedź.
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Nietrudno się jest przekonać, że każdy obrót płaszczyzny opisywany jest macierzą postaci (11). Wystarczy w tym celu dostrzec, co dzieje się z wektorami  
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czyli macierz obrotu o kąt 
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 jest postaci (11).


Na koniec przyjmijmy dla porządku nazwę: macierz 
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nazywamy macierzą jednokładności prostej, czyli macierzą operacji mnożenia wektorów przez liczbę dodatnią.

PODSUMOWANIE


Odwzorowania płaszczyzny będące złożeniem jednokładności z obrotami tworzą grupę przemienną ze względu na składanie odwzorowań postaci
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Rodzina takich odwzorowań wraz z macierzą 0, tj.  zbiór C, jest dzięki ujawnionym własnościom, kandydatem na system rachunkowy o charakterze liczbowym, to jest o cechach ciała na podobieństwo  
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PYTANIE              


Czy w zbiorze odwzorowań zadawanych macierzami  
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Badanie właściwości rodziny 
C przekształceń płaszczyzny tj. rodziny odwzorowań zadanych macierzami 
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Mnożenie czyli składanie odwzorowań jest w zbiorze rozpatrywanych przekształceń płaszczyzny reprezentowane przez mnożenie macierzy.

Co to wszak znaczy ''dodawać odwzorowania" ?

I jak odzwierciedla się ta operacja w zapisie macierzowym ?


Ponieważ rzecz jest o odwzorowaniach zbioru wektorów w zbiór tych  wektorów, dodawanie odwzorowań określone jest poprzez dodawanie wartości odwzorowania.


Oznaczmy mianowicie zbiór wektorów przesunięć na płaszczyźnie symbolem 
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Niech f1 & f2 będą dwoma jakimkolwiek odwzorowaniami 
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Postąpimy w zgodzie z tą naturalną regułą, jeśli określimy dodawanie macierzy wedle następującego, prostego przepisu:
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Spostrzeżenie 1.

Każdą macierz 
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możemy przedstawić w jedyny sposób, jako sumę
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co zapiszemy w skrócie tak :
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W macierzy  
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 od razu rozpoznajemy macierz obrotu o kąt 
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  natomiast zapisuje operację mnożenia wektorów przez liczbę 
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Spostrzeżenie 2.


Posługując się z kolei wzorami (10) i (11) zauważamy, że każdą macierz 
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możemy przedstawić następująco 
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Istotnie ;
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zgodnie z tradycją, nazwiemy postacią trygonometryczną macierzy
[image: image342.wmf]$
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I tak, różne od 0 liczby zespolone to nazwy szczególnych (tzw. liniowych) odwzorowań konforemnych płaszczyzny.
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Oczywiscie każdą macierz postaci
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można uważać również za reprezentanta sumy odwzorowań 
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, ponieważ dla każdego wektora 
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Podsumowanie


Każde odwzorowanie z rodziny C jest sumą przekształcenia 
[image: image350.wmf]$

x

 mnożącego wektor 
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 oraz przekształcenia obracającego wektor 
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Prostym ale pożytecznym ćwiczeniem jest sprawdzenie, że mnożenie macierzy jest rozdzielne względem ich dodawania.


I tak dowiedliśmy, że: 

Wniosek


Struktura 
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, gdzie + oznacza dodawanie a  "
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" oznacza mnożenie macierzy, jest ciałem.


Tym samym system 
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)

C

;

,

+

·

 stanowi zbiór symboli z dwoma działaniami, o własnościach rachunkowych nie ustępujących własnościom struktur 
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W celu unaocznienia jak bardzo systemy rachunkowe, to jest ciała 
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 są podobne, zauważmy, że we wszystkich ciałach ma miejsce niezliczona ilość takich samych tożsamości jak np.
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(...A jak to będzie wyglądało w ciałach skończonych ? ...)


Wynikają one wyłącznie z tego, że symbole wchodzące do formuł stanowią ciało. Wszystkie więc formuły rachunkowe, osiągane w systemie liczb R czy W, dzięki temu, że są to ciała, są słuszne również  i w systemie obliczeniowym 
[image: image365.wmf](
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. Przeprowadzając w nim obliczenia zauważymy, że spełniane przez liczby rzeczywiste czy wymierne tożsamości są też spełniane przez odwzorowania ze zbioru C.

WYGODA


Zwróćmy więc uwagę na wygodę, ze stosowania takiego liczbowego rachunku na symbolach z C.


Bez znajomości liczbowego ich charakteru, niełatwo byłoby nam utożsamiać przekształcenia takie, jak chociażby z lewej i prawej strony np. takiej tożsamości: 
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- tak, utożsamić trudno, a wyliczyć - łatwo.


Można też dzięki omawianym własnościom rozwiązywać równania z udziałem niewiadomego przekształcenia 
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Dla przykładu: z                          
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wynika, że 
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Jest to proste geometrycznie równanie; np. równanie  
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  jest w istocie pytaniem       o obrót, którego złożenie ze sobą to przekształcenie tożsamościowe. No ale jak poradzić sobie już z takim chociażby równaniem jak 
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Jak odgadnąć przekształcenie 
[image: image373.wmf]$
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 ?  A obliczyć - łatwo !

O podobieństwie rodziny C przeksztalceń płaszczyzny V , do liczb, rozstrzygają pewne własności - wspólne i liczbom wymiernym i rzeczywistym i "liczbom" z C. 


- Jakie to własności ?


- Są to oczywiście cechy stanowiące o tym, że dany system jest ciałem. 

Zechciejmy więc zauważyć, że między liczbami należącymi do R a liczbami należącymi do C występują i różnice. Oczywiście! Inaczej byłby to jeden i ten sam system rachunkowy z dwoma działaniami.

Różnice              


Liczby wymierne tym są pod względem dogodności rachunkowej za ubogie, że nie z każdej liczby 
[image: image374.wmf]a
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  da się wyciągnąć pierwiastek należący do W. Tym samym wiele równań nie ma rozwiązań w liczbach wymiernych . 


Liczby rzeczywiste R są pod tym względem znacznie lepsze, gdyż np. z każdej liczby 
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  pierwiastek drugiego stopnia istnieje. Ale równanie 
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 zapisane w symbolach liczb rzeczywistych już nie ma rozwiązania w R, co oznacza, że symbolami z R nie można już opisać sytuacji czy czynności, których symbole w naturalny sposób czynią zadość wymaganiu 
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. A przecież znamy takie czynności ! Przecież
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W systemie liczbowym 
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 obrót o kąt 
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 przeciwnie do kierunku obrotu wskazówek zegara, tj. obrót 
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 oznaczamy literą i. I tak, zauważamy, że tam gdzie system liczbowy 
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 już nie wystarcza, system rachunkowy  
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    pasuje jak ulał. 


Przy okazji zauważmy jeszcze jedną różnicę między liczbowymi systemami 
[image: image384.wmf](

)

C

;

,

+

·

 i 
[image: image385.wmf](

)

R

;

,

+

·

.


Równania w C mają więcej rozwiązań niż w R; na przykład równanie 
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ma aż  n  rozwiązań. Wystarczy zauważyć, że dla każdego  z obrotów  
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; tj. dla każdego obrotu będącego k-krotnością obrotu o kąt 
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W symbolach liczb rzeczywistych równanie 
[image: image390.wmf]$
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 ma dwa rozwiązania dla n parzystego i jedno dla n nieparzystego.

Rozszerzanie zakresu          


Zastanówmy się - stoimy tu najwyraźniej przed podobnym zagadnieniem jak w przypadku rozszerzania pojęcia liczby z sytuacji opisywanych przez liczby wymierne, na sytuacje opisywane przez liczby rzeczywiste. 


Liczbami wymiernymi nie byliśmy w stanie wyrazić długości przekątnej kwadratu przez długość boku kwadratu.


Liczbami rzeczywistymi nie jesteśmy oto w stanie wyrazić tożsamości 
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 jest nazwą obrotu o kąt 
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Odpowiednio rozszerzony zakres czynności możemy jednak i nazwać i badać za pomocą rachunkowego systemu symboli ciała 
[image: image394.wmf](
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. Nadto, elementy zbioru  C  możemy śmiało nazywać liczbami, gdyż C ma wszystkie niezbędne własności zbioru liczb. 
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  to rodzina symboli podlegających takim samym regułom rachunkowym, właściwym każdemu ciału, niezależnie od znaczenia, jakie przypisujemy elementom i działaniom danej struktury.

NAZWA


Każdą liczbę 
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 wyznacza jednoznacznie podanie zespołu dwu liczb rzeczywistych 
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stąd elementy zbioru C  będziemy odtąd nazywali liczbami zespolonymi. 

Zapis              


Aby podkreślić powinowactwo działań na symbolach z R czy W z symbolami 
[image: image401.wmf]$
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, zapiszemy te ostatnie w postaci skłaniającej do postępowania rachunkowego z odwzorowaniami 
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 identycznego z postępowaniem w przypadku symboli 
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Zresztą zauważmy, że liczby 
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 też można uważać za operacje; za operacje 
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 mnożenia wektorów z 
[image: image407.wmf]V

2

  przez 
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 i wtedy R jest po prostu podzbiorem zbioru C. 

Refleksja


Niech 
[image: image409.wmf]x
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 będą dwiema dowolnymi liczbami zespolonymi, gdzie oczywiście                                                  
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Jeśli weźmie się pod uwagę, że zbiór takich oto symboli 
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jest ciałem, to wtedy wszystkie algebraiczne związki pomiędzy liczbami zespolonymi uzyskuje się na wzór i podobieństwo tego, co czyni się z liczbami rzeczywistymi. Postępowanie przy rachunkach jest takie samo, bo korzysta się z własności ciała, tyle że mamy teraz więcej możliwości; możliwości nie mieszczących się w systemie 
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WŁAŚCIWOŚCI LICZB ZESPOLONYCH


Właściwości struktury liczbowej 
[image: image413.wmf](
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 to nade wszystko właściwości działań stanowiące o tem, że C jest ciałem. 


Te właściwości czynią system liczb zespolonych 
[image: image414.wmf](
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 podobnym do systemu liczb rzeczywistych, czy wymiernych. Mało tego, mamy tu do czynienia z kolejnymi rozszerzeniami systemu liczbowego, jako że W jest ciałem w SYMBOL 82 \f "Times New Roman CE" zaś R jest ciałem w C. Powiadamy, że W jest podciałem R , zaś R jest podciałem C. Jeśli więc elementy 
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 uznać za symbole odpowiednich odwzorowań płaszczyzny Gauusa 
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 , wtedy 
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 są symbolami odwzorowań tej płaszczyzny. System rachunkowy C będący najobszerniejszym spośród wymienionych trzech, pozwala opisywać odpowiednio największą klasę czynności odpowiadających symbolom rozważanych ciał. Między innymi wykonalna staje się operacja pierwiastkowania symbolu -1, który odpowiada operacji 
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. Jest tak ponieważ znaczenia symboli z R nie obejmują obrotów (z wyjątkiem 
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). Mało tego, z dowolnej liczby zespolonej różnej od zera, a więc i dowolnej liczby rzeczywistej 
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 -      i liczby rzeczywistej ujemnej - istnieje w zbiorze C  n różnych pierwiastków. Łatwo to sobie uświadomić jeśli pamiętamy, że w zapisie posługującym się postacią trygonometryczną


[image: image423.wmf]$

(

$

cos

$

sin

)

z

z

i

=

+

1

a

a

 

 


liczby 
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liczba zespolona  
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  oznacza obrót o kąt 
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[image: image428.wmf]f

a

  czyli


[image: image429.wmf]1

cos

sin

cos

sin

sin

cos

a

a

a

a

a

a

+

=

-

æ

è

ç

ö

ø

÷

i



Oczywiście, n-krotne powtórzenie obrotu o każdy z kątów
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Obrót o kąt  
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  jest zadany macierzą
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czyli w liczbo-podobnym zapisie, obrót o kąt  
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  oznaczony jest liczbą zespoloną
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Z tego, co tu napisano Czytelnik może już odgadnąć jakie to liczby zespolone 
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Oto owe pierwiastki
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Nadając symbolom  
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  znaczenie odpowiednich przekształceń wektorów z  
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 odgadujemy i odczytujemy  (16)  bez trudności.  Co pocznie jednak użytkownik systemu wyliczeniowego C w sytuacji, kiedy interpretacja symboli  
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 , w tożsamościach algebraicznie wręcz zagmatwanych, staje się mało przydatna technicznie; mało skuteczna ... bo uciążliwa?


Na przykład taka tożsamość
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W takich sytuacjach najlepiej jest posłużyć się właściwościami rachunkowymi ciała  C.  No to zauważmy, że :


Wszystko, co prawdą jest w systemie
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da się wywieść z faktów:


a)    
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  jest ciałem,


b)     
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W szczególności wynika stąd istnienie n różnych pierwiastków dowolnej liczby zespolonej różnej od zera.


W tym celu prześledźmy, co wynika z tożsamości określających reguły rachowania w systemie 
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. Prześledźmy, a zaczniemy rozpoznawać siłę abstrakcji tj. siłę operowania symbolami, bez odwoływania się do ich możliwych odniesień do czynności bezpośrednio praktycznych. I tak oto:

Siła Abstrakcji


Oto reguły określające dodawanie i mnożenie symboli, elementów zbioru  C

Definicja:
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Z  reguł  (17) postępowania z symbolami 
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 wynikają wszystkie własności struktury rachunkowej 
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. Istotnie, reguły  (17)  zadają dwa działania w zbiorze C  symboli postaci  
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.  Działania te, określone przez  (17)  są łączne i przemienne, jak łatwo to sprawdzić posłużywszy się definicją  (17)  tych działań. Symbol 
[image: image453.wmf]0

0

+

i

 jest przy tym neutralnym elementem ze względu na dodawanie, zaś symbol 
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 jest elementem neutralnym ze względu na mnożenie. Oznaczając te elementy odpowiednio  
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, utożsamiamy liczby rzeczywiste ze szczególnym rodzajem symboli liczb zespolonych, a zapis dodawania czy mnożenia w symbolu : 
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 utożsamiony zostaje z zapisem dodawania i mnożenia liczb zespolonych.


Czytelnik łatwo się może przekonać, że z reguł  (17)  określających działania na symbolach  
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  wynika już, że  
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  jest ciałem, oraz że 
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Wprowadzając dalej pojęcie normy  
[image: image462.wmf]  symbolu  
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  (jest to odpowiednik modułu liczby  
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otrzymujemy zapis symbolu 
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 w dogodnej do pierwiastkowania postaci trygonometrycznej
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gdzie                            
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Kąt 
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 zwany jest argumentem liczby zespolonej z. 

Korzystając z postaci trygonometrycznej liczb zespolonych i właściwości funkcji 
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, wyliczamy od razu - zgodnie z regułami (17), że
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gdzie 
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  to argumenty odpowiednio liczb  
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Stosując wielokrotnie regułę (*) otrzymujemy natychmiast
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Biorąc teraz pod uwagę okresowość funkcji 
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 (okres = 2SYMBOL 112 \f "Symbol" ) oraz formułę (*)  zauważamy, że liczby
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, są pierwiastkami n-tego stopnia z liczby zespolonej z.


Tym samym pokazalismy jak z reguł (17) określających w C strukturę liczbową, wynika istnienie n różnych pierwiastków dla każdej liczby zespolonej 
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Z reguł (17) wynikają wszystkie algebraiczne właściwości liczb zespolonych a także wiele własności funkcji określonych na zbiorze C.


Omawianie tych ostatnich wykracza już jednak poza zakres zamierzenia niniejszej opowieści o liczbach, której celem było wykazanie, że system C symboli 
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, o własnościach ciała jest strukturą opisującą tak samo realne czynności czy sytuacje, jak ma to miejsce w przypadku liczb wymiernych czy rzeczywistych.


Liczba i zwana jest (!) liczbą "urojoną" wedle tradycji mimo iż ten symbol obrotu o kąt 
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 nic z urojeniami nie ma wspólnego.


Pożytecznym przy rachunkach pojęciem jest jeszcze pojęcie liczby zespolonej 
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 sprzężonej do z ; a mianowicie 
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Pojęcie liczby sprzężonej od razu ujawnia swą dogodność w działaniu jak obrazuje to prosty przykład:
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I tak rachunkowo podobna do 
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 lecz obszerniejsza struktura 
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 zawiera w sobie system liczb rzeczywistych, nie przenosząc wszak z R na C wszelkich cech zbioru  R. Dla przykładu w R określona jest relacja <  porządkująca zbiór R . Tymczasem dla 
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  relacja < nie jest określona.


No i nic w tym dziwnego. Każdy z trzech różnych zbiorów W, R & C ma jeszcze inne właściwości, oprócz własności ciała i takimi właśnie cechami jak zupelność, uporządkowanie zbioru , itp. zbiory te się różnią. Oczywiście przy tym 
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 i jako zbiory i jako ciała.


Spojrzenie na liczby wymierne czy rzeczywiste jako na szczególne liczby zespolone uzyskujemy odczytując symbole tych trzech struktur jako nazwy odpowiednich operacji na wektorach przesunięć płaszczyzny. Te "odpowiednie" operacje na 
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 to odwzorowania 
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I tak na zakończenie rodzi się ogólna refleksja.

Refleksja


Uogólnianie pojęcia liczby polegało na poszukiwaniu coraz większego zakresu czynności, których nazwami mogłyby być nowe i stare rodzaje liczb.


I tak liczba naturalna n to nazwa wyniku czynności przyrównywania liczności zbiorów, ale też i nazwa czynności wydłużania przesunięcia płaszczyzny n-krotnie.


I tak liczba całkowita to nazwa wyniku czynności np. odejmowania liczb naturalnych, ale i nazwa odpowiedniej operacji w 
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I tak liczba wymierna 
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 to nazwa wyniku dzielenia liczb całkowitych, ale i nazwa czynności mnożenia przez 
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 wektorów z 
[image: image496.wmf]V

2

.


I tak liczba rzeczywista 
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 to nazwa  ...  (Ciąg dalszy zechce dopisać Czytelnik. Można się posłużyć pojęciem ciągu Cauchiego, a jesli ktoś nie zna tego pojęcia, to moźna się posłużyć wyobrażeniem i rysunkiem osi rzeczywistej ).


W końcu, liczba zespolona 
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 to nazwa odwzorowania 
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 polegającego na przeskalowaniu i obróceniu wektorów.


Dostrzeganie liczb zespolonych jako nazw czynności, pozwala na jednolity punkt widzenia na wszystkie wspomniane tu systemy rachunkowe.


Nadto takie spojrzenie stanowi pomost między algebrą i geometrią płaszczyzny i jest wygodne dla ważnych uogólnień.


Możliwym uogólnieniem są np. tak zwane liczby Clifforda. 



Ale to już temat na inne opowiadanie. Tymczasem...

GEOMETRYCZNY OPIS LICZB ZESPOLONYCH


Tymczasem przedstawimy równoważny powyższemu - geometryczny opis liczb zespolonych, jaki zawdzięczamy w głównej mierze Gaussowi (Carl Fredrich Gauss; 1777-1855; patrz notka biograficzna na str.68 w "Encyklopedii szkolnej" Matematyka, WSiP Warszawa 1990).


Zauważmy tedy od razu, że po to by zadać macierz 
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 wystarczy zadać parę liczb 
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 ; wystarczy zadać punkt 
[image: image502.wmf]Î

R

2

. Dodajemy przy tem owe punkty tak jak wektory
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a mnożymy,... no jak mnożymy ?

... No to proszę o chwilę skupienia :
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- Czyli ...


- No właśnie. Punkty z 
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 można mnożyć tak:
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co idealnie odpowiada regule
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I tak oto liczby zespolone możemy, ...możemy po prostu rysować jako wektory wskazujące położenie punktów w 
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czyli 
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 jest wektorem następującym
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W przypadku zaś, gdy np. 
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Czytelnik zechce zauważyć, że powyższe 
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 kropek 
[image: image516.wmf]Î

@

C

R

2

 można mnożyć: jakąkolwiek z nich przez każdą z nich po wielokroć, ciągle mając za wynik jedną z owych n=7 kropek. Już to wskazuje na znakomity fakt, że zbiór zespolonych pierwiastków n-tego stopnia z jedności 
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 stanowi grupę; ba grupę o tabeli działania tożsamej z tabelką działania w grupie 
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. Fakt ten (oczywisty przy interpretacji 
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 jako obrotu o 
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 ujawniają właściwości ciała. W równomiernych odstępach od 
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 rozmieszczone punkty okręgu jednostkowego są grupą. Przydatność geometrycznego, Gaussowskiego sposobu traktowania elementów liczbowego ciała 
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 ujawnia, krok za krokiem  zestaw ćwiczeń w następnym zeszycie MBM
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