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  Niniejszy zeszyt  MBM zawiera

a) Kilkadziesiąt zadań ilustrujących zagadnienia (typowe i nie) 

    z dziedziny zbieżności szeregów

b) Odpowiedzi i rozwiązania zadań

c) Dodatek o podstawowych kryteriach zbieżności szeregów

  Przydatność zeszytu  MBM -27-: wszystkie typy studiów wyższych, w tym techniczne oraz studia zaoczne i podyplomowe
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  Wstęp:   Niech   
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(patrz: MBM  -23-,  MBM -8-  i inne zeszyty).

Wykaż, że
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  Czy potrafisz wykazać każdy z wyników od  a) ... do ...  e) również graficznie tj. podobnie jak to przedstawia rysunek na okładce?

  Wskazówka:   Marjorie Bicknell-Johnson, Duane de Temple, "Visualizing golden ratio sums with tiling paterns" w The Fibonacci Quarterly; vol. 33 August1995 str. 298-303

I. SZEREGI W ZADANIACH

  Poniżej znajdzie Czytelnik kilkadziesiąt powodów do rozrywki w postaci ćwiczeń.

 Powodzenia!

  Zad. 1.  Jakie długości mają nieskończenie-krotnie łamane linie w/g przepisu poniżej:
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[2]  I n f o: Zaleca się monografię: K. Knopp " Szeregi nieskończone "  PWN  





Warszawa  1956.

  Zad. 2.  Wykaż, że szereg    
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  jest rozbieżny, natomiast dla  
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  Zad. 3.   Czy powyższe szeregi są zbieżne, czy rozbieżne?  Odpowiedź uzasadnij.
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  Zad. 4.  Oblicz sumę szeregu:        
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  Zad. 5.  Oblicz ile to jest:
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  Zad. 6.   Niech      
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  Zad. 7.   
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  Zad. 8.   Czy poniższe szeregi są   a)   bezwzględnie zbieżne ?   b) warunkowo

             zbieżne ?
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  Zad. 9.   Które z poniższych szeregów są zbieżne, a które nie ?
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  Zad. 10.  Wybierz odpowiednie kryterium zbieżności szeregów i dowiedź, iż 
poniższe szeregi są zbieżne.
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   Zad. 11.  Wykaż  zbieżność poniższych szeregów:

a)  
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  Zad. 12.  Wykaż, że szereg:

a) 
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  Zad. 13.   Ile to jest:  
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            Podobno, jak się wszystko doda to  wyjdzie  
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  Zad. 14.  Podobno dwa z poniższych szeregów są rozbieżne a jeden zbieżny. Czy   

                to prawda ?

             - No to który jest zbieżny, a które nie ? (Dlaczego ?)
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  Zad. 15.  Ten szereg  jest chyba zbieżny bezwzględnie: 
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             Czy to prawda ?   

 Zad. 16.  Ten szereg    
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      jest na pewno zbieżny.

              Jestem o tym przekonany.

             - A czy tak jest w istocie ?

  Zad. 17.  Jeśli wpierw wykażesz,  że   
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         to być może uda Ci się dowieść, że
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  Zad. 18.  Dla pewnych wartości  
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   Zad. 19.   Oto suma nieskończona:
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A) znajdź jej postać dla   
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  Zad. 20.   Niech   
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  Zad. 21.  Zbadaj zbieżność  szeregów:
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  Zad. 22.  Podaj przykład ciągu funkcji ciągłych na  R,  ale zbieżnego do funkcji  f  

               nieciągłej i takiej by:  

a) 
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  Zad. 23.  Niech ciąg  
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  będzie malejącym ciągiem o wyrazach nieujemnych.

             Wykaż, że szereg   
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  Zad. 24.  Wykaż, że szereg  
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  Zad. 25.  Wykaż, że ciąg  
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  Zad. 26.  Czy powyższe ciągi funkcji sa zbieżne jednostajnie ?
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  Zad. 27.  Zbadaj zbieżność  (jednostajną ?)  ciągu funkcji  
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 Zad. 28.  Kiedy szeregi  
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  Zad. 29.  Wykaż ciągłość  sumy szeregu  
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  Zad. 30.  Oto naprzemienny szereg zbieżny    
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 Czy iloczyn tego szeregu przez siebie jest zbieżny ?

 ... I jaka z tego płynie nauka ?

  Zad. 31.  Posługując się znajomością sumy szeregu geometrycznego znajdź  (dwoma   sposobami)  wartość sumy 
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II.   ODPOWIEDZI DO ZADAŃ

  Odp. do zad.1.

a) metoda analityczna:  


[image: image107.wmf]q

q

a

a

a

S

a

n

n

n

n

n

n

-

-

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

+

=

+

+

+

=

=

+

1

1

2

1

2

1

2

1

1

,

2

1

1

2

1

0

L

L

  , 






gdzie  
[image: image108.wmf]q

=

1

2

.


[image: image109.wmf]lim

n

n

S

q

®

¥

=

-

=

1

1

2

 ;  

metoda obrazkowa: 
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b) ciąg sum częściowych   
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  Z faktu  (sprawdź,  że tak jest):  
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  Czyli dla  \SYMBOL 77 \f "Symbol" + 1  istnieje  n = 3m + 1 , że  
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a) Rozbieżny,  bowiem rozbieżny jest ciąg sum częściowych:  
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Tożsamość  (*)  można dowieść indukcyjnie: wystarczy w tym celu zauważyć,  że 


[image: image143.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

!!

1

2

2

2

1

!

)!

2

(

-

º

+

+

+

º

n

n

n

n

n

n

n

n

K

 ;

g) rozbieżny,  skoro:  
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Korzystając z wyników zadania  5,  otrzymamy 
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a) Nie jest zbieżny:  
[image: image157.wmf]a

k

k

k

k

=

+

¾

®

¾

¾

¾

¹

®

¥

2

1

1

2

0

  ;

b) nie jest zbieżny bezwzględnie:
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  Natomiast jest zbieżny warunkowo na mocy twierdzenia  G.Leibnitz 'a  o zbieżności szeregów naprzemiennych; 
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a)  Jest zbieżny:  
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[image: image164.wmf](

)

2

1

:

2

3

2

3

2

+

<

-

=

-

>

n

n

n

n

n

n

 ,   czyli   
[image: image165.wmf]n

n

n

-

+

<

1

2

1

3

2

  ;

b)  oczywistość:  dla  
[image: image166.wmf]n

n

n

³

<

1

:

ln

 . No to podziel nierówność przez  
[image: image167.wmf]n

n

×

3



[image: image168.wmf]1

3

1

3

n

n

n

n

ln

<

  ;

a więc zbieżny!,  bo majoryzowany przez  
[image: image169.wmf]q

q

n

,

=

å

1

3

 .

c) dla  
[image: image170.wmf]n

n

n

³

>

2

1

1

:

ln

 , czyli nasz szereg majoryzuje szereg rozbieżny,  a więc 

jest rozbieżny; 

d) oto pomysł: 


[image: image171.wmf]a

b

a

b

n

n

n

n

n

n

n

=

=

¾

®

¾

¾

>

®

¥

sin

,

,

p

p

2

2

1

0

  .

  Ale szereg  
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   Proponujemy zastosować kryterium  d 'Alemberta  do  a) i b)  &   kryterium Cauchy 'ego  do   c).  Oznaczmy  n - ty  wyraz szeregu przez 
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a)   Szereg jest naprzemienny bowiem   
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Jest zbieżny, gdyż    
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  Wystarczy posłużyć się  Tw 7.11  str. 130  W.Rudin.
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III.  DODATEK

KRYTERIA  ZBIEŻNOŚCI  SZEREGÓW.

1. Konieczny ale nie wystarczający warunek zbieżności.

	Jeśli szereg 

 jest zbieżny wówczas  

.


Dowód:    Niech ciąg sum cząstkowych będzie zbieżny do   g   . Wówczas

        

 ; 

 ;  

 ; 

 .

2. Kryterium porównawcze.

    Niech 


 ;   

.  Wtedy zbieżność szeregu   

  pociąga za sobą zbieżność szeregu   

 ,   oraz   rozbieżność szeregu   

   pociąga za sobą rozbieżność szeregu    

 .

Dowód:    oczywisty.

  Przykład 1.






  ;        

 ;

Suma szeregu:   

   przy  

,   zatem szereg 



  jest zbieżny.

Apropos!  Oblicz sumę szeregu 

 .



.

3.   Kryterium A.Cauchy 'ego (1789-1857).

Niech      

      oraz niech     

 .  Wtedy szereg  



    jest:

1)  Zbieżny, gdy    

 ,  zaś            2)  Rozbieżny, gdy    

 .

   Dowód:     Niech   

  

 , a zatem  prawie wszystkie  wyrazy ciągu  

 tj.  te           o tutaj 




spełniają nierówność    

    dla    

   jakiegoś, czyli   

 .

  Jasne, że szereg    

   jest zbieżny.

Niech   

  . Wtedy prawie wszystkie wyrazy spełniają nierówność    

  czyli:   




  Przykład 2.   

.



   zatem dla   

  zbieżny ,





  dla    

   rozbieżny,





  dla    

   rozbieżny! bowiem 

       


4. Kryterium d ' Alamberta J. (1717-1783).

  Niech      

      oraz niech     

 . Wtedy szereg  



 jest:

1)  Zbieżny, gdy   

  , zaś     
2)  Rozbieżny, gdy   

 .

Dowód:     Niech   

  

 , tzn. 

, że dla  




 .  

  A zatem szereg     

  jest zbieżny bowiem  zbieżnym jest szereg



 .

Niechaj teraz  

 . Wtedy  

   dla   

 jakiegoś czyli 




  Przykład 3.   

 .




Odp.   Zbieżny! ba!

U w a g a:    

 ten szereg jest zbieżny dla  

 .

  Przykład 4.    Czy  szereg    

    jest zbieżny ?

Odp. 


 .  Kryterium tego nie rozstrzyga.

Tw. 1 
Szereg  bezwzględnie zbieżny - jest zbieżny.
  Dowód:    Niech  

  będzie zbieżny.

Niech  








  ,  stąd



   oraz  

   &   

   skąd  

  &   

   są zbieżne wedle kryterium porównawczego;   tzn  

  &   

 są zbieżne,  gdzie  

  &  

 .   Stąd ciąg   

   jest zbieżny czyli ciąg  

:



 jest zbieżny.

" Kontr " przykład:   

  nie jest bezwzględnie  zbieżny (ćw.).Wykaż to! Ale jest zbieżny.

 Nazwa:    szereg warunkowo zbieżny  (bo nie bezwzględnie ale jednak).

Tw. 2   G.W.Leibnitz 'a (1646-1716)

  Niech będzie zadany szereg naprzemienny tj.: 

 

,

  gdzie  

 , przy czym   

   jest malejący do zera, 



.

Wtedy szereg ten jest zbieżny do granicy 

 .

Dowód:   Określimy:    

  .

  Wtedy:

1) 

  jest rosnący:


 ;

2) 

  jest malejący:


 ;

Oczywiście




Zatem oba zbieżne do tej samej granicy! gdyż 

  

 .

Tw. 3  Cauchy - Hadamard 'a.

  Promień zbieżności r szeregu potęgowego  

  wyraża się  wzorem




 ;

Umowa


(

).

  Dowód:    Z kryterium Cauchy 'ego  \SYMBOL 222 \f "Symbol"
a)  

  jest zbieżny jeśli  

  ;

b) jest rozbieżny, jeśli    

 .

  U w a g a:   Ćw.  
Przeprowadź  dowód powyższego twierdzenia posługując się kryterium  d'Alamberta.

Przykłady:



  ;



  ;



  ;



  ;
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