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Nakład  autorski

KRZYWE  DRUGIEGO  STOPNIA

   Definicja:

  Krzywą drugiego stopnia na płaszczyźnie zwiemy krzywą  zadaną równaniem
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 jest wielomianem drugiego stopnia w dwu zmiennych czyli, ogólnie równanie w/w krzywych ma postać
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Oczywiście jest ono równoważne równaniu
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A oto

  Przykłady:

 Elipsa  
 

  Definicja: (poglądowa) Elipsą zwiemy miejsce geometryczne punktów, których suma odległości od dwu ustalonych punktów \SYMBOL 45 \f "Symbol" "ognisk" \SYMBOL 45 \f "Symbol" jest wielkością stałą.
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Istotnie :

  Niech      
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  \SYMBOL 222 \f "Symbol"
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Czyli elipsa jest zbiorem
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T \SYMBOL 219 \f "Symbol"  oznacza transpozycję  

  Ćwiczenie 1.   Wykaż równoważność równania (3) z równaniem  
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  Rozwiązanie do Ćw. 1.
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Hiperbola

  Definicja: (poglądowa) 

Hiperbolą zwiemy miejsce geometryczne punktów, których różnica odległości od dwu zadanych punktów \SYMBOL 45 \f "Symbol" "ognisk" \SYMBOL 45 \f "Symbol" jest wielkością stałą.
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Istotnie:

Niech   
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   \SYMBOL 222 \f "Symbol"
\SYMBOL 222 \f "Symbol"   wprowadzając 
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  Ćwiczenie 2.   Wykaż równoważność równania (5)   z    
[image: image22.wmf]r

r

a

2

1

2

-

=

.


Szkic hiperboli:
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A oto hiperbole sprzężone : 
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Z kolei

hiperbola równoboczna (a = b) obrócona o   
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Wykres uzyskujemy dokonując zamiany współrzędnych :
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Otrzymujemy wtedy  z   
[image: image30.wmf]x

y

a

2

2

2

-

=

  równanie   


[image: image31.wmf]x

y

a

c

'

'

×

=

2


(6)  

czyli




          
[image: image32.wmf]x

y

const

'

'

×

=

          (7)   

też jest równaniem hiperbol.

Oto one:
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  Ćwiczenie 3.   Wykaż, że zamiana współrzędnych poprzez obrót o   
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  prowadzi do równania hiperboli postaci  (7).

 Rozwiązanie do Ćw. 3.
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przybiera postać:
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  gdzie   
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Parabola

  Definicja: (poglądowa) 

Parabolą nazywamy miejsce geometryczne punktów, dla których odległość od jednego zadanego punktu \SYMBOL 45 \f "Symbol" "ogniska" \SYMBOL 45 \f "Symbol" i odległość od ustalonej prostej ("dyrektrysa") są jednakowe i są stałe. Ukazuje to rysunek:
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Istotnie, jest to parabola.

  Ćwiczenie 4.     Można wykazać, że powyższe określenie paraboli poprzez

 
[image: image43.wmf](

)

(

)

2

2

2

2

2

2

1

1

2

,

,

p

p

x

r

y

x

r

r

r

+

=

+

-

=

=

gdzie

 


prowadzi do znanego jej równania
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Proszę to wykazać. Wystarczy porównać:  
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Oczywiste i pożyteczne są także:


PARAMETRYCZNE  RÓWNANIA  KRZYWYCH


DRUGIEGO  STOPNIA

Ponieważ
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to zbiór    
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  (10)    jest elipsą, natomiast

zbiór    
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   (11)   jest hiperboloą. 

Istotnie, by to sprawdzić rozważ tylko odpowiednio   
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Istnieją i inne parametryzacje takich zbiorów np., za pomocą funkcji wymiernych; oto one:

elipsa   
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hiperbola   
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parabola   
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(14)

Takiego typu parametryzacje szczególnie korzystne są w stosowaniu grafiki komputerowej, wspaniale o tym pisze Shreeram S. ABHYANKAR  w:

"Parametrization of Curves and Surfaces"  i  "Proceedings on Curves and Surfaces in Computer Vision and Graphics" (1990) Society of Photo Optical Instrumentation Engineers; Box 10, Bellingham, Washington 98 277 USA.

AFINICZNA KLASYFIKACJA 

KRZYWYCH DRUGIEGO STOPNIA

Przejdźmy teraz do równania ogólnego (2) tj. równania postaci
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Niech    
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Przypadek 1.    
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Otrzymujemy stąd następujące możliwości:
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  \SYMBOL 222 \f "Symbol"  równanie prostej ( analogicznie 
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skąd poprzez   
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czyli w zmiennych   
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Przypadek 2. 



[image: image68.wmf]det

A

¹

0

.

a) 
[image: image69.wmf]a

c

b

=

=

Þ

¹

0

0

 ;


[image: image70.wmf]2

0

bxy

x

y

+

+

+

=

Û

a

b

d
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\EMBED Equation [image: image73.wmf]
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Przepisujemy ( 2 ) w postaci równoważnej :
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(16).

Niech macierz 
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 .  Wtedy :

  Ćwiczenie 5.    Wykaż, że    
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W nowych zmiennych: 
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  Ćwiczenie 6.  Wykaż, że wstawiając (17) do ( 16 ) i wybierając 
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  Rozwiązanie do Ćw. 6.  
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Wniosek:

 jeśli 
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 wtedy elipsa lub \SYMBOL 198 \f "Symbol" ,



jeśli 
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Uwaga : 

Z załoźenia 
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W ten sposób zakończyliśmy klasyfikację krzywych drugiego stopnia w  
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; klasyfikację afiniczną

Dlaczego "afiniczną"?

Ponieważ do przekształceń (przesunięcia, obroty, jednokładności...) używaliśmy elementów z  grupy afinicznej
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Przystawanie figur klasyfikowanych - z założenia - określaliśmy tu poprzez afiniczną grupę ruchów w  
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 tj. poprzez  
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   Ćwiczenie (dobrowolne).  Bezprzecznie sprawi Ci radość sprawdzenie, iż istotnie  
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 jest grupą. Zrób to - a zrozumiesz co miałem na myśli.
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