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Przeznaczenie zeszytu MBM -7- :

Egzaminy na Politechnice, w Kolegium Komputerowym, na studiach zaocznych i podyplomowych.

Wstęp
W zeszycie MBM p.t. "Liczby zespolone i macierze" przedstawiono elementy ciała 
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 jako nazwy szczególnych odwzorowań płaszczyzny 
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. W niniejszym zeszycie wykorzystamy tę wiedzę do przetwarzania obrazów (zbiorów) na płaszczyźnie. Jednocześnie liczby zespolone traktowane jako wektory stanowią wygodny składnik pierwotny tworzenia obrazów w 
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Przeznaczenie: pomoc do egzaminów: na Politechnice, w Kolegium Komputerowym, na studiach zaocznych i podyplomowych.

Zadania wstępne
Zadanie 1. 

Przedstaw w postaci trygonometrycznej (\SYMBOL 186 \f "Symbol"biegunowej\SYMBOL 186 \f "Symbol"geometrycznej) następujące liczby:   
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Zadanie 2. 

Co to za zbiory:
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Właściwości grupy pierwiastków z jedności, 

t.j.    
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A oto przykłady zastosowań właściwości grupy pierwiastków zespolonych z jedności 
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Ćwiczenie 1.

Niech 
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Odpowiedź do A)
I sposób: 
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               Stąd 
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                 Zatem podstawiając 
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	III sposób:
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Odpowiedź do B)
Oczywiście 
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Zatem  
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Ostatecznie:      
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Odpowiedź do C)
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Ćwiczenie 2.
Wykaż, że                
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Wskaż sposób obliczania 
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Rozwiązanie:
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Ćwiczenie 3.

Wykaż proszę, że funkcje 
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Rozwiązanie:
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Zadanie 3. 

Niech 
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Zadanie 4. 

Wykaż, że   
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Zadanie 5. 

Wykaż, że   
[image: image55.wmf](

)

1

1

0

1

-

-

=

-

º

Õ

p

p

k

k

w

.

Zadanie 6. 
Wykaż, że   
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Zadanie 7. 

Jeśli domyślisz się jak wykorzystać odkryty przez Eulera wzór
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    to z łatwością dowiedziesz, że
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    oraz odpowiednio             
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Zadanie 8. 

Znajdź i narysuj rozwiązanie układu równań:
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    Uogólnij zadanie na przypadek n niewiadomych.

Zadanie 9. 

Wykaż, że   
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Zadanie 10. 

Wykaż, że   
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Liczby zespolone i proste odwzorowania 
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Zadanie 11. 

Określono odwzorowanie 
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   a) Znajdź obraz 
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   b) Naszkicuj również "rodzinę mrówek" 
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Zadanie 12. 

Określono odwzorowanie 
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Znajdź obraz pasma z "okienkami" przedstawionego na rysunku:
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Zadanie 13. ("Mickiewiczowskie")

Określono  odwzorowanie 
[image: image76.wmf]f

:

C

C

®

 jak następuje: 
[image: image77.wmf](

)

z

e

z

f

i

o

44

×

=

. Znajdź obrazy zbioru "UFOLek" (rys) po odwzorowaniu zadanym przez 
[image: image78.wmf]f

 & przez 
[image: image79.wmf](

)

44

f

f

o

.


[image: image80.wmf]
Zadanie 14. 

Niech 
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to rodziny krzywych odpowiednio wzajemnie prostopadłych. Rozważ i narysuj odpowiednie rodziny dla odwzorowania holomorficznego (wylicz z definicji pochodnej):          
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Otrzymany tak nowy układ współrzędnych  
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Zadanie 15. 

Znajdź obraz kwadratu 
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Zadanie 16. 

Określono homografię 
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Wskazówka: I) wystarczy założyć, że istnieje 
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                   II) wystarczy zauważyć, że 
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Zadanie zrób obydwiema metodami. 

	Co druga metoda ma wspólnego z Jacobianem?

Zadanie 17. 

Niech 
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Zadanie 18. 
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Zadanie 19. 

Jaka transformacja afiniczna 
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Zadanie 20. 

Niech 
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Zadanie 21. 

Na 
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Co oznacza analityczność odwzorowania 
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 dla macierzy Jacobiego tak      rozumianej zamiany zmiennych z układu kartezjańskiego na układ       krzywoliniowy?

Zadanie 22. 

Niech 
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określona jest funkcja odwrotna \SYMBOL 102 \f "Symbol", też analityczna; nadto 
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Zadanie 23. 

Wymóg analityczności odwzorowania 
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Zadanie 24. 
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Zadanie 25. 

Znajdź obraz zbioru w kształcie sylwetki robotów (patrz rys.) otrzymany  w wyniku odwzorowania 
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Niech 
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Określmy odwzorowanie 
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Zadanie 28. 

Wykaż, że 
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Zadanie 29. 

Ile krotnie trzeba wykonać operację podniesienia do potęgi i z lewej strony równania, aby otrzymać równość: 
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Odpowiedzi do zadań
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h) Główna przekątna płaszczyzny zespolonej, czyli punkty 
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	i) Równanie można przedstawić w postaci
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3. a) Zauważ, że  
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b) Wskazówka: Zauważ, że jest to suma wyrazów szeregu geometrycznego o q = ?.
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[image: image168.wmf]{

}

1

,

,

1

,

0

,

-

=

p

k

k

K

w

 jest zbiorem pierwiastków równania 
[image: image169.wmf]x

p

-

1

.

     Teza wynika z ... twierdzenia B\SYMBOL 233 \f "Times New Roman CE"zout.

5. 
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6. Wskazówka: Podstaw w równaniu z zad. 4  zamiast  
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7. Wskazówka:   
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    Skorzystaj ze wzoru Newtona i warunku równości dwóch liczb zespolonych .

8. Wskazówka: Skorzystaj z tez zad. 3 i 5.

9. Wskazówka: Podziel  wzór z zad. 4 obustronnie  przez  
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Każdemu obrazowi po następnym zastosowaniu 
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14. Jeśli krzywe 
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[image: image196.wmf](

)

0

0

,

y

x

 mają postać 


[image: image197.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

0

,

,

0

0

0

0

0

0

=

×

-

+

×

-

y

x

y

u

y

y

y

x

x

u

x

x

¶

¶

¶

¶

,


[image: image198.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

0

,

,

0

0

0

0

0

0

=

×

-

+

×

-

y

x

y

v

y

y

y

x

x

v

x

x

¶

¶

¶

¶

.

     Z równań Cauchy-Riemanna dostajemy 
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     co oznacza prostopadłość stycznych.

     Przy odwzorowaniu 
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      Więc obrazem punktu 
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       Łatwo zauważyć, że zbiór 
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       Łatwo zauważyć, że zbiór 
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	       Obraz kwadratu przedstawiony 
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      II) 
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17. Styczna do krzywej danej równaniem 
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      W tym zadaniu 
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	Odstępy kątowe między kolejnymi punktami orbity wynoszą 
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21. Niech 
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oraz gdzie pominięto wyrazy wyższego rzędu małości. Odwzorowanie 
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jest macierzą mnożenia przez liczbę zespoloną postaci 
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przy oczywistych utożsamieniach. Wyraziście oddaje ten fakt zapis:
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Wystarczy zauważyć, że 
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22. Niech 
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Jakobian tego odwzorowania jest różny od zera w punkcie 
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23. Niech 
[image: image259.wmf](

)

(

)

(

)

y

x

v

i

y

x

u

iy

x

f

,

,

×

+

=

+

. Wniosek (przy 
[image: image260.wmf]v

º

0

) wypływa z: 
[image: image261.wmf]¶

¶

x

y

u

u

=

=

0

.

24. Niech 
[image: image262.wmf]¶

¶

x

x

y

y

u

u

u

u

º

=

,

, etc.

 
[image: image263.wmf]2

2

2

2

  

y

x

x

u

y

x

y

u

u

v

u

v

x

y

x

y

y

x

+

=

Ù

+

=

Þ

î

í

ì

=

-

=

,  czyli 
[image: image264.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

y

y

x

y

x

y

x

x

y

x

u

j

j

+

+

=

+

+

=

ò

2

2

2

2

ln

2

1

d

2

2

1

,

, 

skąd via 
[image: image265.wmf]u

y

x

y

y

=

+

2

2

 mamy 


[image: image266.wmf](

)

0

d

d

=

y

y

j

, 

czyli z dokładnością do stałej 
[image: image267.wmf](

)

2

2

ln

,

y

x

y

x

u

+

=

. 

Skąd dla 
[image: image268.wmf](

)

z

z

f

z

ln

*

=

Î

C

. Wystarczy zauważyć, że 
[image: image269.wmf]z

x

y

e

i

arc

y

x

=

+

×

×

2

2

tg

.

25. Oczywiście funkcja wykładnicza 
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odwzorowuje w pęk półprostych, gdyż 
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28. Dowód indukcyjny na podstawie zależności 
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