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WSTĘP


Notatki opracowano w oparciu o [1]. Zakłada się tu wiedzę o algorytmie Turinga-Posta na poziomie opracowania [2]. Algorytm i automat są tu utożsamiane w sensie sformułowanym w [2]. Opisywane algorytmy dotyczą binarnych przedstawień liczb naturalnych.

I. PRZYKŁADY OBLICZANIA ZŁOŻONOŚCI CZASOWEJ [1]
PRZYKŁAD I


Rozważmy maszynę T-P (Turinga-Posta) zaprogramowaną tak, by do liczby an-1an-2...a1a0 w zapisie binarnym dodawała liczbę 1,  uzyskamy wtedy sytuację:

konfiguracja wyjściowa


*      an-1     an-2          ...         a1      a0      *  
Konfiguracja końcowa


    bn      bn-1     bn-2
        ...         b1       b0      *

gdzie strzałka oznacza położenie głowicy (czytnik - drukarz)

oraz 




Maszyna T-P przesuwa głowicę w lewo zastępując wszystkie jedynki zerami, aż do momentu kiedy napotka na zero (bądź gwiazdkę *). Po zastąpieniu zera (bądź gwiazdki) jedynką głowica wraca z powrotem. Działania takiego automatu T-P opisać można za pomocą trzech stanów i alfabetu (:

 Q={q0,q1,q2};               (={0,1};

gdzie q0 jest stanem wyjściowym zaś końcowym stanem jest q2; F=q2.

Regułę ( zmiany stanów maszyny T-P w tym szczególnym przypadku zadajemy graficznie w następujący sposób:
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Napisy „tłumaczą się same”; np. 1( 0,L  oznacza w miejsce jedynki drukuj zero i idź w lewo. Obliczmy teraz średnią złożoność czasową tego algorytmu.

Analiza przypadków. (Best case, worst case, average case)

1. Najkorzystniejszy
 to a0=0. Liczba ruchów potrzebnych do

       przypadek


 przejścia z q0(q2 wynosi 2.


2. Najgorszy

 to an-1= ... =a1=a0=1. Liczba ruchów potrzebnych

    przypadek



do przejścia z q0(q2 wynosi 2n+2.

Uwaga.   Założywszy, że prawdopodobieństwo na wczytanie dowolnej z liczb binarnych n-bitowych jest jednakie dla każdej z tych liczb wnioskujemy, że prawdopodobieństwo przypadku „najgorszego” wynosi 2-n zaś najkorzystniejszego 1/2. (Wszystkich liczb n-bitowych jest 2n z tego parzystych 2n-1).

3. Przypadek


symbol wyjściowy (an-1...a1a0( wymaga

    przeciętny



2k kroków (1 ( k ( n+1) iff.


ak-1=0  (  ak-2= ... =a1=a0=1  (   k ( n+1 

lub  
ak-2= ... =a1=a0=1 ( k=n+1.

Stąd wniosek, że prawdopodobieństwo, tego iż symbol wyjściowy wymagałby 2k kroków (przesunięć głowicy) wynosi 

. Średnią liczbę przesunięć (średnią złożoność czasową 

) wyliczymy wtedy ze wzoru



.

Aby wyliczyć powyższą sumę, posłużmy się wzorem

 


Po zróżniczkowaniu obu stron i po pomnożeniu przez x otrzymamy formułę (x(1)



.

Zastosowanie tego wzoru prowadzi do wyniku      




PRZYKŁAD II.


Tym razem maszynę T-P zaprogramujemy tak, aby z symbolu wyjściowego ( an-1  an-2 ... a1 a0 ( przekopiowała wszystkie jedynki po jego prawej stronie tj. 

konfiguracja wyjściowa



  
      (   a n-1   an-2    ...  a1   a0     (   

konfiguracja końcowa




      (   a n-1   an-2    ...  a1   a0    (    1    1    ...   1








   m

gdzie   

.


Powyższy algorytm można opisać jako maszynę (automat) o pięciu stanach, przy czym q0 oznacza stan maszyny początkowy q5 zaś jest jej stanem końcowym.
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Graficzne przedstawienie tego algortymu-maszyny przyjmuje zatem postać:

Objaśnienia: 

· Litera s oznacza STOP.

· Każda klatka taśmy maszyny T-P na prawo od prawej gwiazdki  zawiera symbol      oznaczający „pusta klatka”

· Głowica przesuwa się w prawo aż natrafi na jedynkę (o ile an-1 już nią nie jest). Zastępuje wtedy tę jedynkę symbolem $.

· Porusza się potem w prawo (P) ( idź w Prawo, aż natrafi na    , który to symbol zastępuje jedynką.

· Następnie porusza się w lewo (L) ( idź w Lewo , aż do natrafienia na $, który to symbol zastępuje jedynką.

· Teraz z kolei maszyna T-P przystępuje do poszukiwania kolejnej jedynki poruszając się, tak jak w pierwszym cyklu w prawo.

· Algorytm T-P zatrzymuje się jeśli w stanie q0 natrafi na gwiazdkę z prawej strony a0.


Opisuje to również poniższy schemat blokowy algorytmu:
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Przystąpimy teraz do obliczenia liczby 

 ruchów głowicy potrzebnych do otrzymania konfiguracji końcowej przy zadanej wyjściowej konfiguracji 

. W tym celu wyliczymy liczbę ruchów przy przejściu od konfiguracji



(   a n-1      ...   ai   ai-1   ...  a1   a0    (    1   ...    1









mi+1
do konfiguracji

 
           (   a n-1      ...   ai  ai-1   ...  a1   a0    (   1   ...    1







            mi

· gdzie 


,  


.

· Jeśli 

, wtedy głowica wykonuje tylko jeden ruch.

· Jeśli 

, wtedy algorytm zastępuje 1 ( $ oraz przesuwa głowicę w prawo aż do pierwszego znaku      co wymaga (i+mi+1+2) ruchów.

· Po zapisaniu jedynki w miejsce      ;       ( 1; głowica w (i+mi+1+2) ruchach powraca do symbolu $, który zamienia na 1; $ ( 1; idzie w prawo itd. czyli przejście od górnej do dolnej konfiguracji wymaga 1+2ai(i+mi+1+2) ruchów przy  i ( [0, n-1]

czyli




=




 (*) 

Analiza przypadków:

1. 

; T(n)=n; (best case)

     prawdopodobieństwo konfiguracji = 2-n.
2. 

; T(n)=n(2n+3); (worst case)

     prawdopodobieństwo konfiguracji = 2-n.

3. W dowolnym przypadku można obliczyć (average case) średnią złożoność czasową T(n), dzięki temu, że 


a)
przyjmujemy, że prawdopodobieństwo jakiejkolwiek konfiguracji wynosi 2-n.


b) 
potrafimy policzyć ile potrzeba w sumie ruchów na wykonanie zadania dla wszystkich 2n konfiguracji n-bitowych po kolei i bez wyjątku.

Oznaczając tę sumę przez 

, mamy 


Można tę sumę ruchów wyliczyć zauważając, że


a) 



b) 



c) 


Otrzymamy wówczas (! 

 !)



.

Średni czas obliczamy w/g 

, czyli



 .

Przedstawimy na zakończenie tego przykładu dowód wzorów a), b) i c).

               


i-ta kolumna ( 0    1   2 ...................               n

1) Spostrzeżenie: w każdej z kolumn jest tyle jedynek co i zer. (Dlaczego ?)

2) Wniosek: 



, gdyż

         „dodawanie wierszami  =   dodawanie kolumnami”.

b) Jak wyżej; tyle tylko, że sumę „wzdłuż” i-tej kolumny mnożymy przez i stąd


c) w sumowaniu 

występuje „warstwami” 2n+1 różnych macierzy

tj. tyle ile różnych konfiguracji 





Spostrzeżenia:

	Mamy n+1 słupków diagonalnych o długości 2n+1 pięter ponieważ 

 to wzdłuż diagonali (w każdym słupku) liczba jedynek jest równa liczbie zer. Stąd w słupkach diagonalnych znajduje się (n+1)2n jedynek. 
	


	długość

2n+1

pięter


Słupków (i,j)-tych ; i(j jest (n+1)2-(n+1)=n(n+1). Ustalając dowolny (i,j)-ty słupek (i(j) zauważmy, że jedynki stanowią w nim 1/4, a zera 3/4 z ogólnej 




liczby 2n+1 bitów. Jest tak, gdyż jednocześnie ai=1 ( aj=1, a taka sytuacja ma miejsce w jednej czwartej wszystkich czterech możliwości. Stąd całkowita liczba jedynek w bloku złożonym z macierzy pięter - wynosi:



; tj.



, gdyż

„sumowanie warstwami  =   sumowanie słupkami”,

PRZYKŁAD III


Rozważmy teraz Algorytm-maszynę T-P w której wystąpią dwie taśmy. Zadaniem algorytmu będzie zamiana liczby w zapisie unarnym (jedynkowym) na liczbę w zapisie binarnym (dwójkowym)

Konfiguracja wyjściowa (n-jedynek)


 (    1     1     ...    1     1    (    ...

( taśma „input”





    ...

    (   ....   
( taśma robocza

Konfiguracja końcowa

            (     1     1     ...    1    1     (    ...

( taśma „input”

     ...           am    am-1    ...   a1    a0   (    ...    
( taśma  robocza


gdzie 

. Prace tego algorytmu-maszyny T-P opisuje graficznie schemat
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q3
Maszyna T-P przesuwa głowicę na taśmie „input” w prawo. Kiedy znajdzie jedynkę wtedy dodaje ją do liczby binarnej zapisanej już na taśmie roboczej; dodaje ją w/g algorytmu z przykładu pierwszego. Algorytm się kończy (maszyna się zatrzymuje) jeśli głowica taśmy „input” i taśmy roboczej odczytuje „gwiazdkę” ( - każda na swojej taśmie.

Uwaga
Ponieważ dla ustalonego n mamy tylko jeden przypadek, jedną konfigurację wejściową (input), to przypadek najlepszy (best case), najgorszy (worst case) i przeciętny - średni (average case) pokrywają się oczywiście.

Przypomnienie
· Czas pracy T(n) algorytmu-maszyny wyrażony jako funkcja rozmiaru n zadania nazywamy złożonością czasową algorytmu (time requirements).

· Zachowanie się tej funkcji w granicy (rozmiar n(() zwie się asymptotyczną złożonością czasową.

· Liczbę komórek (lub innych jednostek) pamięci S(n) maszyny algorytmu wyrażoną jako funkcję rozmiaru n zadania zwie się złożonością pamięciową algorytmu (storage lub space requirements).

· A co nazywamy asymptotyczną złożonością pamięciową?

· Czas T(n) może być mierzony poprzez zliczenie


a) kroków postępowania,


b) stwierdzeń czy wyników pośrednich,


c) operacji określonego rodzaju jakie wykonuje maszyna-algorytm (np. przesunięcie głowicy) etc.

· potrzebny zasób pamięci (space) S(n) może być wymierny w bitach, słowach, komórkach, rejestrach etc.


Po tym przypomnieniu przejdźmy do obliczania S(n) i T(n) dla algorytmu-maszyny T-P z przykładu III.

S(n) Tu - głowica maszyny T-P „odwiedza” dokładnie (n+1) klatek górnej taśmy (input) oraz (1+[ld(2n)] klatek dolnej taśmy roboczej, gdyż liczba n=2k zawiera ld[2n] bitów w swym zapisie binarnym; gdzie ld (lg2;

np. 8=(1000)2; ld(2(8)=4; dla dowolnej zaś liczby n(N, liczba bitów = Entier(ld[2n]) = [ld(2n)].

Stąd    S(n) = n+2+[ld(2n)].

T(n)
Za złożoność czasową T(n) przyjmujemy łączną liczbę ruchów głowic górnej (input) i dolnej (roboczej) taśm. Oczywiście liczba ruchów głowicy górnej wynosi n. Analiza ruchów głowicy taśmy roboczej jest natomiast złożona.

Po to aby od konfiguracji

                          am   am-1   ...     a1    a0  (     ...       taśma robocza

przejść do konfiguracji

                           br    br-1   ...    b1   b0   (     ...        taśma robocza

gdzie 

, 

głowica taśmy roboczej musi wykonać (2t+2) ruchów, gdzie t oznacza liczbę wszystkich zer stanowiących przyrostek w napisie-słowie brbr-1 ... b1b0. (np. w napisie 1011000 takim przyrostkiem jest 000) tzn. 



;

(np. 1011000(2) = 1(26+0(25+1(24(+1(23 = 23(22+21+20)= 23(2(3+1))


Oczywiście przy zadanym j ( 0 liczba t jest z powyższej równości wyznaczona jednoznacznie. zauważmy przy tem, że t oznacza liczbę dzielników postaci 2s; s(N liczby 




.

Oznaczmy przez ((x) liczbę dzielników postaci 2s; s(N liczby x. Niech na taśmie input będzie n jedynek. Wtedy liczba ruchów głowicy taśmy roboczej wynosi:

 

.

Uwaga.    Sprawdź, że przy przejściu od konfiguracji 




    ...                    (     ... 
        taśma  robocza

do konfiguracji




    ...           1
 (   ...


głowica taśmy roboczej wykonuje 2 ruchy - odpowiada to pierwszemu składnikowi sumy tj. k=1. Sprawdź, że przy przejściu od konfiguracji




              1     (  

taśma robocza;

do konfiguracji




      1     0    (
 


głowica taśmy roboczej wykonuje 2(((2)+2 ruchy - odpowiada to k=2 tj. „przerobieniu” dwu jedynek  itd.

Summa summarum




Można znaleźć też bardziej „eleganckie” rozwiązanie (patrz[1]):



.

gdzie S2(n)= liczba jedynek w binarnym zapisie liczby n. Badanie niezwykle kapryśnego zachowania się funkcji S2(n) wymaga jednak zastosowania zaawansowanego aparatu matematycznego. W celu wykazania ostatniego wzoru należy zauważyć, że:

a)  

 dla 

 oraz 

 dla  i>0 

b)  


c)  


d)  

,

Wzory a) i b) wynikają trywialnie z samej definicji ((x). Oczywiście z c) i b) wynika własność d). Pozostaje wykazać punkt c). Dla n=2k , korzystając z a) i b), otrzymujemy:




       


i analogicznie dla n=2k+1:  







Powyższe wystarcza do dowodu c). W tym celu zauważmy, że  

np. n=1001011(2) ; 

n jest nieparzyste (ostatnia cyfra = 1). 

Niech 

, wtedy n1=100101(2) i 

. 

Dla


 (n2=10010(2) ) ; 

;




 (bo n2 -parzyste; n3=1001(2) ) ; 

;




   (n4=100(2) ) ; 


;




          (n5=10(2) ) ; 


;




   (n6=1(2) =1(10) ) ; 


,








(

);

Widać już, że: 

- we wzorze na kolejne 

 liczba (-1) pojawia się tylko w przypadku, gdy ni-1 ma ostatnią cyfrę równą 1 (w zapisie dwójkowym, przyjmując n0 =n),

-   ni+1 uzyskujemy poprzez usunięcie ostatniej cyfry z  ni ,

- podstawiając do wzoru na 

kolejne 

 uzyskujemy „skrócenie”  wyrazów pośrednich tak, że pozostaje tylko n i liczby -1 powtórzone tyle razy, ile razy wystąpiła cyfra 1 w binarnym zapisie liczby n.

UWAGA: Na ogół do obliczenia czy szacowania T(n) czy T(n) potrzebna jest znajomość aparatu teorii funkcji zmiennej zespolonej, teorii liczb, kombinatoryki, tzw. matematyki dyskretnej, analizy harmonicznej, teorii prawdopodobieństwa, analizy funkcjonalnej i ... itd.! 

II. JESZCZE JEDEN ALGORYTM

Na zakończenie przedstawimy jeszcze jeden algorytm. Jest to mianowicie algorytm dodawania dwu liczb:


  n - bitowej   an-1an-2 ... a1a0;
an-1=1

oraz (( n) - bitowej   bn-1bn-2 ... b1b0     bk( Z2; k=0,  ... ,n-1





START





           an=0,  bn=0;




(an,an-1, ... , a1,a0) ( Z2n+1



(bn,bn-1, ... , b1,b0) ( Z2n+1




(cn,cn-1, ... , c1,c0) ( Z2n+1




d ( Z4     i ( N0






      i ( 0;




     ci ( (ai+bi) mod 2




      d ( ai+bi
                                 drukuj ci






  i = n

 STOP





 di > 1



  i ( i+1


i (i+1

             ci ( (ai+bi) mod 2
ci ( (ai+bi+1) mod 2


  d ( ai+bi

d ( ai+ bi+1

  drukuj ci


drukuj ci

Zachęta
1. Zachęcam do próby obliczenia-oszacowania złożoności czasowych (dla różnych przypadków) i pamięciowej.

2. Zaleca się napisanie programu np. w Pascalu

Uwaga
        Zauważ, że także i poniższy algorytm pozwala osiągnąć ten sam cel.


                                           START





           an=0,  bn=0;




(an,an-1, ... , a1,a0) ( Z2n+1



(bn,bn-1, ... , b1,b0) ( Z2n+1




(cn,cn-1, ... , c1,c0) ( Z2n+1




d ( Z4    i (N0





i ( 0;





     ci ( (ai+bi) mod 2




            d ( ai+bi




              drukuj ci




    STOP

  i = n









 d > 1

i ( i+1





              i ( i+1





           d ( ai+bi+1




   ci ( (ai+bi+1) mod 2





drukuj ci





  i=n





  


                                        STOP

Pytanie: Który algorytm jest lepszy i dlaczego?
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(*) Zauważ, że � EMBED Equation.2  ��� oraz skorzystaj z � EMBED Equation.2  ���
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