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GŁÓWNE TWIERDZENIA

ANALIZY WEKTOROWEJ

- Twierdzenie Green'a -

A. Krzysztof Kwaśniewski
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1.
Całki krzywoliniowe, zorientowane. Twierdzenie Greena.


Oto przykłady krzywych w 
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; zadanych wykresami


[image: image4.wmf]

bądź określonych jako miejsca geometryczne
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albo przedstawionych w postaci parametrycznej, tj.:
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Przedstawienie I) zwiemy parametrycznym przedstawieniem krzywej na płaszczyźnie.

Naturalnie, im wyższego rzędu pochodne z funkcyj  
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  istnieją, tym funkcje są gładsze. Np. w  II)  &  III)  istnieją pochodne dowolnego rzędu.

ĆWICZENIE 1.


Oto krzywa na płaszczyźnie:
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- I co ? Gładka czy "ostra" to krzywa ? (Pogładź to poczujesz).


Znajdź przedstawienie parametryczne tej krzywej.

My ograniczymy się tu do rozpatrywania krzywych "gładkich" na tyle, by istniały pochodne chociaż pierwszego rzędu. 

UMOWA:
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Niech zatem  
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 będzie krzywą w 
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. Całkę krzywoliniową możemy wówczas wyrazić poprzez

(1)
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gdzie 
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 jest odpowiednio zadanym na 
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 polem wektorowym (MBM -1-)

OZNACZENIE:
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forma różniczkowa pierwszego rzędu

ĆWICZENIE 2. 
Niech K będzie okręgiem o promieniu r i środku w (0,0) tj.
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DEFINICJA 1.


Obszarem normalnym względem osi "ox" zwiemy obszar 
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(2)
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dla odpowiednio dobranych funkcyj 
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ZADANIE.
Podaj określenie obszaru normalnego względem osi "oy".

PRZYKŁAD 1.
Oto przykłady obszarów
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normalnych odpowiednio :  tylko względem osi ....., tylko względem osi .....  oraz względem osi ..... i ..... jednocześnie.

TWIERDZENIE GREEN'A.
      Jeśli funkcje P & Q są ciągłe wraz z pochodnymi 
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 wewnątrz i na brzegu 
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 obszaru D normalnego względem obu osi to         
[image: image24.wmf](

)

ò

òò

-

=

+

D

D

y

P

x

Q

dy

dx

Qdy

Pdx

¶

¶

¶

¶

¶


DOWÓD.
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Wyliczamy przy D postaci (2),  że
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Analogicznie wyliczamy, że 
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ĆWICZENIE 3.
Zrób teraz Ćwiczenie 2 po to, by bez wysiłku otrzymać 
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KOMENTARZE:

1.
Jeśli 
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nie zależy od wyboru drogi, tj.
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2.
Jest też i na odwrót prawdą, że jeśli 
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 nie zależy od wyboru drogi całkowania, to 
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DOWÓD:
Wyrażenie 
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A zatem jeśli   
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   są ciągłe, to   
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OCZYWISTOŚĆ:
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NAZWA:



Jeśli istnieje funkcja taka, że forma różniczkowa 
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 jest jej różniczką, tj. 
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, to F zwiemy funkcją pierwotną, natomiast formę różniczkową 
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 zwiemy różniczką zupełną.

PRZYKŁAD 2. 

[image: image48.wmf]w

=

+

+

-

Þ

(

)

(

)

3

2

2

2

x

y

dx

xy

y

dy



[image: image49.wmf]Þ
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ĆWICZENIE 4.
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KOMENTARZ.
Twierdzenie Greena pozwala na zamianę całki krzywoliniowej na 


podwójną, ale i na odwrót.

PRZYKŁAD 3.
Oto przykład przemyślnego wykorzystania takiej możliwości:

Niech   
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 pole obszaru D.  Z twierdzenia Greena np.  
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Niech tedy teraz  
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Wtedy w/g (5)    pole elipsy =
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ĆWICZENIE 5.
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Wartość całki oblicz

a)
nie korzystając z Twierdzenia Greena,

b)
wykorzystując Twierdzenie Greena.

ĆWICZENIE 6.
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Określ, czy 
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   ma czy nie ma   funkcję pierwotną  ?

ĆWICZENIE 7.
Wymyśł sobie sam(a) taką formę 
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  by  
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 , poczem odnajdź F napowrót, postępując odpowiednio systematycznie.

ODPOWIEDZI

Odpowiedź do Ćwiczenia 2.

Albo wyliczysz całkę w/g (1) i się zmęczysz, albo poczekasz na tw. Green'a. Proponuję Ci nie czekać. Sprawdź się po prostu, a zrozumiesz coś szczególnego.

Odpowiedź do Ćwiczenia 4.
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Odpowiedź do Ćwiczenia 5.
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b)
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Odpowiedź do Ćwiczenia 6.

Miast sprawdzać, czy  
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