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Ciągi w zadaniach
A. K. Kwaśniewski



Białystok 1995

Niniejszy zeszyt MBM zawiera wybór zadań egzaminacyjnych z analizy matematycznej w części dotyczącej ciągów.

Przeznaczenie: politechnika, kolegium komputerowe, studia zaoczne i podyplomowe.

Wstęp

Przyjmuje się, że Czytelnik umie mnożyć macierze i zna pojęcie granicy liczbo​wego ciągu (patrz wcześniejsze zeszyty MBM).

Znajomość liczb zespolonych oraz szeregu Taylora umożliwia zrozumienie roz​wiązań kilku zagadnień bardziej zaawansowanych pojęciowo.

skład: W. BajguzZadania
1.  Niech 

. Określmy ciąg 

 macierzy (... a tym samym i ... ciąg odwzorowań 

) jak następuje:



.

Ku jakiej macierzy zmierzają wyrazy ciągu 

?

Do jakiego zbioru-„krajobrazu” ( będzie zmierzał ciąg 

 krajobrazów-zbiorów

, gdzie 

 jest zbiorem punktów zadanym przez rysunek.




2.  Wykaż, że: 
a) 

 &



b) 

.

3.  Określono ciąg wektorów następująco:



.

Naszkicuj zachowanie się ciągu 

 na płaszczyźnie 

 - tj. po prostu na ... na kartce. No a ten wektor 

, to jest jaki?

4.  Zadano ciąg 

;


(()


 & 

.

 


5.  Określono ciąg 

 poprzez równanie


(()



 


6.  Oto „prosto-kąto-konciasta” spirala:






.

a) odgadnij dokąd zmierza ciąg punktów 

; no to...

b) udowodnij to teraz.

7.  Wykaż, że 

.

8.  F. Vi(te (1540-1603) był tajnym doradzcą na dworze Henryka IV. Między innemi odkrył, że 


(()


.

Udowodnij, że miał rację, poczem - bacząc na zadanie 7 - wykaż, że w granicy 

 dostaniemy 

, a być może też zostaniesz Doradzcą.

9.  Posługując się wiedzą zdobytą w zadaniu 8, wydrukuj na pół strony wartość liczby 

 w rozwinięciu np. dziesiętnym. F. Vi(te ponad czterysta lat temu obli​czył wartość 

, aż do 18-tego miejsca po przecinku. Jak to zrobił?

10. Niech 

.

a) 


b) 


11. Niech ciąg 

będzie określony przez 

 .  


12. Uzyskano ciąg nieskończony 

 poprzez „próbkowanie” funkcji 

;   

, tj. poprzez wybór jej wartości w punk​tach (np.) 

. Naszkicuj wykres ciągu 

.

13. Zadania trzynastego nie ma.

14. Postąp podobnie jak w zadaniu 12. Funkcją „próbkowaną” niech będzie 

 dana wzorem:


(+)


.

15. Wykaż, że 

, gdzie 

.

16. 

;  


17. 

;  

    

 - to wielomian k-tego stopnia.

18. 

;  


19. 

;  

;  

.   


20. Zadanie to ma za swe źródło ogłoszoną w 1202 roku Liber abaci autorstwa Leonardo da Pisa, zwanego także Fibonaccim. Niech 

; niech


(x)


.

Niech 

.Zapytujemy teraz:

a) 

 
  b) 


21. Odpowiednio przemyślnie posługując się regułą de L’Hospitala znajdź war​tości następujących wyrażeń nieoznaczonych:

     a) 


b) 



c) 


     d) 


e) 


f) 


22. Posłuż się zadaniem 21 odpowiednio sprytnie, a obliczysz granice ciągów: (oblicz je!)

    a) 


     b) 



c) 


    d) 



     e) 


f) 


23. Naszkicuj zachowanie się ciągu punktów 

;

     

. 

      Czy ten ciąg punktów dokądś zmierza? 24. Niech 

 będzie zbiorem w 

; o np. takim jak ten 

:




tj. z Białegostoku. Niech 

          

; 

  

            & 

; 

.

Będziemy zbiory przekształcać tak: 






       

  itd.

Posłuż się komputerem, by zaspokoić ciekawość i odkryć:

a) do jakiego kształtu zbioru zbliżają się, dążą kolejne obrazy 

, tj. 


b) czy zastępując zbiór białostocki 

 Twoim nowym zbiorem 

 otrzymamy 

, czy 

?

Odpowiedzi do zadań    

1.















Uzasadnienie: 

;  

                             

jest macierzą odbicia względem osi P.

2.  a) 



 EMBED Equation.2  
via dwumian Newtona ... 


         

.

     b) 


          

.

3. 

    






4.  (() 

;    A oto główny pomysł: 

     Niech 

; wtedy z (*) 



(**)   



     Z (*) dla 

 




.

5.  Z (() 

 (via rozwinięcie Taylora) 


    


    



 EMBED Equation.2  
.  Hough!

6.  a) To, że kolejne punkty zbliżają się do 

... każdy widzi;

     b) 

.

7. I) Patrz rysunek - wynikają zeń oczywiste nierówności:

  

;

przechodząc teraz z 

 uzysku​jemy tezę.

II) Użyj reguły de l’Hospitala.

III) Rozwiń 

w szereg Taylora dla 

.




8. 



 EMBED Equation.2  
 


                                     



 EMBED Equation.2  


 EMBED Equation.2  


 EMBED Equation.2  
;

     skąd 

.

9.  Wstaw do (() z zadania 8 

, a otrzymasz:

    


     I tak 5 tysięcy kolejnych cyfr liczby 

 wygląda następująco:
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10. a)

;

      b) 

. Patrz rysunek:




11. 

.

12.




 EMBED Equation.2  





14. Licznik w (+) jest postaci:





 EMBED CDraw  

15. Wykaż indukcyjnie, że 

.

16. 


18. 


19. 

, zatem przy 

, 

.

20. a) Wstaw do (x) 

 

Z (x) 



(*)





- Ponieważ 

 & 

, to (kładąc w (*) 

 & 

) dostajemy



; 

.

b) 

.

21.a) 1;  b) 0 ; c) 

;  d) 

;

     e) 


        

;

f)


      

, gdyż  

.

22. a) 

;  

b) Z reguły de L’Hospitala dostajemy 

, skąd w szczególności  dla x=n 

;

      c) Niech 

 będzie uważane za szczególną wartość argumentu funkcji ,

        

, wtedy (z zad. 21 c)) 

;

      d) 1;  

      e) z zad. 21 e) dostaniemy 

; 

      f) z zad. 21 f) wynika, że 

.

23.   




Uwaga: punkty 

 przy n dużym leżą praktycznie na prostej, gdyż 

.

24.
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