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I.  Wstęp.
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   Przygotuj teraz początkowe  
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Tam co  
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- cyknięcie zegara - dopiszą nam przyrost depozytu* (proporcjonalny do tego co w danej chwili już się było uzbierało).

  Zrobią to według zasady:
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    Z  (1)  oczywiście wynika, że
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   Pytania "PP"
- I co wolisz ... bardzo duże  
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    *  (depozyt  \SYMBOL 186 \f "Symbol"  pozostawienie, złożenie, powierzenie)

  Definicja 1.
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  Uwaga:  Można dowieść, że ciąg    
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  jest rosnący i ograniczony, a zatem ma granicę;   
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   Ćwiczenie 1.   Porównaj wartości wyrazów ciągu 
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i odpowiedz sobie na pytania  ”PP”.

   Nazwa:


[image: image22.wmf]log

ln

e

º

¬

  logarytm "naturalny".

   Przykład 1.   A, tak, tak; naturalny i ważny. Zaczyna się od tego, że:
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   Dowód.

1. Dla  
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Uwaga:   Do jednej i tej samej liczby  g  może być zbieżnych ciągów tyle ile zechcesz; ..(!)

 - Jasne jeśli   
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Można pokazać, że (przy  
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   Ćwiczenie 2.    Porównaj wartości wyrazów ciągu   
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Popatrz jeszcze raz do Ćwiczenia 1 i ... pomyśl.

II.  Pochodna funkcji; co to takiego?

  Definicja 2.     Niech    
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Niech granica tak określona istnieje  
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   Nazwa:     funkcję  
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  zwiemy pochodną funkcji  f.

 Przykład 2.        Niech     
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\EMBED Equation [image: image46.wmf](
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Wyróżnione  "e":
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  Ćwiczenie 3. 
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  Interpretacja:   Pochodna to tangens kąta...
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Interpretacja:       Pochodna to tangens kąta nachylenia stycznej.

    Pochodna   
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    wykresu w punkcie   
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   ZABAWA.   Niech  
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  oznacza położenie w chwili  "t"  Twojego samochodu bądź mojego roweru na drodze prostej jak  
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    Ćwiczenie 4.  Opisz własnymi nieskrępowanymi słowami, co ten obywatel na rowerze robi w przedziale czasu  
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   Ćwiczenie 5.   Oblicz wartości pochodnych funkcji   
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  na jej odcinkach od 1 do 8  przedstawionych w Ćwiczeniu 4. Odcinek "5" potraktuj jako fragment paraboli o równaniu:
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Zauważ, że   
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 prędkość w chwili  t. (Wskazówka : Ćw. 11-ste).

Interpretacja:     
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 prędkość z jaką  S  zmienia swą wartość w punkcie ("chwili")  t.

III.  Pochodne funkcji; proste reguły różniczkowania.

   Skąd się biorą w nas  NAZWY ?
1)  
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 - różniczka (argumentu) oraz wreszcie w świecie monad  Leibnitz'a
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2) iloraz różnic \SYMBOL 186 \f "Symbol"  iloraz różnicowy  
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   Nazwa:   tworzenie z   
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A oto przy założeniu, że wszystkie występujące poniżej pochodne istnieją...

Właściwości  różniczkowania:

1.
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   Ćwiczenie 6.  Dla przypomnienia; mając zadany wykres funkcji  f  ; narysuj wykres funkcji  
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3. 
A oto  reguła  Leibniz`a                   (G.W. von Leibnitz 1646-1716)
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   Uwaga:  z istnienia  
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Dowód   ("z mądrym zerem") słynnej reguły  Leibniz`a  .

Oto odpowiedni iloraz różnicowy...
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4.  Reguły czwartej nie będziemy tu udowadniać (nie szukaj po książkach - zbyt łatwo znajdziesz dowód - ... - raczej odkryj dowód ten sam/a)
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5.   Reguła piąta wsparta dowodem z "mądrą jedynką"
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.   Właściwy regule iloraz różnicowy to:
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(Uwaga:  z istnienia  
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  Przykład 3.
A)  Niech   
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B)  Niech   
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Niech    
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IV.   Pochodna funkcji odwrotnej.

   A)  Funkcje odwrotne.  (MBM - 1 -)

Niech   
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Spostrzeżenie:  wykres bijekcji  f   może służyć i za przepis na bijekcję   
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    Jest wyjście:    oto  
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czyli odwzorowanie to zamienia rolami  
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   Przykład 4.   
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obie bijekcje są do siebie wzajemnie odwrotne

 Istotnie  a)  
[image: image114.wmf]{

}

(

)

R

R

Î

º

®

'

x

x

x

exp

ln

                      &

               b) 
[image: image115.wmf](

)

{

}

.

ln

exp

+

+

Î

º

®

'

R

R

x

x

x

              

   Przykład 5.  Oto  
[image: image116.wmf][

]

[

]

(

)

2

;

1

,

0

1

,

0

:

x

x

f

f

=

®

  &



   
[image: image117.wmf][

]

[

]

(

)

.

;

1

,

0

1

,

0

:

x

x

g

g

=

®


Oczywiście (MBM - 1 -):   
[image: image118.wmf]f

g

g

f

º

º

-

-

1

1

&

.

   Ćwiczenie 7. Naszkicuj w jednym układzie współrzędnych wykresy wzajemnie odwrotnych funkcji.       A)  z Przykładu 4   &   B)  z Przykładu 5.
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   Przykład 7.


[image: image130.wmf](

)

(

)

(

)

x

y

y

x

x

y

y

x

x

y

2

1

2

1

'

1

'

2

'

2

º

=

=

º

þ

ý

ü

=

=

.


[image: image131.wmf]f

sin

p

2

-

p

2


   Ćwiczenie 8. 


  
[image: image132.wmf][

]

1

,

1

2

,

2

:

sin

-

®

ú

û

ù

ê

ë

é

-

p

p

f

;

 
      
[image: image133.wmf](

)

(

)

x

x

f

sin

sin

=

;

   Nazwa:  



[image: image134.wmf]f

sin

arcsin

-

º

1

    "arkus - sinus"


[image: image135.wmf]p

2

-

p

2

y

º

x

º



[image: image136.wmf](

)

?

'

sin

=

x

arc


   Wskazanie:  
[image: image137.wmf](

)

x

x

cos

'

sin

=

... dlaczego?

   Przykład 8.   Zakładam, że już wiesz, iż

    
[image: image138.wmf](

)

x

x

sin

'

cos

-

=

 (... udowodnij to!).  Stąd  



[image: image139.wmf](

)

(

)

;

cos

1

=

=

4

  

a

l

~

regu

'

cos

sin

'

 

tg

2

x

x

x

x

L

L

L

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

   i  podobnie

   
[image: image140.wmf](

)

(

)

;

sin

1

-

=

=

'

 

ctg

2

x

x

L


   Ćwiczenie 9.

  
[image: image141.wmf][

]

[

]

1

,

1

,

0

:

cos

-

®

p

f

;

 
      
[image: image142.wmf](

)

(

)

x

x

f

cos

cos

=

;


[image: image143.wmf]f

cos

p

2

p


   Nazwa:  


[image: image144.wmf]f

cos

arccos

-

º

1

    "arkus - kosinus"


[image: image145.wmf](

)

2

1

1

'

cos

x

x

arc

-

-

=

.   Czy to prawda?


[image: image146.wmf]p

2

-

p

2

f

tg


   Przykład 9.    

    


[image: image147.wmf]R

®

ú

û

ù

ê

ë

é

-

2

,

2

:

tg

p

p

f

;

 
    

  
[image: image148.wmf](

)

 x

tg

tg

=

x

f

;


[image: image149.wmf]p

2

-

p

2

arctg



[image: image150.wmf]f

tg

-1

arctg 

=


Podobnie jest biekcją i 
[image: image151.wmf]f

ctg

:

,

0

p

®

R

. Czyli


[image: image152.wmf]p

2

p

arcctg




[image: image153.wmf]p

2

p

f

ctg



[image: image154.wmf](

)

(

)

.

x

1

1

 

tg

1

1

cos

sin

1

1

cos

cos

1

1

'

 

tg

1

'

 

arctg

2

2

2

2

2

2

+

=

+

º

+

º

=

=

=

y

y

y

y

y

y

x


Podobnie:   


 
[image: image155.wmf](

)

.

x

1

1

'

 

arcctg

2

+

-

=

x


   Ćwiczenie 10. Określono (patrz Przykład 3):   
[image: image156.wmf]tgh 

ctgh 

x

x

x

x

x

x

=

=

sinh

cosh

&

cosh

sinh

.


[image: image157.wmf](

)

(

)

?

'

ctgh 

,

?

'

tgh 

=

=

x

x


   Analogia:  
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[image: image189.wmf]e

e

e

11

12

13

2

60420

2

61304

2

62060

=

=

=

,

,

,

,

,

.
   Odp. do Ćwicz. 2.

[image: image190.wmf]e

e

e

11

12

13

2

7182818262

2

7182818283

2

7182818288

=

=

=

,

,

,

,

,

.
   Odp. do Ćwicz. 3.

[image: image191.wmf](

)

(

)

.

2

2

0

2

2

x

x

x

x

x

x

x

x

¾

¾

®

¾

+

=

-

+

®

D

D

D

D


   Odp. do Ćwicz. 4.
Na poszczególnych odcinkach "k" rowerzysta:

"1" \SYMBOL 219 \f "Symbol"  jednostajnym ruchem prze w kierunku dodatnim   
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"4" \SYMBOL 219 \f "Symbol"  znowu postój;  "5"  \SYMBOL 219 \f "Symbol" powoli ale coraz szybciej - kierunek ten sam;

"6"  \SYMBOL 219 \f "Symbol" wolniej, ale "do przodu";  "7"  \SYMBOL 219 \f "Symbol" krótki postój i ... (?)

"8"  \SYMBOL 219 \f "Symbol" powrót z dużą prędkością do punktu wyjścia. Uff.
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