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Główne twierdzenia analizy wektorowej – Twierdzenie Stokes’a & Gaussa

A.Krzysztof. Kwaśniewski
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WSTĘP.

Przyjmuje się, że Czytelnik zna pojęcie całki powierzchniowej niezorientowanej. 
Ale na wszelki wypadek ...

ĆWICZENIE 1.


Oto powierzchnia zadana równaniem w rozwikłanej względem "z" postaci:
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Rozpatrzmy taki jej wycinek S,

którego "cień" D    na płaszczyźnie "XY" 

jest kołem o promieniu 1. 

Nadto określono jeszcze funkcję  
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ĆWICZENIE 2.
Jakie jest pole powierzchni czarki S z Ćwiczenia 1 ?

2.



STRUMIENIE.

Strumienie pól wektorowych przez powierzchnie

A)
PODSTAWOWE ZALEŻNOŚCI:


Niech  
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  oznacza pole "dachówki stycznej" używanej do "tapetowania" powierzchni S.
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Niech (rysunek wycinka - w powiększeniu)  
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   będzie zorientowanym elementem powierzchni
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tzn.   
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gdzie  
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   są kątami między wektorem 
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Oczywiście, stąd mamy     
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tj. przechodząc do zapisu infinitezimalnego (w/g G.Leibnitza)

(1)
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Mając tedy określone na 
[image: image17.wmf]R

3

 pole wektorowe  
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Definicja 1.


Strumieniem pola wektorowego W przez powierzchnię zorientowaną S nazywamy całkę

(2)
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Przykład:
Z  (1)  &  (2)  otrzymujemy:

(3)
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Niech tedy  
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  oraz niech S będzie półczaszą nad okręgiem  
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Wyliczymy strumień "ławicy" wektorów pola 
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(Zauważ, jak niecierpliwie rwący to strumień, ...pomyśl; czasza o promieniu 2, 3,..., 17, ...)
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Poprzez czaszę o promieniu r u podstawy - strumień wraz z r gwałtownie narasta; wynosząc 
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B)
TWIERDZENIE STOKES'A

Przypomnienie:



Jeśli 
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jest wektorem prostopadłym do S w punkcie (x,y,z).  Jeśli 
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Twierdzenie Stokesa :



Niech  
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  będzie polem wektorowym  gdzie 
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 są funkcjami o ciągłych pochodnych cząstkowych. Niech S będzie płachtą powierzchniową zadaną przez 
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Dowód:

Zauważ, że      
[image: image39.wmf]ò

ò

+

+

=

×

=

K

S

K

Rdz

Qdy

Pdx

dl

W

)

(

¶

r

      oraz


[image: image40.wmf](

)

(

)

(

)

.

,

,

,

,

,

,

yP

xQ

xR

zP

zQ

yR

R

Q

P

z

y

x

k

j

i

R

Q

P

z

y

x

W

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

-

-

-

º

º

´

º

´

Ñ

r

r


Wyliczymy teraz np. całkę 
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Stosując do tej ostatniej twierdzenie Greena tak jakby to było pole dwuwymiarowe (P,0) otrzymujemy: 
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Podobne wyrażenia otrzymamy licząc całki 
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 ... (nie trzeba liczyć ! Wystarczy zmienić nazwy współrzędnych ! ). Summa summarum:
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co, dodawszy stronami, stanowi tezę.         q.e.d.

Komentaże:
1.
Pole wektorowe 
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 (rotacja to łacińska nazwa obrotu). Uzasadnieniem są spostrzeżenia, iż jeśli strumienie pól wektorowych nie "wirują" np.:     

                                                                                  "Pulsująca ławica"
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to ich "rotacja" ("obrotowość") jest równa zeru. (sprawdź !)
Jeśli natomiast ławica "ma kręćka" jak np.:
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wtedy 
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2.
Jeśli pole 
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  ! Skąd oczywisty wniosek: (patrz MBM - o tw. Greena).

Forma różniczkowa
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 czyli jest różniczką zupełną. Oczywiście 
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Przykłady:

Patrz: przykłady 16 i inne w MBM -13-.

3.
Twierdzenie Gaussa - Ostrogradskiego.


Przyjmuje się, że Czytelnik był na wykładzie przypadkowo akurat wtedy, gdy definiowano pojęcie: obszar normalny, tj. normalny względem wszystkich trzech płaszczyzn: "0xy", "0yz", "0xz".

Twierdzenie:


Niech V będzie obszarem normalnym ograniczonym powierzchnią regularną 
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 będzie polem wektorowym o ciągłych P,Q,R wraz z 
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(6)
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Dowód:

(6) można zapisać w postaci:
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Wykażemy, iż np.    
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W tym celu przyjmijmy oznaczenia w/g rysunku: 
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D =  cień "wiszącego bąbla" ;


"bąbel" 
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Obliczenia:
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Równość pozostałych dwu par całek otrzymujemy identycznie.     q.e.d.

Komentaż:
Funkcję 
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zwiemy dywergencją pola wektorowego. Dywergencja jest łacińskim nazwaniem wypływu, czegoś ...., ot strumienia, bijącego ze źródła strzałek  czy też  np. spływającego do osobliwego miejsca. Np.:
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[image: image73.wmf]r

W

 mierzy zatem (patrz (6))  moc źródła pola wektorowego. W przypadku 
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Przykład :
Przykładem wykorzystania przez Naturę twierdzenia Gaussa są prawa elektrostatyki, czy grawitacji. Jest ono także "bardzo geometryczne". Mianowicie ... Niech
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Wtedy   
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Jednocześnie 
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ODPOWIEDZI
Odpowiedź do Ćwiczenia 1.
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UWAGA:     Oznaczono:   
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Odpowiedź do Ćwiczenia 2.
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