VI. PRZYBLIŻENIA - „INTERPOLACJE” - ITERACJE
Wobec częstej niemożności rozwiązania zagadnienia dokładnie - od dawien dawna stosowano rozmaite przepisy (algorytmy) odnajdywania „jeszcze nie rozwiązań”, ale „prawie rozwiązań”. 
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Jeśli rozwiązaniem zagadnienia miałaby być np. liczba X* (funkcja, zbiór ...), to dla celów praktycznych odnalezienie X ; 

, przy 

 często w zupełności wystarczy.

     Przykład 16
Metoda „falsi”
 odnajdywania pierwiastków równania f(x) = 0 ; f - ciągła.

Np.   f(x) = x3 -2x2 - x +1




lub   f(x) = x - cos x




1.  Jeśli wydzielimy odcinek [a1, a2], w którym to przedziale f ma jeden tylko pierwiastek 

, to - jak łatwo zauważyć - ciągła funkcja f zmienia w tym przedziale znak.

2.   Wybierzmy punkt 

, tak aby :
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3.   Gdyby nam się udało ... to znaczyłoby, że f(x1) = 0 . Ale o tym nie ma raczej co marzyć na ogół. Przyjmijmy, że  f(x1)

0. Wtedy stwierdzimy, że pierwiastek 

  f(X*) = 0;
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4.    Jeśli 

        to    (a1, a2) 

 (a1, x1);


 Jeśli zaś 

   to    (a1, a2) 

 (x1, a2)


 i procedurę ponawiamy (... iterujemy...).

5.   Oczywistym jest, że w ten sposób zbliżamy się do X* dowolnie blisko -  wystarczy wykonać odpowiednio wiele iteracji.
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Narysuj schemat blokowy algorytmu „falsi -

 ” , odnajdującego X* z dokładnością do   tj. prowadzącego do takiego wyniku X; 

 . Ściśle ideowo związaną z powyższą metodą „falsi” jest słynna [F.L.]
 

     Przykład 17 (Metoda Newtona)

    Można mianowicie wykazać [F.L.] 
Twierdzenie:  

Niech 

, przy czem: 




Niech 

:



  Wtedy 

.
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      Niech f(z) = (z2 - 1)(z2 +0,16);  z

 C .   Określamy „układ dynamiczny” 

(C; Nf) ;

Nf : C 

C  ;  Nf (z) = z - 

   ;  f’(z) 

0 .

Zbadaj eksperymentalnie (zmieniając z) zbieżność procedury iterującej Nf. Zaznacz różnymi kolorami zbiory punktów, których iteracyjne obrazy są szybciej i wolniej zbieżne do punktów stałych. Jeśli umiejętnie to zaprogramujesz otrzymasz (oczywiście w przybliżeniu) fraktalną strukturę
.

     Przykład 18

    W przykładzie 16 wybieraliśmy ciąg punktów tak, że 

wybie-rany był na „chybił - trafił” , co w wyniku opisanego tam postępowania (zrób ćwiczenie 27) prowadzi do ciągu zstępującego przedziałów zawierających poszukiwane X*. 

    Łatwiej jest wszakże zaprogramować owo „na chybił - trafił” jednak „jakoś”. I tak  z  przykładu 16 powstaje 

Algorytm : „rozwiązywanie przez połowienie”
 

Założenia:
jak w przykładzie 16  (podpunkt 1)

Postępowanie:
1.  




2.   Jeśli f(x1) = 0  , stop.



3.   z dwu odcinków (a1, x1) , (x1, a2)


wybierz zamiast (a1, a2) ten, na którego końcach f przyjmuje wartości przeciwnych znaków. Idź do 1.

                           4.   Przy n-krotnym zastosowaniu w/w postępowania albo f(xn) = 0 albo pozostajemy z zstępującym ciągiem prze-


działów (xi, xi+1) takich, że :   



f(xi) f(xi+1) < 0.

5.  zatrzymujemy algorytm-automat, gdy osiągniemy zamierzoną dokładność.

Dokładność:
    Długość przedziału po n-tej iteracji wynosi:



.

Oczywiście: „lewe” końce ciągu przedziałów tworzą ciąg liczb rosnący; „prawe” końce ciągu przedziałów tworzą ciąg liczb malejący. Stąd wnosimy o istnieniu wspólnej ich granicy.
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    Narysuj schemat blokowy algorytmu „rozwiązywanie przez połowienie”.
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    Metodą „połowienia” znajdź przybliżoną wartość rozwiązania X* ;  

 ; równania:

x3 - 3x - 1 = 0

   Czy są jeszcze inne rozwiązania tego równania ? Stosując algorytm dzielenia wielomianów znajdź inne pierwiastki.

KOMENTARZ:


Doświadczenie i namysł wskazują, że sposób wybierania punktów dzielących przeszukiwany przedział może mieć istotny wpływ na szybkość osiągania zamierzonej dokładności.

      Przykład 19

    Pokrewnym do zagadnienia 

 ;  f(x) = 0   ;  x = ?   jest zagadnienie poszukiwania minimum (maksimum) funkcji na odcinku [a, b].

Oczywiście - znowu - o ile z góry wiadomo, że istnieje tylko jedno minimum X* (lokalne) funkcji ograniczonej do [a, b] oraz 

(a, b).

Tak ograniczoną do [a, b] funkcją ciągłą zwą czasem (w literaturze rosyjskiej i anglosaskiej) funkcją unimodalną.




Oczywiście: funkcja unimodalna na odcinku [a, X*] jest malejąca, natomiast na odcinku [X*, b] jest rosnąca.
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    Co (minimalnie!) trzeba zmienić w schemacie blokowym algorytmu „rozwiązywanie przez połowienie”, aby otrzymać schemat algorytmu „szu-kanie minimum przez połowienie” ?

Pomysł:   Czytelnik zechce się zastanowić i stwierdzić, że metoda podziału 

np. na trzy części, po tylu samo iteracjach co metoda przez połowienie - 

prowadzi do ... do gorszej dokładności, ... , ponieważ teraz 




a także, metoda podziału na trzy części wymaga wtedy  2n  (zamiast n) obliczeń wartości funkcji. A zatem ..., no tak ..., może na dwie części dzielić przedział, ale części nierówne ?

-  „Jak nierówne” ?

Tak, by algorytmiczna złożoność (~ liczba obliczeń) była minimalna a dokładność była najlepsza.

- A zatem czy istnieje metoda optymalnych przedziałów ?

     Przykład 20
    Algorytm poszukiwania minimum metodą podziałów OPTYMALNYCH.

Pytanie:  Przy zadanej dokładności  = 2  (długość przedziału  - w lewo &  w prawo od X*) - ile jednostek  może sobie liczyć przedział [a, L], tak aby przez wybór  n  punktów w [a, L] osiągnąć zamierzoną lokalizację X* (właśnie z dokładnością ) ?

Metoda optymalna - rozmieszczenia tych punktów podziału, to taka - oczywiście - która daje dla zadanego n - maksymalne L.

Umowa : przyjmujemy tedy taki „układ jednostek” : 

1  oraz a

a0, b

b0
(oznaczenie na poczet przyszłej iteracji). 

ZANIM podejmiemy próbę zauważamy, że po to, aby umiejscowić punkt X* w przedziale [a1, b1] 

 [a0, b0] o długości 

 wystarczy obliczyć wartości funkcji w dwu różnych punktach x1, x2 

 (a0, b0).

Istotnie :  niech a0 < x1 < x2 < b0  ; wtedy :


I)     X*

 [a0, x2]    ,   jeśli  f(x2) 

 f(x1)


II)    X*

 [x1, b0]    ,   jeśli  f(x1) 

 f(x2) . (Patrz rys.)




Uwaga Uwaga Uwaga !  n = liczba punktów dobieranych wewnątrz (a0, b0) =liczba wyliczeń wartości funkcji f (wyliczeń potrzebnych do zlokalizowania  X* z dokładnością do . 

Próba  :   Niech  n  oznacza liczbę punktów podziału, na które się decydujemy.





 n = 0



czyli tu {max L}0 

F1 = 1
 n = 1



... (!?) tu {max L}1

F2 = 2

 n = 2





            ?














Zalecenie:   Przeanalizuj rozmaite możliwości rozmieszczenia punktów, tak by zdecydował ten wybór dwu punktów podziału o położeniu X* w [0, L]..

Wynik:
{max L}2

F3 = 3.

Podejrzenie:  Jest F3 = F2 + F1, ale czy ...

(*)    Fn = Fn-1 + Fn-2    ;   F1 = F0 = 1

Dowód:   A oto dowód, że tak jest

I)   Stwierdzenie (*) dla n = 2 jest oczywiste.

II)  Niechaj stwierdzenie (*) będzie prawdziwe dla n - 1 .

Wybierzmy tedy    L > Fn-1



oraz    0 < x1 < x2 < L

Wtedy oczywiście 


1.   Jeśli  X*  [0, x2], to  wybór (n-1) punktów podziału odcinka [0, x2] 


skąd x2 <  Fn-2 ;        .

Jednocześnie zauważamy, że x1  [0, x2] jest tym dla [0, x2] czym x2 dla [0, L] skąd wniosek: x1 <  Fn-2 ;

(... ponieważ w [0, x2]  wybór (n-2) punktów podziału).

2.   Jeśli X*  [x1, L], to    wybór (n-1) punktów podziału odcinka

[x1, L], 

skąd                 .

Jednocześnie zauważymy, że x2 [x1, L] jest tym dla [x1, L] czym x1 dla [0, L], skąd wniosek:

(... ponieważ w [x1, L]  wybór (n-2) punktów podziału) ...

Zauważmy teraz, że z definicji i z powyższych (zależnych) nierówności wynika (jak !?), że :

Fn sup { L ;  L - x1 < Fn-1  ;  x1 < Fn-2}



sup { L ;  L - x2 < Fn-2  ;  x2 < Fn-1}.

Dodając warunki na L  w { ... } zauważamy od razu, że :





                               ;    (F0 = 1 = F1) .

WNIOSEK:    Jeśli zadano funkcję unimodularną  f  nad odcinkiem [a, b], to najlepszą dokładność lokalizacji X* uzyskamy (przy „N-podziale”) dzieląc [a, b] na odcinki [a, Li] w stosunku:



    ;   i = 1, ... , N-1 .




Przy czem dokonujemy N-1 obliczeń wartości funkcji  f  „w odpowiednich” punktach z (a, b).

I na odwrót. Jeśli zadamy z góry -dokładność lokalizacji X* (a, b), to liczbę obliczeń wartości  f  w punktach z (a, b) wyznaczamy z nierówności:




(Wyznaczamy przez ... np. przeszukanie odpowiednim algorytmem !)
Istotnie ; że tak jest w istocie przekonuje nas .
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    Ile wynosi długość odcinka zawierającego X* przy zadanym N ?

Rozważania uzasadniające tezę, że mamy do czynienia z metodą optymalną podpowiadają jednocześnie sposób dobierania punktów, w których będziemy obliczali wartości funkcji  f  i w ten sposób dokonywali wyboru następnego z odcinków [ai, bi] ze zstępującego ciągu odcinków:

[a, b]    [a0, b0]    [a1, b1]  [a2, b2]  ...  [aN-2, bN-2]   X*

zawierających X* tj. punkt, w którym  f  przyjmuje wartość najmniejszą w [a, b]. A oto ten

WYBÓR:

1.    Niech N ; 

  ;   N  2


2.    Niech i  ;  1  i  N - 2   ;  wtedy

  WYBÓR



PUNKTÓW



   WYBÓR
 3.  Jeśli  

 to  


ODCINKÓW
      Jeśli  

 to  


Sposób

   Wyboru punktów i odcinków w procesie lokalizacji punktu X* szczegółowo objaśnia:

SCHEMAT BLOKOWY ALGORYTMU poszukiwania minimum metodą podziałów optymalnych.
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    Znajdź z dokładnością do  = 0,000001 minimum funkcji:

 f(x) = x2 + 0,1x - 1   ;  x  

  [-1, 1] 

VII. ALGORYTM, CZYLI ... „MASZYNA” ?
    Zauważyliśmy już chyba, że algorytm działa jak automat. Schemat blokowy algorytmu jest niczem schemat urządzenia; urządzenia - automatu, które „wczytuje” dane (np. kodowane za pomocą liczb) poczem przetwarza je w ściśle określonej kolejności zgodnie ze swą budową (z ciągiem instrukcji).

     Przykład 21

    Bodaj najprostszym z takich automatów (algorytmów) jest urządzenie wczytujące zestaw danych i stwierdzające, że są to dane „właściwe” (wtedy np. uruchamia się dalszą część procedury bardziej złożonej), albo że dane są „nieakceptowalne”.

    Takimi danymi mogą być zakodowane w słowach binarnych liczby. (UWAGA: również instrukcje tak będziemy potem kodować). Literze 

z alfabetu  odpowiadać będzie impuls mocny, natomiast literze 

- impuls słaby. Sygnał - to ciąg impulsów. Schematycznie urządzenie - automat M urzeczywistniające ten prosty algorytm („słowa  akceptowane: Tak - Nie”) możemy schematycznie wyobrazić sobie tak:




   Taśma symbolizuje tu pamięć urządzenia (kiedyś istotnie używano taśm do wprowadzenia danych!) Urządzenie M rozpoznaje jeden po drugim poje-dyncze impulsy i rozstrzyga, czy ciąg impulsów (tj. słów w alfabecie ) stanowi oczekiwane słowo - ciąg, czy też nie. Q oznacza tu skończony zbiór stanów urządzenia, np. 

z czego stan 

 jest tym wyróżniany, że po wciśnięciu guziczka „RESET” automat M jest usta-wiony w tym właśnie stanie - początkowym    START   . 

Jeśli po odebraniu skończonego sygnału - słowa w alfabecie , w wyniku odpowiednich, co rusz, zmian stanów automatu M urządzenie znajdzie się w stanie F (Final state), wtedy oznacza to, że urządzenie przyjęło (Accept) sygnał - słowo właściwe i „lampka Accept” ... się zaświeci (... albo otworzy się sejf, ... albo uniosą się drzwi garażu, ... albo winda ruszy ... , albo uruchomiony zostaje ciąg dalszy bardziej złożonego algorytmu). Jeśli nie ... - to nie!. Trzeba zmieniać dane ... ( ... słowo).

    Po każdorazowym dojściu impulsu (litera 

) do czytnika stan maszyny M jakoś się tam zmieni na ogół. - Jak? - Wedle jakiegoś przepisu. Każdy 

taki przepis określa odwzorowanie 

 




Jeśli podamy konkretne , wtedy działanie urządzenia M jest już w zupełności określone. Możemy zatem urządzenie - algorytm M utożsamić z uporządkowanym ciągiem symboli 

. 

Przy spełnieniu w/w warunków  automat - algorytm M zwiemy skończonym automatem komórkowym (... komórkowym ? ... - popatrz na „komórki” taśmy, na komórki pamięci zewnętrznej). Przepis działania  automatu tj.odwzorowanie 

, można wygodnie przedstawić na kilka sposobów: oto dwa z nich:






I)











II)  






Z graficznego przedstawienia reguły  zmiany stanów M - wnioskujemy łatwo, że automat - algorytm M akceptuje (przyjmuje, rozpoznaje, uznaje) słowa - sygnały o jednocześnie parzystej liczbie zer i parzystej liczbie jedynek
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a) narysuj schemat blokowy działania automatu-algorytmu M z przykładu 21,  jaki jest schemat dowolnego automatu 


     Przykład 22      

MASZYNA TURINGA-POSTA
    Rozpatrzony powyżej automat - algorytm jest stosunkowo prymitywny. Nie posiada własnej pamięci - taśma (symbolizująca zewnętrzną pamięć) używana jest tylko do pobierania sygnałów, do wczytywania danych.

    Wyobraźmy sobie wszakże, iż czytnik-głowica automatu M, może również wykorzystywać taśmę-pamięć do wpisywania doń rozmaitych wyników swego postępowania, a ostateczny „wydruk” symboli z  na taśmie, tuż przed zatrzymaniem się algorytmu - oznaczałby wynik działania, przy odpowiednio wprowadzonych danych początkowych.

WNIOSEK:     Każdy automat  

jest algorytmem.

    Automat taki zatem winien móc przeglądać zawartość taśmy, zmieniać na niej wydruk, wracać spowrotem i dopiero po osiągnięciu odpowiedniej konfiguracji znaków - zatrzymać się.

    Rozpatrzymy przykład jednego z algorytmów, jakie mogą być zrealizowane przez tego typu „Maszynę” zwaną maszyną Turinga - Posta.

    Wyobraźmy sobie tedy (jak chcecie długą) podzieloną na elementarne komórki taśmę-pamięć ... oraz przesuwaną głowicę.




będącą zarazem i czytnikiem i drukarzem. Używać będziemy alfabetu 

 = {0,1}.  To Nasze najnowsze urządzenie wykonuje siedem następujących czynności algorytmicznych :

Spis instrukcji w języku programowania maszyny Turinga - Posta.


 Drukuj 1


   Drukuj 0


   Idź w prawo


   Idź w lewo


   Idź do i jeśli przeczytałeś 1


   Idź do j jeśli przeczytałeś 0


   Zatrzymaj się

    Przy pomocy tych instrukcji można odczytać (oraz zapisać) każde skończone słowo. Nadto, wszystko co daje się wyobrazić jako ciąg zakodowanych  za  pomocą  alfabetu  jakichkolwiek  instrukcji -  czyż  nie sprowadza się do takich właśnie elementarnych kroków?

     Oto bardzo prosty przykład algorytmu :

Konfiguracja wyjściowa (dane): n - jedynek pod rząd -




na lewo zaś i na prawo zera. Głowica - jak na rysunku.

Algorytm podwajania: (liczby jedynek) 


1.   drukuj 0


2.   idź w lewo


3.   jeśli czytasz 1 to idź do 2


4.   drukuj 1


5.   idź w prawo


6.   jeśli czytasz 1 to idź do 5


7.   drukuj 1


8.   idź w prawo


9.   jeśli czytasz 1 to idź do 1

             10.   stop

    Czytelnik zechce się przekonać, że     stop    następuje przy konfiguracji końcowej (wynik): 

„2 n jedynek pod rząd, na lewo zaś i na prawo zera. Głowica - jak na rysunku.




Działanie maszyny Turinga-Posta, do której wprowadzono powyższy „program podwajania”, ilustruje schemat blokowy:




UWAGA:     Prześledzenie postępowania automatu z pojedynczą jedynką







pozwala zrozumieć, w jaki sposób z każdej jedynki algorytm robi dwie.

( Ćwiczenie 37
   W języku programowania maszyny Turinga-Posta występuje 7 instrukcji:

   Napisz w tym języku program który:

a)  oblicza potęgi liczby 2 (011...1010...)

b)   dodaje dwie liczby naturalne.
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    W języku programowania maszyny Turinga-Posta napisz program, który potraja liczbę znaków „1” z zapisu wyjściowego tj. np.

011111

011111 11111 11111 0.

Wskazanie: Liczbę 01...110 można zakodować np. tak 01...1101...110.
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   W języku programowania maszyny Turinga-Posta napisz program, który siedmiokrotnie zwiększa liczbę n znaków „1” zapisanych pod rząd 011...1110... .
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    Podstawowe instrukcje programów na maszynę Turinga-Posta takie jak np. „Drukuj 0” czy „Drukuj 1” można zakodować i dołączyć do nich np. takie jak: „Drukuj *”. „Drukuj A”. „Drukuj B” etc., gdzie * , A,B, etc. to nazwy kodowe odpowiednio ustalonych słów z 

.

Posłuż się tą możliwością wzbogacania zapisu instrukcji i ułóż program odejmowania liczb naturalnych.

PODSUMOWANIE:
    Jak widzimy, maszyna Turinga to „automat komórkowy” ogólniejszy. Nie tylko może sygnały rozpoznawać, ale i ma nieograniczoną pamięć, w której także może zapisywać wyniki swych działań.

    Algorytm-automat posługuje się w tym celu zestawem poleceń adresowanych , należących do zbioru A = {L, N, P};


-   L  -  przesuń głowicę
 w lewo


-   P  -  Przesuń głowicę w prawo


-   N  -  głowica pozostaje w pozycji „Na wprost”

„Maszynę” - automat Turinga-Posta charakteryzują zatem trzy zbiory symboli:     Q, , A.

    Wynikiem każdego „taktu” pracy algorytmu („maszyny”), czyli pojedynczego kroku procedury jest przygotowanie:

  nowego stanu wewnętrznego

   nowego impulsu

  nowego adresu  (nowego - na ogół)

    Sposób działania algorytmu przedstawia schemat:
     T - P

         T - P      schemat automatu Turinga - Posta:




Opis:

    Głowicę (czytnik & drukarz) symbolizują strzałki: wychodząca i wchodząca z komórki      1

Nadto ...

operacyjna część algorytmu ma trzy wyjścia:

1)   z lewego biegnie sygnał: „co drukować” (w kolejnym takcie pracy)

2)   ze środkowego biegnie wiadomość do Adresów: co zrobić z taśmą (w kolejnym kroku instrukcji = w kolejnym takcie pracy)

3)   z prawego wyjścia z         do    Q    przekazuje się wiadomość: „ w jakim stanie wewnętrznym układu następny takt zastanie procesora     ”

Nadto ...

  operacyjna część algorytmu ma dwa wejścia:

1)   z lewego wejścia, procesor       dowiaduje się, co ma przed sobą na taś-mie

2)   jednocześnie prawe wejście nastawia        na aktualny w tym takcie stan wewnętrzny

PODSUMOWANIE: 

    Operator procesora „” przekształca dwa sygnały wejściowe na trzy wyjściowe, czyli określa odwzorowanie :




Informacja

    W [
] i innych cytowanych tu pozycjach Czytelnik znajdzie wiele przykładów w ten sposób zadanych konkretnych zbiorów Q &  oraz odpowied- nich odwzorowań ilustrujących nieprzebraną mnogość rozmaitych

algorytmów Turinga - Posta.

Uogólnienie:

    Algorytm (Turinga - Posta) to automat  


,

którego działanie zadane jest poprzez  

.

Komentarz 1.
    Pojęcie algorytmu choć powszechne, to jednak tylko intuicyjnie zakorzenione jest w świadomości kulturowej. Wymaga zatem precyzyjnej definicji.

    Wymaga - ... chociażby po to, by móc definiować i porównywać złożoności algorytmiczne dowolnych procedur, ... by móc podejmować zagadnienia rozstrzygalności algorytmicznej precyzyjnie postawionych problemów ... i ... itp. Zauważmy tedy, że najogólniejsze wyobrażenie algorytmu jest tożsame z pojęciem jakiejkolwiek procedury dającej się zapisać w postaci programu na „maszynę” Turinga - Posta. A ten obiekt jest przecież precyzyjnie określony. (patrz uogólnienie).

    Czasami „maszyna” Turinga - Posta zwana bywa uniwersalnym komputerem (o nieograniczonej pamięci) Taki uniwersalny komputer (czyli Uniwersalna Procedura !), to byłoby urządzenie (taki program U !) tak jak przedstawia to schemat  T - P  , ale dodatkowo takie, które po rozpoznaniu każdych nowych  & Q (powiedzmy, że  & A - ustalamy standardowo) potrafiłoby działać dokładnie zgodnie z tak doń wprowadzonym algorytmem. Taka niwersalna procedura, taki program U daje się napisać (MBM -30-). Napisał go Alain Turing, Emil Post a potem i inni.
Komentarz 2.

    Uniwersalny program („maszyna”) Turinga - Posta jest z definicji tożsamy z pojęciem obliczania, rozumianego ogólnie jako ciąg usyste-matyzowanego postępowania (zakodowanego np. w języku o alfabecie ).

    Uniwersalny program Turinga - Posta definiuje to. I jakikolwiek by nie wymyśleć komputer, maszyna Turinga - Posta wykona to co i on, działając odpowiednio długo.

    Nie oznacza to rzecz jasna, że każdy dobrze postawiony cel można z pomocą algorytmu odpowiednio osiągnąć.

    Znane są (
)  problemy , do których brak algorytmu rozstrzygającego - można udowodnić.

    - TAK !  Można wykazać, że nikt i nigdy algorytmów rozstrzygających niektóre problemy nie znajdzie. 

    Często dowody takie przeprowadza się właśnie dzięki temu, że wiadomo, co to jest algorytm, ..., a wiadomo właśnie dzięki uniwersalnemu progra-mowi Turinga -Posta.

     Przykład 23

    Przykład problemu, algorytm rozwiązania którego, ... , nie istnieje. 

Załóżmy wreszcie bibliotekę programów numerując je kolejno (jakkolwiek !)



 itd.

Dane (np. zakodowane w słowach 

) też da się ponumerować (!)  (np. 

przedstawienie liczby naturalnej w systemie dwójkowym).

    Przez  p(n) oznaczymy wynik działania programu p przy zbiorze danych o numerze n - o ile algorytm się zatrzyma: czyli wynik jest osiągalny po skończonej liczbie kroków... (a ? algorytm Collatza ?).

Problem:   

    Znajdź algorytm, który rozstrzygnie, czy dla (n, m) 

 program 

przy danych o numerze m zatrzyma się ? (... czy da wynik 

?) Jest to tzw. „PROBLEM STOPU”.

Odpowiedź:        Taki algorytm nie istnieje.
Dowód: 

Załóżmy, że jest przeciwnie. Przyjmijmy, że istnieje taki algorytm A. Spiszemy teraz zestaw możliwości:

p1(1)
p1(2)
p1(3)
p1(4)
p1(5)
...

p2(1)
p2(2)
p2(3)
p2(4)
p2(5)
...

p3(1)
p3(2)
p3(3)
p3(4)
p3(5)
...

p4(1)
p4(2)
p4(3)
p4(4)
p4(5)
...

p5(1)
p5(2)
p5(3)
p5(4)
p5(5)
...

...
...
...
...
...
...

...
...
...
...
...
...

Dzięki założeniu, że A - algorytm istnieje, możemy wprowadzić program p ... 
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    Ponieważ wszystkie programy są ponumerowane to i ten „p” ma swój jakiś numer.

-  Ale ... ale to jest niemożliwe (wystarczy popatrzeć na wyrazy diagonalne !) ... Jeśli bowiem 

               c. b. d. o  

   q. e. d.

Komentarz:
    Problem stopu nie jest rozstrzygalny algorytmicznie. Oznacza to, że nie istnieje jeden wspólny algorytm, który by dla dowolnego programu „pn”

i dowolnych danych wejściowych „m” orzekał, czy przy tych danych praca programu „pn” zakończy się czy nie w skończonej liczbie kroków.    Podobnie jest w tzw. „problemem słów”: „nie istnieje algorytm, który by mógł dla dowolnych dwu programów 

w skończonej liczbie krok rozstrzygnąć, czy są one równoważne - czy nie. (
) (
)


( Ćwiczenie 41

    Przeanalizuj działanie poniższych automatów komórkowych i podaj jakie słowa są akceptowane ?

a)  

   ;   = {0, 1}

      





b) 

    ,  = {0, 1}




c)  narysuj schemat blokowy algorytmu - automatu z punktu b) 

     Wskazówka: wykorzystaj grupę 


d)  „zaprojektuj” kilka maszyn - automatów akceptujących tylko dwa słowa:

           010  ,  101.  Którą z maszyn wybierzesz i dlaczego ?

( Ćwiczenie 42  

    Tu - maszynę Turinga-Posta przystosowano do wykonywania konkretnego programu P. Jak każdy z takich programów, P jest w zupełności określony, jeśli zadać odwzorowanie:



 .

W naszym przykładzie  = { 

, 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}, 

A = {L, N, P}, natomiast 

. Odwzorowanie  zadano przy tym w postaci poniższej tabeli wartości  (Q x ). Co robi program P ? Na czym polega tutaj koniec  

    STOP    ?
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MORAŁ:    Poprzez namysł nad ćwiczeniem 36, w którym niezwykle prosty algorytm wymaga już Ci nie prymitywnej wcale „maszyny”, nabieramy szacunku do związku między syntaktyką a semantyką, między metodą algorytmu a jej urzeczywistnieniem.

VIII. ZAKOŃCZENIE
Poprzez przykłady obeznawaliśmy się z pojęciami: iteracji, rekurencji, algorytmu, procedury, instrukcji, etc. ...

Jest to oczywiście wstęp do wstępu. W ciągu ostatnich dziesięcioleci, z oczywistych powodów technicznych i cywilizacyjnych nastąpił i trwa burzliwy rozwój algorytmiki. Powstała cała teoria algorytmów optymalnych; poczyniono znaczne postępy w dziedzinie skutecznego przybliżania obiektów „trudnych” (funkcje, liczby, obrazy ...) obiektami „łatwiejszymi” ... etc. 

Wszystko to przed Czytelnikiem.

Następnym naturalnym krokiem jest opanowanie jeszcze bardziej ukształtowanego i zwartego języka niźli ten algorytmiczny - obrazkowy; tj. języka programowania.

Ten ostatni - poprzez cały system binarnie kodowanych rozkazów jest już przetłumaczalny na ciągi impulsów („słowa”) przyswajalne (accepted) przez cyfrową maszynę elektroniczną (laserową?).

I tak ściśle mówiąc winniśmy rozróżniać:                                                                    

a) program, przez który rozumiemy ciąg instrukcji; czy to w języku obrazkowym (schematy blokowe), czy w Algolu, Pascalu, C etc.

b) sposób przedstawienia procedury w postaci kodowanych w pamięci maszyny cyfrowej poleceń i danych.

c) proces elektronicznego przetwarzania sygnałów (słów bitowych) wejściowych na wyjściowe.

Rozpiętość znaczeń słowa program: od „program (... algorytm...) napisany” do ... „program wykonany”odzwierciedla rzeczywistą jedność syntaktyki i semantyki jako stron wspólnego przedsięwzięcia człowieka i Natury jakim jest:


„modelowanie i rozstrzyganie algorytmiczne”

Zbiór słów (sygnałów) oraz operacji na nich dopuszczalnych w maszynie cyfrowej stanowi - co się nazywa -

JĘZYK  WEWNĘTRZNY

maszyny, komputera, automatu ... (... molekuły? ... warstwy atomów...?). Zbiór wyrażeń oraz operacji na nich dopuszczalnych w przyjętym języku programowania (...algorytmów...) przez ludzi (np. Algol, Pascal, Fortran, C, ...) stanowi - co się nazywa - 

JĘZYK ZEWNĘTRZNY

maszyny, komutera, automatu ... (... ? ...). I tak w sytuacji:




potrzebna jest jeszcze komunikacja pomiędzy człowiekiem a maszyną. Umożliwiają to:

a) KOMPILATORY, tj. programy tłumaczące program w języku człowieka w całości na język wewnętrzny komputera

b)  INTERPETERY, tj. programy tłumaczące kolejno instrukcję za instrukcją danej procedury na język maszyny.

(Zatem INTERPRETERY umożliwiającą użytkownikowi wścibanie się do programu w trakcie pracy !).

Jaka jest w tym procesie rola algorytmów ? Mamy na ten temat kilka dodatkowych uwag ogólnych.

UWAGI OGÓLNE.
1.  Algorytm, procedura, program (automat ... komórkowy ... komputer ...) to w efekcie „urządzenie”, to sposób, to proces ...


to sekwencyjny sposób przetwarzania danych.

Istota sposobu
- to podział wymaganego przetwarzania danych na pewną liczbę czynności (kroków) elementarnych, tj. skrajnie prostych.

2.  Metoda sekwencyjnego przetwarzania danych jest OPŁACALNA ponieważ:

a) ten sam element urządzenia (fragment algorytmu) może być użyty wielokrotnie i różnorodnie w czasie trwania procesu.

b) ekonomicznie korzysta z pamięci operacyjnej (z „bufora”).

3.  Pamięć i dane:
a)  czynność zapamiętywania „wyzwala” instrukcja przypisywania:

 np.     Algorytmika
Algol 60
Fortran

            










Inna nazwa:    instrukcja przypisywana = instrukcja podstawienia.
    Dane miejsce w pamięci nosi nazwę umieszczoną z lewej strony instrukcji podstawienia (litera „a”) 

b)  wykonywanie instrukcji podstawienia to jeden z elementów sekwencyjnego przetwarzania danych.

    Instrukcja przypisywania pozwala algorytmowi (... urządzeniu ...) swobodnie i wielokrotnie korzystać z jednego miejsca w pamięci (tu: o nazwie „a”) w czasie trwania całego procesu (... wykonywania algorytmu).

!  Oczywiście !  Każde nowe przypisywanie niszczy poprzednią zawartość komórki pamięci ... (w szczególności - ją powtórzy).

4.  OCZYWISTYM jest, że ... szczególnie przy dużej liczbie danych - struktura, tj. sposób uporządkowania zbioru danych, ma poważny wpływ na jakość dobieranego do zadania algorytmu A. Tworzeniu, porządkowaniu, przeszukiwaniu itd. zbiorów danych poświęcimy jeden z kolejnych zeszytów MBM.

   Zauważmy przy tym, że nadawanie czy rozpoznawanie struktury zbiorom danych - jest postępowaniem algorytmicznym D. 

   W zależności od potrzeb problemu algorytm D może być uważany za część algorytmu A, bądź też może być wyodrębniony w postaci procedury pożytecznej samodzielnie.

5.  Przy tworzeniu schematów algorytmów (czy pisaniu procedur) wskazane jest postępowanie wykorzystujące jak najmniejszą ilość instrukcji elementarnych, do których zaliczymy (*)



 a)  

    instrukcję przypisania i element  b)                  zwany 






       „instrukcją pustą”

Poschematy - dla potrzeb algorytmiki języka Pascal wystarczające - 

uzyskamy wtedy z tych dwu oraz zapytania   uznając za dopuszczalne podschematy tzw.

PODSCHEMATY STRUKURALNE;  czyli takie, że :

      I)



        &
          są strukturalne.

         oraz                        jeśli
    II)
     A               &            B

są strukturalne, a

 jest wyrażeniem boolowskim, to strukturalne również są:




begin A; B end
          if then A else B

        while  do A

Wymóg strukturalności jest ograniczeniem z punktu widzenia czytelności algorytmów - korzystnym. Zarazem nie zubaża ten wymóg zasobu dos-tępnych instrukcji np.


         NIESTRUKTURALNA
             STRUKTURALNA




     instrukcja

6. Powracając na zakończenie myślą do programów rekurencyjnych (np. „wieże Hanoi”) zauważmy -   istotą rekurencji jest to, że: program wie, co zrobić przy n dowolnym, jeśli umie dotrzeć do wiadomości co ma robić przy n=0 ... (czy n=1 ...).

ODPOWIEDZI

Odp. do ćw. 2
d) 
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Odp. do ćw. 5
a) Procedura „Euklides - 333”

1. 
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2.2 jeśli nie, to idź do 3         (czy 2.2. jest niezbędne?)

3. Zastąp liczby: większą przez mniejszą; mniejszą przez resztę z dzielenia
 

4. Jeśli r=0, to drukuj liczbę mniejszą i stop

5. Przejdź do polecenia 3

b) 
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Zauważ, jak upraszcza się schemat przy danych     
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Odp. do ćw. 6
a)
Podpowiedź;  
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b)
Oczywiście ... 
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Odp. do ćw. 7
c)
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Odp. do ćw. 9
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Odp. do ćw. 11
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Odp. do ćw. 13
A)
To nie jest gra „FAIR”!

W sytuacji przedstawionej tj.
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Popatrz na to 
[image: image20.wmf]drzewo -graf. Oto wygodny zapis dopuszczonych możliwości ... prowadzących do ... czyjego zwycięstwa?

B)
Pomyśl, ... a może odpowiesz na trzy pytania:
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 skończonej liczby zapałek rozmieszczonych jakoś tam na trzech „kupkach” (piles) - stosach istnieje „strategia zwycięzcy”?
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Np. dla N=12 zapałek 
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, ... czy potrafisz ułożyć algorytm zwyciężania?
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Jak sądzisz, ... czy możliwe jest napisanie „zwycięskiego algorytmu” na okoliczność: 
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C)
Diagram algorytmu gry p.t. „Bierki”

Oznaczenia: 
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Diagram:
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Uwaga: Wskaż pętle ... Twoją i komputera.

Odpowiedź na pytanie do odpowiedzi 

(do odpowiedzi ... na pytania tyczące Przykładu 3)

Ten gracz, który jako pierwszy natknie się na nieparzystą liczbę jedynek w którejś z kolumn (patrz - niżej) - ten ... zawsze wygrywa o ile, rzecz jasna, nie popełni błędu.

- Jak do tego dochodzi... ?

- Objaśnię na przykładzie sytuacji z czterema „stosami” (piles) bierek.

Zapisuję:
11=(1011)2
\SYMBOL 186 \f "Symbol"
1
0
1
1

stan
  7=(0111)2
\SYMBOL 186 \f "Symbol"
0
1
1
1

stosów
  3=(0011)2
\SYMBOL 186 \f "Symbol"
0
0
1
1

czterech
10=(1010)2
\SYMBOL 186 \f "Symbol"
1
0
1
0

Ilość jedynek w kolumnie:
2
1
4
3

Przepis
A) ruch I) pierwszego gracza:


oto bierze taką liczbę zapałek, aby liczba 1-ek we wszystkich kolumnach była 
parzysta ... (tu: ze stosu 
[image: image34.wmf]7

 ujmuje się 5\SYMBOL 186 \f "Symbol"(101)2 bierek)

B) ruch partnera:


Ilekolwiek on weźmie (a wziąć musi) bierek, z któregokolwiek stosu (w sytuacji np. jak ta...) np z 
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to pozostawi on stan,w którym liczba jedynek conajmniej w jednej kolumnie - jest ... jest nieparzysta.

Przykład rozgrywki c.d.:

 II)
III ruch 

(już przegrał?)
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III) IV ruch ... z największego stosu bierze 
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(wygra?)
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IV)
V ruch 

(przegrał?)
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(zabrano 1 z największego ze stosów)

V)
VI ruch 

(... i co? ...)
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b) 
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mniejszych trójkątów, z czego 
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 .    Udowodnij, że dobrze zgadłem.
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1. 
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2. jedyność punktu stałego wynika z rozumowania: 
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Odwzorowanie  
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Ilustracja: 
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(*) Ułóż szczególową procedurę dla tego podprogramu
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* Uwaga: Wprowadzono zmienną dodatkową x pamiętaną w buforze. Typowy studencki błąd w tym miejscu polega na zapisie
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    Schemat algorytmu: „rozwiązywanie przez połowienie”.
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   Jeśli        

, to  a1 = a0  

  b1 = 

,

      skąd        b1 - a1 = 

.

   Jeśli        

, to  a1 = 

 

  b1 = b0 ,

      skąd         b1 - a1 = b - 

= ... = 


                     

i  ...  I. T. D.

Czyli 

 


tj. 




c. b. d. o. !
Zauważ, że należy w celu osiągnięcia takiej dokładności dokonać N - 1   obliczeń wartości. 
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Konfiguracja wyjściowa









Program obliczania potęg


1.  Drukuj 0


... jak w a)


9.  Idź do 1) jeśli przeczytałeś 1


10.Idź w prawo


11.Idź do 22) jeśli przeczytałeś 0


12.Idź w prawo


13.Idź do 12) jeśli przeczytałeś 1


14.Idź w lewo


15.Drukuj 0


16.Idź w lewo


17.Idź do 16) jeśli przeczytałeś 1


18.Idź w lewo


19.Idź do 18) jeśli przeczytałeś 1


20.Idź w prawo


21.Idź do 1) jeśli przeczytałeś 1


22. Stop

Opis programu obliczania potęg 2


     101....1


     


I)  Instrukcje 1-9 zapewniają pierwsze podwojenie jedynek na lewo od 0.

II) Instrukcje od 10-21 zmazują kolejną jedynkę z prawej strony zera - po kolejnym podwojeniu - ... i ... następuje po 21-na powrót do 1) chyba, że na prawo nie ma już jedynek. Wtedy ... Stop.

b)
1.  If 1 then right


2.  If 1 then 1)


3.  If 0 print 1


4.  Go right


5.  If 1 then 4)


6.  If 0 go L


7.  Print 0


8.  Stop
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 L - x1 < Fn-1





  L - x2 <  Fn-2 ;





Fn = Fn-1 + Fn-2;





� EMBED Equation.2  ���





A; while not (() do A





repeat  A until (








� - to stara nazwa historyczna; kiedyś niedokładną wartość zwano „nieprawdziwą” (� EMBED Equation.2  ���falsi).


� [F.L] F. Leja , Rachunek Różniczkowy i Całkowy, BM. tom II, PWN, W-wa 1963, str. 100.


� - M. Shub, Mysteries of Mathematics and Computation, The Mathematical Inteligencer, Vol 16, No 1, 1994, pp. 10-15


� - to nie jest termin wędkarski (!)


� - J. E. Hopcroft, J. D. Ullman, Introduction to Automata Theory, ,Languages and Computation,  Addison - Wesley Publishing Company; Sydney 1979.


� - M. Davis ,Czym jest obliczanie, str. 261 - 288 w ,Dwanaście esejów, pod red. L. A. Steen’a, WNT, W-wa 1983.


� - albo taśmę w prawo


� - B. Wojdyło ,Wprowadzenie do informatyki - z elementami metodologii programowania „Tutor”, (1994)


� - G. Birkhoff, T. C. Bartee, Współczesna algebra stosowana, PWN Warszawa 1983.


� - Uwaga: zamiast wyróżniać stan F (Final state) można poprzez odpowiedni wybór ( wprowadzić tzw. „stop dynamiczny” - patrz np. [Wojdyło]. 


� - B. A. Успенский ,Решимые и нерешимые aлгоритмические проблемы, str. 9-15, «КВАНТ» 7No, 1985


� - Dowód: patrz Davis str. 278-279. Uwaga: ad) „problem słów” każdy program na maszynę Turinga jest kodowany jako słowo w alfabecie .


� - Definicja równoważnych maszyn - patrz Birkhoff - Bartee str. 75. 


� - Wojtyło


� - tzw. stop dynamiczny (patrz kolumna q1)


� otrzymywanie reszty r; a=qb+r  można określić poprzez q-krotne odejmowanie całych b od a ... tj. dopóty, dopokąd  „starczy a”.


� Z. Fortuna, B. Macukow, J. Wąsowski, Metody numeryczne,WNT, Warszawa 1982.
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