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I. WSTĘP


Program napisany w języku BASIC, Pascal, C, etc. to system poleceń (w tym wyborów) ściśle określonych przez zadany język.


Program to system zdań (formuł) ściśle i bez miłosierdzia zgodnych ze sztywną składnią wybranego języka.

( ... syntax = składnia  ... syntaktyka ... )

( ... polecenie = instrukcja = instruction ... )

Niedomówienia, " luz na domysł ", jakiś dodatkowy znaczek - ni w pięć ni w dziewięć dodany do programu - są niedopuszczalne.


Od razu katastrofa ; ERROR! ERROR!! ERROR!!! - No tak, ale program to system poleceń dla komputera, dla MASZYNY, która wprawdzie urzeczywistnia znaczenia form składniowych poprzez zorganizowaną, ogromniastą masę bitów, ale ... ale wykonuje na tych zero--jedynkowych impulsowych słowach ... skrajnie proste operacje - bez szans na luz.

Znaczeniowa strona języka to semantyka. 

Składniowa, formalna część języka - to syntaktyka 

- właśnie.


To semantyka maszyny-komputera-urządzenia tak usztywnia składnię programiście.

( ... digital processor ... )


Inaczej już jest (- ale nie za bardzo!) w przypadku algorytmów.

ALGORYTM jest pisany dla ludzi  (np. dla programisty) w języku ludzi i w miarę po ludzku, ale rzecz jasna  pod rygorami prostoty, ścisłości  i  przejrzystości.

( ... algorithm a fixed list of sequential steps ... )

Takie pojęcie algorytmu, jako uporządkowanego spisu postępowania (... "receptura" algorytm ... ) zostało określone w miarę jako tako w zeszycie MBM - 23 -. Zajrzyj doń Czytelniku, a zdobędziesz doświadczenie ułatwiające Ci głębszy namysł nad tym, co się teraz dalej będzie działo.

II.  PRZYKŁADY  ZNANYCH  ALGORYTMÓW


W ramach przyjętych aksjomatów logiki można wprowadzić ścisłe określenie algorytmu, utożsamiając je np. z definicją tzw. "maszyny Turinga-Posta" ( o czym później ).


 Na nasze obecne potrzeby wystarczy na razie intuicyjne doświadczanie zakresu słowa  "algorytm".    ( ... intuicyjnie = na wyczucie ... )

       ( ... intuition = wyczucie ... )


Przejdźmy zatem od razu do zadań szczegółowych.

Ćwiczenie 1


Co to za algorytmy ? Nazwij je i dokończ to, co niedokończone   
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(co ma wspólnego k) z  j) ?)                       
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Przypuszczam, że ćwiczenia  1 a), 1 b) & 1 c)  wydały się Czytelnikowi bardzo proste. Proszę tedy odpowiedzieć dlaczego, zawsze w sytuacji opisanej poniżej (zawsze!) uzyskamy wartość 1089.
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W 1995 roku Roger Webster
 odkrył, że takie liczby jak powyższa "magiczna liczba" 1089 dla liczb trzy-cyfrowych
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istnieją również i dla liczb n-cyfrowych (
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a)
Wykonaj poniższe ćwiczenia idąc za przykładem "
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b)
Uogólnij spostrzeżenia, stwierdzenia udowodnij, poczem ... podaj algorytm przedstawiania liczby "x" w układzie dwójkowym jaki z tych spostrzeżeń wynika.

Czy w podobny sposób można przedstawić liczby w systemie trójkowym, piątkowym, etc.? - Czy też może układ dwójkowy - poprzez odkryty przez Ciebie algorytm - jest wyróżniony spośród innych układów?

Źródło: Na targach i po wsiach osiemnastowiecznej Rosji rozpowszechniony był sposób mnożenia liczb, pośrednio wykorzystujący powyższy algorytm (... ten odkryty przez Ciebie ...).
 

Można dowiedzieć się z artykułu A. Sawina, w jaki unikalny sposób rosyjscy chłopi i kupcy unikali tabliczki mnożenia podczas ... mnożenia ... ! ... zastępując jej znajomość umiejętnością mnożenia i dzielenia przez dwa.

c)
Pokażemy teraz przykład takiego rachunku:
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Zachęca się tedy czytelnika, by tym \SYMBOL 132 \f "Times New Roman CE"rosyjskim sposobem\SYMBOL 148 \f "Times New Roman CE" obliczył np. 
[image: image27.wmf]33

13

´



33
13


13
33






































oraz udowodnił, że istotnie powyższy  algorytm (jaki jest jego schemat?) daje w wyniku wartość iloczynu dwu wybranych doń liczb.


d)
A przy okazji obliczeń ... spróbuj odkryć taki „szybki” algorytm otrzymywania przybliżonej wartości 
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Algorytm ma postać równania różnicowego.

Podpowiedź:  
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- A zatem trzeba wymyśleć inne równanie rekurencyjne.
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Ćwiczenie to zachęca czytelnika do przeczytania fragmentów „Encyklopedii Szkolnej - Matematyka” (WSiP; Warszawa 1990) dotyczących haseł :

„algorytm”   &   „pierwiastek kwadratowy”


I tak ... nazwij poniższe algorytmy; wykonaj zalecenie oraz dokończ, co niedokończone.
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Oznaczenie:
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Zalecenie:


Przepisz procedurę „?” z wykorzystaniem powyższego oznaczenia. Przepisz ... po polsku i po angielsku.

b)
A oto schemat procedury „Entier 
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Uwaga:

Zauważ, że algorytm „Entier 
[image: image46.wmf]”, czyli „całkowita część pierwiastka kwadratowego z ... ” można przedstawić w postaci płaskiego grafu zorientowanego;
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d ) Opracuj algorytm wyciągania pierwiastka stopnia drugiego z liczby w systemie

dwójkowym. I tak np.: 
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A przy okazji :  
[image: image50.wmf](

)

210121

3

  ;          
[image: image51.wmf](

)

(

)

1010

12

3

3

:

?

=



 

                 
[image: image52.wmf](

)

12

3





    
            
                  =  ?

Zaduma  czyli  refleksja  ad. 3 c)

 (Zaduma
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refleksja;  zadyma
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refleksja)

Liczba wymierna istnieje jako nazwa skończonej procedury: 



„Weź p jednostek i posiekaj tę p-całość na q części”. 

 Pytanie: - A czy 
[image: image55.wmf]2

 „istnieje” w podobny sposób?

Oto pytanie ... - PITAGOREJSKIE.

Po doświadczeniach z ćwiczeniem 3 c) możemy powiedzieć tak:
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„      "  jest nazwą algorytmu    . . . 


... i wprawdzie obejmuje ten algorytm nieograniczoną ilość iteracji, ale przecież da się go zapisać w postaci krótkiego ciągu poleceń.

Co innego wszak liczbę nazwać, a co innego (... chyba ...) jest ją urzeczywistnić ... tj. odtworzyć proces, którego miałaby być nazwą ...

Jeśli to miałby być proces DOSTĘPNY czyli skończony (?...?!) to... przy 
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nie jest mierzalny           . . .


ale „jest PRZYmierzalny” . . . 
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” nie jest wymierny, ale jest „przy-wymierny”) ..., tj. praktycznie dowolnie dokładnie 
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 jest przybliżalną wielkością wymierną, wy-mie-rzal-ną w skończonej liczbie postępowań odrębnych.

Zauważmy przy tem względność przymiotu 

„praktyczny”.

- czy poniższa liczba jest „praktycznie” wy-mie-rzal-na?

75 11 46
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- No właśnie czy łatwo powyższą liczbę „praktycznie” zrealizować jako proces podziału słynnego numeru telefonu ?
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Rozważmy teraz  przykład starożytnego przepisu, który zawdzięczamy Euklidesowi (
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 825 r.  " Kitab al jabr w 'al - mugabala " ( tytuł )

Abu Ja 'far Mohammed ibn Műsâ al Chorezmi ( autor )

Pytanie: Jaki jest największy wspólny dzielnik (n.w.d.) liczb 10 i 4, ..., 100 i 15, ..., 99 i 13, ..., a i b ; a,bN?

 Rozważmy przykład  : a =128, b = 24. Oczywiście:

 128 = 524+8  &  24 = 38+0 
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 128 = 538+8 
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 n.w.d.(128 & 24) = 8
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Ponieważ ciąg reszt jest malejący, to po skończonej liczbie kroków, powiedzmy - ... n+1, reszta 
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Znajdź z pomocą algorytmu Euklidesa n.w.d (a & b) dla liczb 753 & -33,..., 1995 & 39,..., 123495721345678910987654321 & 31.

Ćwiczenie 5

Zapisz algorytm odnajdujący n.w.d. dwu liczb a,bN  posługując się jedynie wykonalnymi w N działaniami. Narysuj także schemat tego algorytmu.

[image: image82.wmf]Przykład 2


Oprócz liczb całkowitych  istnieje  wiele  struktur  algebraicznych,  w  których  algorytm Euklidesa jest w naturalny sposób wykonalny
; np. w zbiorze (tzw. pierścieniu3) wielomianów o współczynnikach wymiernych.

Wystarczy w przykładzie 1 odczytywać „a” jako wielomian STOPNIA nie mniejszego
 niż stopień „b” a cała procedura „Euklides” ma zastosowanie do wielomianów.

Przyjmuje  się  tu  w  dobrej  wierze,  że  Czytelnik  opanował już był algorytm dzielenia wielomianów.  Sprawdźmy to ...
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Znajdź przy pomocy algorytmu Euklidesa n.w.d. wielomianów :

 a )    
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 c )    
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Przypomnijmy, że najmniejszą wspólną wielokrotnością (n.w.w.) a & b nazywamy takie c, że:

 
1 ) c jest podzielne i przez a i przez b 

 
2 ) 
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Uwaga: a,b,c mogą być liczbami (np. 
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Rozpisz na elementarne poczynania, procedurę znajdowania n.w.d. (a & b); a,bN .
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Pewien nauczyciel, w Niemczech ... 1785 roku (... po to by zająć czymś uczniów na  dłużej) polecił dodanie do siebie wszystkich liczb naturalnych od 1 do 100. Ośmioletni wówczas Carl Fredrich Gauss (1777-1885) ... po chwili namysłu ... podał odpowiedź ... 

5050.

- Jak to zrobił ?

- Oczywiście ... 
[image: image96.wmf](
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Zalecenie dla maszyny: Narysuj schemat blokowy (maszyny) algorytmu dodającego liczby  od 1 do 100.
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Czy postępowanie opisane poniższym algorytmem zwieńczy się sukcesem, tzn. czy ma swój kres w skończonej liczbie kroków? (... Jest to tzw. problem Collatz'a; patrz. M. Szurek, Komputer po raz pierwszy, WSiP, Warszawa 1994).


A oto algorytm :
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... A przy okazji :

a)
wykaż, że jeśli 
[image: image98.wmf]n
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b)
Podobnie: niech  
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PROBLEM COLLATZA polega na braku odpowiedzi na pytanie :

? 
[image: image101.wmf]"
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Czytelnik może bez trudu sprawdzić, że dla np. n = 7 odpowiedź brzmi: tak, ponieważ po pewnej liczbie kroków (
[image: image102.wmf]º

zrealizowanych strzałek w grafie algorytmu) osiągamy 
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Oczywiście ... ( ! )

 ... Podobnie jest  z ciągiem Collatz'a rozpoczynającym się od którejkolwiek z liczb już występujących w ciągu Collatz'a
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I tak pojawiają się co najmniej dwa interesujące zadania algorytmiczne;
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Rozbuduj powyższy algorytm Collatza tak, by zliczał liczbę kroków (... o ile nie przekracza ona np. tryliona) potrzebnych do osiągnięcia liczby 1 przy zadanej liczbie N.
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Rozbuduj powyższy algorytm tak, aby nie tylko zliczał liczbę kroków, ale i 
[image: image105.wmf]drukowa

ł

 kolejne wyrazy ciągu liczb otrzymywanych w/g algorytmu Collatza.

Przedstawiam teraz „przyspieszony” algorytm Collatz'a. Posłużę się w tym celu zero-jedynkowym zapisem liczb naturalnych. Uzyskujemy wtedy rodzaj układu dynamicznego, którego stany to słowa zero-jedynkowe; (tu będzie to podciąg wyłącznie nieparzystych liczb).

Procedura : „pospieszny Collatz”


[image: image106.wmf]START

STOP

TAK

NIE

n

p

p

p

¬

=

=

-

a

a

a

a

a

a

1

2

1

1

1

K

;

Wywołaj : "TNIJ ZERA"

n

k

=

=

b

b

b

K

1

1

1

;

Wynik zapisz :

?

{

{

n

n

=

Ú

=

000

001

10

10

1

K

K

10

{

liczba par      od zera 

w zwyż

(

)

{

}

n

k

k

¬

+

b

b

b

b

b

b

K

K

2

1

2

1

1

10

:

.



A oto podprogram: „TNIJ ZERA” (do procedury „przyśpieszonego algorytmu Collatz'a” )
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Proszę  spróbować udowodnić, że następujący algorytm przy dowolnej liczbie dwójkowej (startowej) prowadzi do liczby 1 (końcowej).

Oznaczenie :
[image: image108.wmf]
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 2 ) Odrzucamy wszystkie 0 z prawej i lewej strony.

 3 ) Iterujemy.
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    oto ten


[image: image112.wmf]Algorytm



Uwaga: 


Procedurę można zatrzymać mając pewność uzyskania oczekiwanego wyniku na liczbie postaci : 
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Ilustracja działania algorytmu : „ Pośpieszny Collatz ”
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 Uwaga do diagramu :
Zauważ, że 
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[image: image116.wmf] Przykład 3      ALGORYTM GRY pt. „BIERKI”
 


Wyobraź sobie 6 zapałek rozmieszczonych na trzech „kupkach” - stosach (
[image: image117.wmf]º

piles);


[image: image118.wmf]
Reguły gry: 
[image: image119.wmf]1

 Udział bierze dwu graczy A & B

                      
[image: image120.wmf]2

 Gracze - na przemian - wyciągają tyle zapałek, ile zechcą i 



mogą..., ale tylko z jednego stosu (pile)



      
[image: image121.wmf]3

 Wygrywa i śmieje się ten, kto bierze ostatni

Ćwiczenie 13
- Czy jest to gra „fair”; tzn. czy każdy z graczy ma jednakowe szanse, by wygrać?

- Jeśli tak ... - wesprzyj odpowiedź algorytmem, bądź rozumowaniem.

- Jeśli nie - wskaż odpowiedni „algorytm zwycięstwa”.

Narysuj schemat algorytmu gry w bierki. Gdy to zrobisz, ... dojdziesz do wniosku:

Wniosek: 

Można tak zaprogramować procesor - automat - że, o ile to On rozezna grę - w sytuacji z nieparzystą liczbą jedynek w jakiekolwiek z kolumn, to ... to wygra z każdym Mistrzem Bierek.

Zalecenie: 

Napisz temu bezwzględnemu Graczowi - Procesorowi odpowiedni program.

Podpowiedź: 

Przedstawię program sprawdzający, czy Procesor wygrać musi, czy nie. W tej drugiej sytuacji - jeszcze nie straceńczej! - Procesor „po prostu” czyha na błąd gracza, o co przy dużej liczbie bierek nie trudno przecie ... i potem postępuje bezwzględnie osiągając sukces ... zgodnie ze swym urokiem osobistym:
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Ćwiczenie


Jak rozbudować powyższą procedurę, tak, aby powstał program gry, którym mógłby posłużyć się komputer?


[image: image123.wmf] Przykład 4

W poprzednim zeszycie MBM opisano rekurencyjny algorytm rozstrzygający problem „wież Hanoi” (patrz przykład 8 MBM -23-). Oto diagram tego algorytmu:


procedura: „przenieś n z A na B używając C”
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Komentarz: 

Program ten używa podprogramów, które są takim samym schematem co i program, tyle, że ze zmniejszonym o jeden parametrem 
[image: image125.wmf](
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. Każdy z kolei podprogram też jest według wyżej wymienionego schematu zbudowany z „pod-podprogramów”, tyle, że ze zmniejszonym jeszcze o jeden parametrem 
[image: image126.wmf](
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, itd. Algorytm „wieże Hanoi” w ten sposób niejako wywołuje się sam (rekurencyjnie), aż schodzi do poziomu elementarnego rozstrzygnięcia „przenieś 1 z A na B”, który to krok sprowadza problem n krążków do n-1 krążków, itd.


[image: image127.wmf] Przykład 5

Podobnie jak w algorytmie „wieże Hanoi” program „sortowania via scalanie” (MBM -23- przykład 11) wywołuje się rekurencyjnie; niejako sam przez się ... siebie określa. Oto jak to robi:


Schemat procedury: „sortowanie L via podział i scalanie”


Dla skrótu - nazwiemy ją tutaj „sortuj L”
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Podsumowanie
1. 
Obiekt nazwiemy rekurencyjnym, jeśli jego definicja odwołuje się do niego samego - in statu nascendi.


Takim obiektem może być program czy schemat algorytmu, ciąg liczb (MBM 
[image: image129.wmf]-

-

20

, 4), ciąg rysunków (MBM -8- przykłady 9 i 14), ciąg słów (MBM -8- przykład 13) itd.

2.
 Potęga rekurencji zasadza się na możności określenia, nieograniczonych bywa, ciągów obiektów, czy postępowań za pomocą zwartych, krótkich i przejrzystych instrukcji.

III. PrzykŁady iteracji.


  Problemy rekurencyjne.


Niech 
[image: image130.wmf]f

 oznacza postępowanie tj. odwzorowanie - zbioru w zbiór. W zbiór, w którym znajdują się i punkt wyjścia postępowania, i wyniki pośrednie postępowania, i wynik ostateczny - o ile taki istnieje dla danego odwzorowania - postępowania 
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. Niech 
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Określenie: 


[image: image135.wmf]f

n

 nazywamy n-tą iteracją postępowania 
[image: image136.wmf]f

.


[image: image137.wmf] Przykład 6


[image: image138.wmf]f

 jest tu odwzorowaniem zbioru krzywych mieszczących się w kwadracie w ten zbiór i zadane jest tak jak to przedstawia ciąg rysunków:


[image: image139.wmf]
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a)
opisz własnymi słowami odwzorowanie 
[image: image140.wmf]f

 ... a może wymyślisz wzór na 
[image: image141.wmf]f

 oddający „charakter” tego odwzorowania?

b)
podaj wzór na liczbę ekstremów krzywej otrzymanej po n iteracjach; czy granicą tego ciągu krzywych będzie ... krzywa?


[image: image142.wmf] Przykład 7

Podziel trójkąt równoboczny na 9 mniejszych trójkątów równobocznych.
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Następnie odrzuć, wyjmij, „wytnij” zeń 3 mniejsze trójkąty zorientowane odwrotnie w stosunku do wyjściowego trójkąta („czubki w dół”). Granicą ciągu takich mozaik 
[image: image144.wmf](
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 jest zbiór o wymiarze fraktalnym. Odpowiednią granicę można wprowadzić w rodzinie podzbiorów domkniętych i ograniczonych np. na płaszczyźnie (o tem później - przy okazji Tw. Banacha). Zbiór będący granicą w/w ciągu nosi nazwę trójkątnego „dywanu Sierpińskiego”.
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Określ własnymi słowami postępowanie - regułę 
[image: image146.wmf]f
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, a także regułę 
[image: image147.wmf]f
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[image: image148.wmf]f
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b)

?


c)
Określ teraz własnymi słowami odwzorowanie 
[image: image149.wmf]f

n

. Wykaż, że odwzorowanie 
[image: image150.wmf]f

n

 dzieli każdy z trójkątów pozostawionych przez poprzednią iterację na 
[image: image151.wmf]n
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 trójkątów, a ... a ile z nich pozostawia?

Uwaga: 

Odwzorowanie 
[image: image152.wmf]f

2

 z punktu a) powyższego ćwiczenia można określić następująco: 

Niech 
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 będą określone wzorami: 
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Dla zbioru 
[image: image157.wmf]A
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Łatwo można zauważyć, że po podstawieniu za zbiór A trójkąta równobocznego (wraz z jego punktami wewnętrznymi!) o wierzchołkach (0,0), 
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, otrzymamy sytuację przedstawioną na rysunku w ćwiczeniu 15 a).

Podobnie, jeśli jako zbiór początkowy weźmiemy taki sam trójkąt jak wyżej, to odwzorowanie 
[image: image161.wmf]f

3

 z przykładu 7 można określić przez odwzorowania:
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Zastanów się, jak określić według powyższej metody odwzorowania 
[image: image168.wmf]f
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 i 
[image: image169.wmf]f

n

 z ćwiczenia 15.


[image: image170.wmf] Przykład 8 (Przykład ogólny)


Jeśli algorytm polega na stosowaniu wielokrotnym postępowania f - czyli wynik zadany jest rekurencyjnie, to diagram takiego - np. samowywołującego się algorytmu - ma postać:


Diagram procedury „fN”



(
[image: image171.wmf]N
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, P - punkt wyjścia iteracji 
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 obiekt zerowy 
[image: image173.wmf]Û

 
[image: image174.wmf](

)

P

P

º

0

f

)


[image: image175.wmf]TAK

NIE

?

N = 0

STOP

drukuj obiekt

dane:   ; f;  

P

>

"

wywołaj   f      

N-1

"

N     0

START  f   "

N

"


Automat - Algorytm wie co ma robić dla dowolnego N, ponieważ umie dotrzeć do wiadomości, co ma robić przy N najmniejszym.

Uwaga:
Można procedurę iteracyjną zadać instrukcją: „wykonaj f N-krotnie”; cały wszak dowcip polega na pytaniu jak wykonać ma program to polecenie w przypadku, gdy samo f określone jest w uzależnieniu od rekurencji. Przykładem, który właśnie mamy pod ręką jest postępowanie
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„przenieś 1 z X na Y”, gdzie 
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, a znaczenie A, B, C objaśnia przykład z wieżami Hanoi (patrz MBM-23-).


[image: image179.wmf] Przykład 9 

A teraz chodźmy do Fenickiego Banku. Tam, co 
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proporcjonalny do tego, co w danej chwili już się było uzbierało  

Np. 1 rok podzielmy na n części:      
[image: image181.wmf]1

=

n

t

D

,       co oznacza, że co 
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n

-tej tego, co już było.

Niech 
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 oznacza przyrost depozytu w chwili p-tego pstryknięcia Zegara Czasu. Reguła przyrostu o 
[image: image187.wmf]1
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? Rozwiąż powyższe równanie różnicowe

a) Algorytmicznie (MBM -19-);
b) przez podstawienie 
[image: image191.wmf]x
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[image: image192.wmf] Przykład 10   („Przesunięcie Bernoulliego”)


Postępowaniem w tym przykładzie jest odwzorowanie:


[image: image193.wmf][
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Uwaga:
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A oto wykres odwzorowania 
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Posługując się powyższym wykresem znajdź położenie

a)
punktów 
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Spostrzeżenie:
Niech 
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. Odwzorowanie 
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 można wtedy określić następująco:
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 dokonuje „przesunięcia” w słowie oznaczającym 
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Komentarz:
Jeśli punkty 
[image: image207.wmf]p
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 traktować jako nazwy stanów jakiegoś układu, to iteracja odwzorowania np. 
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 zadaje ruch tych stanów
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Ciąg takich słów 
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  zwie się układem dynamicznym. Dziedzina matematyki zajmująca się takimi układami zwana jest „dynamiką symboliczną” i ma wiele wspólnego z teorią języków (tu słowa, to elementy 
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Uwaga:
Układ 
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 dynamiki symbolicznej zadany poprzez przesunięcie Bernoulliego 
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 ma następującą właściwość:

dla dwu dowolnie bliskich punktów 
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 po odpowiednim „czasie n” (tj. po n iteracjach) ich obrazy oddalą się na odległość rzędu 
[image: image222.wmf]1
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, a zatem ogromną w stosunku do znikomości odległości początkowej.


[image: image223.wmf] Przykład 11  


Iteracja prostego algorytmu „dzielenia z resztą” prowadzi do przedstawiania liczb w postaci ułamków łańcuchowych.

UŁAMKI  ŁAŃCUCHOWE

Będziemy ponawiać („iterować”) postępowanie zapisane w postaci następującej tożsamości (
[image: image224.wmf]x
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Stosując teraz tożsamość (T) do 
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Zauważ, że jeśli 
[image: image231.wmf]x
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,  to jego ułamek łańcuchowy ma skończoną liczbę pięter - i na odwrót!  
[image: image232.wmf]2
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Jaki, nieskończony ułamek łańcuchowy odpowiada 
[image: image233.wmf]2

?

Niniejszy przykład zakończymy podaniem schematu blokowego opisanego algorytmu:


Algorytm zamiany liczby 
[image: image234.wmf]p
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 na postać ułamka łańcuchowego:


[image: image235.wmf]START

TAK

NIE

STOP

dane

?

r = 0

W

p

q

/

NWD(p,q)=1

znajdź

& r ;

p

q

/

=

p

q

/

[   ]

+r

drukuj

p

q

/

[   ]

TAK

NIE

?

r = 

1

n

_

drukuj   n-1

p

q

/

1

r

_

p

q

/

[   ]


Zalecenia:
1. 
Jak każdy schemat blokowy, tak i powyższy ma postać grafu zorientowanego. 
Jaki to graf?

2.
Znajdź według powyższego algorytmu postać ułamkowo-łańcuchową 
wybranych kilku liczb wymiernych.

3.
Napisz program komputerowi, który to za Ciebie zrobi.

4.
Napisz algorytm przybliżania liczby niewymiernej 
[image: image236.wmf]x

Ï

W

 poprzez ułamek 
łańcuchowy, ze z góry zadaną dokładnością.

Refleksja

Jak widzimy, iteracje niektórych podprocedur prowadzą do celu poprzez nieskończony ciąg, co w praktyce oznacza - o ile cała procedura jest zbieżna - że wystarczy się ograniczyć do odpowiednio - bywa nie tak dużej - liczby iteracji.

Taką dość powszechną sytuację ogólną opisuje kolejny przykład.


[image: image237.wmf] Przykład 12  -  z twierdzeniem Banacha.


Niechaj iteracja dotyczy teraz ciągłego odwzorowania


[image: image238.wmf]f
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zbioru M obiektów, między którymi można określić jakoś pojęcie odległości.

Np. funkcje 
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 są bliskie a 
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 odległe - patrz wykresy.
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Np. zbiory K (kropek) i B (bąbelków) są „sobie bliskie”, natomiast K & T (trójkąciki), czy B & T już nie.


[image: image244.wmf].
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M - to może być np. rodzina krajobrazów (patrz: MBM -9-) lub rodzina coraz to „bliższych” dywanowi Sierpińskiego zbiorów punktów.

Odwzorowanie 
[image: image245.wmf]f
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 nazwiemy zwężającym, jeśli 
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gdzie d oznacza „jakoś tam” wprowadzoną odległość między obiektami - „punktami”, elementami rodziny M. (Np. przesunięcie Bernoulliego zwężające nie jest!)
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Twierdzenie  (Banacha)

Niech dodatkowo przestrzeń metryczna (M;d) będzie jeszcze zupełna (tj. każdy ciąg Cauchy'ego ma w M swą granicę). Wtedy 
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Teza twierdzenia jest poglądowa jeśli zważyć, że ciąg punktów 
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 ma tę właściwość, że odległości pomiędzy kolejnymi sąsiadami maleją! Np. 
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Wystarczy teraz wykazać (zrób to), że 
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 jest punktem stałym odwzorowania 
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.

Ćwiczenie 19


Wykaż, że granica 
[image: image256.wmf](
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 jest jedynym punktem stałym ciągłego i zwężającego odwzorowania 
[image: image257.wmf]f

 zupełnej przestrzeni metrycznej (M;d).

Twierdzenie o istnieniu i jedyności punktu stałego nosi nazwę Twierdzenia Banacha 

(Stefan Banach 1892-1945)

Ćwiczenie 20


Ciąg 
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Wykaż, że granica ciągu istnieje, poczem wskaż w przybliżeniu jej wartość ( ... w tym - graficznie).

Na zakończenie tego rozdziału proponujemy teraz pięć zadań o fraktalach i iterowaniu oraz trzy zadania „na cześć Banacha”.

Wspominaliśmy już o iterowaniu odwzorowań rodziny zbiorów w rodzinę zbiorów. Punkt stały takiego odwzorowania też będzie obiektem tej samej natury tj. zbiorem - ... np. obrazkiem 
[image: image260.wmf]º

 zbiorem, zbiorem wyróżnionych pikseli. Teraz zapoznamy się z tym zjawiskiem bliżej, poprzez zadania:
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Niech 
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 oznacza zbiór odwzorowań 
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zwarty. Określamy na rodzinie podzbiorów zwartych w 
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  następujące odwzorowanie (również zwężające w metryce Hausdorffa na przestrzeni niepustych zbiorów zwartych w 
[image: image266.wmf]C

).
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Rozważ tedy przykład 
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Oznaczywszy 
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 określ do jakiego zbioru zbliża się 
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 (w sensie metryki Hausdorffa) przy n rosnącym nieograniczenie.

Uwaga: Dla niepustych zbiorów zwartych 
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 odległością w metryce Hausdorffa między tymi zbiorami nazywamy liczbę
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 i d jest metryką na C. (Nie rozumiesz? - Nic to!)

[image: image275.wmf] Zadanie 2 

Przy oznaczeniach zadania poprzedniego, określ zbiór, do którego zmierza przy 
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[image: image279.wmf] Zadanie 3 

Wybierz teraz 
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Z pomocą komputera określ wygląd zbioru (fraktala) będącego "punktem" stałym odwzorowania w.


[image: image283.wmf] Zadanie 4

Znajdź punkty stałe i ewentualnie orbity cykliczne poniższych odwzorowań. Które z punktów stałych "przyciągają" a które "odpychają" trajektorie? Zobrazuj wnioski graficznie. A oto odwzorowania 
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[image: image290.wmf] Zadanie 5
Niech 
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Uwaga: Przy wystarczająco dużym N 
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Wykaż też, że jeśli 
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Algorytm poszukiwania punktu stałego, gdzie 
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Niechaj 
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Poniżej - przy pomocy rysunku zadano odwzorowanie   
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  wykorzystując do tego drugą prostą NIErównoległą. Wykaż, że 
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 jest zwężające.
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Na płaszczyźnie zadano 
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[image: image332.wmf]
Zalecenie:
Napisz (np. w Pascalu) z wykorzystaniem odpowiedniego oprogramowania graficznego, program dydaktyczny ilustrujący powyższe zadanie. Punkty 
[image: image333.wmf](
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 niechaj pojawiają się wystarczająco powoli, tak aby unaocznić proces zmierzania do granicy 
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Odpowiedzi do zadań:
1. W wyniku dostaniemy        krzywą trójkątową     Sierpińskiego. Jakie są współrzędne wierzchołków trójkąta, na którym ta krzywa jest zbudowana?
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2. Zbiór Cantora (trójkowy, czyli uzyskiwany przez trysekcję odcinka)
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3. 
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4. e) złoty podział!  
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5. Jeśli 
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 jest punktem stałym odwzorowania F, to jest też punktem stałym odwzorowania 
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, gdyż 
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 (w ten sposób można uogólnić rozumowanie na 
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). Punktami stałymi odwzorowania 
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 są punkty stałe odwzorowania F i punkt 0.

6. 
1.Rysunek objaśnia, w jaki sposób 
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 jest przyciągający.
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2. Z dowolnego otoczenia punktu (-1) punkt 
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    albo ucieknie do „
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”, albo do zera.


3. Odpowiednio podobnie dla punktu 1.

7. Z rysunku do zadania wynika, że 
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punkt x* jest przyciągającym punktem stałym odwzorowania f.

? A gdyby rozważać te proste w przestrzeni ... to ... co?

8. Odwzorowanie 
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 jest zwężające 
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IV  Tezeusz - Ariadna i Minotaur   =   (T.A.M.)


Zdobyte doświadczenie w części III wykorzystamy jeszcze przy poszukiwaniu przybliżonych rozwiązań równań (takich choćby jak 
[image: image355.wmf]cos

x

x

=

). Na razie jednak - dla rozrywki - ale i nie tylko zajmiemy się słynnym algorytmem:

POSZUKIWANIE  MINOTAURA.
 

Mnóstwo, mnóstwo ciemnych korytarzy, przecinających się w węzłach - pieczarach ... . Ale czy każdy jest jakoś połączony z innymi? - I w której pieczarze przebywa Minotaur M? Tezeusz T, aby się w tym gąszczu możliwości nie pogubić winien przeszukiwać labirynt jakoś systematycznie. - Jak?


[image: image356.wmf]
Z pewnością nie powinien „się kręcić w kółko” ... a pomoże mu w tym „nić Ariadny”. Nić jest trzymana przez A - a przez T jest rozwijana. Dla wygody i urozmaicenia niechaj nić będzie żółta, a wszystkie korytarze na początku zielone („omszałe”). Tezeusz rozwijając nić może natrafić na swój ślad i stwierdzić, że wykonuje ... pętlę! Wtedy, cóż robi? - Zwija nić i zaznacza spray'em czerwonym korytarz którym się cofa, aż natrafi na zielony. Przy okazji, już wie, że w czerwony korytarz nie ma co zachodzić. Pierwszeństwo ma „zielone światło” - chyba, że już zielonych nie ma! wtedy ... zwija, zwija i ... (i co(?)).

Powyższy pomysł w połączeniu z rozeznaniem możliwych sytuacji na drodze Tezeusza prowadzi do następującego algorytmu poszukiwania.

Oznaczenia: A = Ariadna, P = pętla, M = Minotaur, K = korytarz w kolorze: z = zielonym, ż = żółtym, cz = czerwonym.

Polecenia: „zwijaj nić”    = powróć do węzła poprzedniego,

                   „rozwijaj nić” = idź do węzła wybranego,

                   k=ż 
[image: image357.wmf]¬

 k=cz  
[image: image358.wmf]Û

 pomaluj korytarz na czerwono,

                   k=z 
[image: image359.wmf]¬

 k=ż    
[image: image360.wmf]Û

 nazwij korytarz „żółtym” (żółta nić).

Procedura T.A.M.

0.
(Dane); Wszystkie korytarze nieznanego labiryntu - grafu są „zielone” 


(k 
[image: image361.wmf]¬

 k=z)

1.
If „M” then „stop M”

2.
If „P” then: „zwijaj nić” & k=ż 
[image: image362.wmf]¬

k=cz

3.
If 
[image: image363.wmf]$

k=z  then: „rozwijaj nić” & k=z 
[image: image364.wmf]¬

k=ż

4.
If „A” then „stop A”

5.
(else) zwijaj nić (k=ż 
[image: image365.wmf]¬

k=cz).

Przykłady sytuacji:

a)

[image: image366.wmf]

b)



[image: image367.wmf]

c)



[image: image368.wmf]

d)



[image: image369.wmf]

Pytanie: Czy procedura T.A.M. poradzi sobie z każdą sytuacją?

Ściślej: Czy dla każdego skończonego grafu - labiryntu algorytm T.A.M. po skończonej liczbie kroków doprowadzi do rozstrzygnięcia: „Czy przy zadanym położeniu wyjściowym A Minotaur M jest osiągalny, czy też nie?”

Diagram procedury T.A.M.:
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Zalecenie: 
Posługując się diagramem algorytmu T.A.M. wciel się w rolę Tezeusza (
[image: image371.wmf]»

 automat to komórkowy!) i spróbuj odnaleźć minotaura M na kilka sposobów, jeśli w ogóle to jest możliwe w powyżej zadanych sytuacjach.

Poprawność programu

Celem algorytmu T.A.M. jest uzyskanie opisanego rozstrzygnięcia. Jeśli udowodnimy, że w każdej z sytuacji Tezeusz albo znajdzie M, albo stwierdzi, że M jest przy zadanym położeniu A - nieosiągalny - to tym samym wykażemy poprawność procedury T.A.M.

Dowód poprawności programu

Konstrukcja dowodu powyższego sprowadza się do wykazania następujących tez:

Teza I
Przy każdym rozmieszczeniu A & M w węzłach skończonego grafu - labiryntu L, algorytm „T.A.M.” prowadzi 
[image: image372.wmf]albo

 do „stop M”,  
[image: image373.wmf]albo

 do „stop A”.
 

Teza II
Jeśli osiągany jest „stop A”, to oznacza to, iż w dostępnej dla A & T spójnej części labiryntu L Minotaura M - nie ma. W obu przypadkach - „stop A”, czy „stop M” - droga do A (np. droga powrotna od „stop M”) nie zawiera zapętleń.

Dowód Tezy I

Posłużymy się metodą indukcyjną ze względu na n, gdzie n jest liczbą wykonanych przez T ruchów.

Dla n=0 ma miejsce oczywista alternatywa 
[image: image374.wmf]A
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Ú

 rozłącznych możliwości:
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w L nie ma k ; k=ż  przy czem A & T są w tym samym węźle,



[image: image376.wmf]B
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w L istnieją krawędzie 
[image: image377.wmf]k
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;  ki=ż ;  i=1,...,s
[image: image378.wmf]£

n, których ciąg stanowi 

w grafie L drogę od A do T.

Teraz założymy, że alternatywa 
[image: image379.wmf]A
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Ú

 jest słuszna dla n-1 (n>1), przy czem jeszcze nie nastąpiło zatrzymanie się T!

Jeśli ma miejsce zdanie 
[image: image380.wmf]A

 alternatywy 
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, to

1)
albo 
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; Tezeusz wybiera 
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 i otrzymujemy tezę  
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 dla n 
(przypadek 
[image: image385.wmf]B

 z  jednym żółtym korytarzem),

2)
albo 
[image: image386.wmf]/
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 i otrzymujemy tezę 
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 dla n (przypadek 
[image: image388.wmf]A

).

Jeśli zaś ma miejsce zdanie 
[image: image389.wmf]B

 alternatywy 
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B

Ú

, to możliwości następnego kroku są następujące:

1)
T dociera po k=z (k=z
[image: image391.wmf]¬

k=ż) do M, co stanowi tezę 
[image: image392.wmf]A

B

Ú

 dla n 


(przypadek 
[image: image393.wmf]B

).

2)
Przy (n-1)-kroku T stwierdził P. Zwija zatem nić wzdłuż korytarza ks czyniąc 
go „czerwonym”. Jeśli s>1, to otrzymujemy tezę 
[image: image394.wmf]A

B

Ú

 dla n (przypadek 
[image: image395.wmf]B

). 
Jeśli s=1, to otrzymujemy tezę 
[image: image396.wmf]A
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 dla n (przypadek 
[image: image397.wmf]A

).

3)
T dociera po k ; k=z (k=z
[image: image398.wmf]¬

k=ż) do węzła, w którym nie ma M, co prowadzi 
do tezy 
[image: image399.wmf]A

B
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  dla n (przypadek 
[image: image400.wmf]B

 przy s
[image: image401.wmf]¬

s+1).

4)
Przypadek „Ariadna” tj. T dochodzi do A po żółtej drodze ze względu na 
wystąpienie pętli P na drodze 
[image: image402.wmf]k
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 - zawiera się już w 2).

5)
Jeśli żadna z możliwości 1)...4) nie wystąpi, to procedura T.A.M. nakazuje T 
zwijanie nici, co daje tezę  
[image: image403.wmf]A

B
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  dla n (przypadek 
[image: image404.wmf]B

 ; s>1 lub przypadek 
[image: image405.wmf]A

;  
s=1).

Wnioski:

1.
T nigdy nie przechodzi przez jakikolwiek korytarz więcej niż dwa razy.

2.
T nie przechodzi nigdy przez k ; k=cz.

3.
Ponieważ L jest skończony, to droga 
[image: image406.wmf]k
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 będąc drogą od A 
do M, bądź drogą od A do A - jest skończona.

4.
Dowód tezy II na tle powyższego jest oczywisty. W szczególności brak zapętleń 
na drodze 
[image: image407.wmf]k
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 wynika z przewodu dowodowego.  AMEN.
MORAŁ

Algorytm bywa odkrywczo nieskomplikowany; jak np. T.A.M. - ale dowód poprawności, czasem wymaga trochę wysiłku, czyż nie?

Algorytm T.A.M. jest przykładem przepisu na skuteczne przeszukiwanie. Można go zatem stosować do ogólnie rozumianych zadań szukania w nieznanym.

Zastosowanie procedury T.A.M. do ... gry w „15”
 

Opis gry: oto szachownica 16-stu pól jednobarwnych:


[image: image408.wmf]1
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Wyobraź teraz sobie (... lub wytnij z papieru i zagraj ...) ... białe kwadraciki z numerkami od 
[image: image409.wmf]1

 do 
[image: image410.wmf]15

 i pokryj nimi planszę tak jak np. na rysunku.

- Ile jest możliwości?

- Oczywiście ...
                 
[image: image411.wmf]20 922 789 000

.        

(Sprawdź!)

Nazwy:

1.
Dwa pola nazwiemy sąsiednimi, jeśli mają wspólną krawędź.

2.
Dwa rozmieszczenia plakietek
 zwiemy przyległymi, jeśli z jednego można 
otrzymać drugie poprzez jedno przesunięcie plakietki na pole puste ... z pola 
sąsiedniego.

3.
Tylko takie przesunięcia uznajemy za dopuszczalne i nazywamy je ruchami.

Przykład rozmieszczeń przyległych:
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Spostrzeżenie:
Maksymalna ilość możliwości przesunięcia plakietki wynosi cztery.

Reguły gry

Dwu graczy ustala - każdy swoje - rozmieszczenie plakietek, poczem ujawniają je sobie wzajemnie. Wygra ten, kto pierwszy z pomocą dozwolonych ruchów uzyska rozmieszczenie partnera, traktując jako wyjściowe - rozmieszczenie własne.

Pytanie:

Czy osiągnięcie tego celu jest zawsze możliwe?

Czy dla każdych dwu rozmieszczeń A & M; 

A=
[image: image413.wmf](
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istnieje skończony ciąg ruchów 
[image: image416.wmf]{

}

n

i

i

T

1

=

 takich, że 


[image: image417.wmf](

)

(

)

(

)

M

A

...

A

1

2

1

=

=

-

T

T

T

T

T

n

n

o

o

o

o

 ?

Odpowiedź:
Po pierwsze zauważmy, iż istnieje pod ręką prosty algorytm (prosty, ale NIEOSZCZĘDNY!) pozwalający stwierdzić, czy M jest osiągalne z A, czy też nie.

Oto pracowity Procesor P układa ciąg (A1
[image: image418.wmf]º

A)  A1A2A3...An  (n<16!) parami (AiAi+1) przyległych rozmieszczeń, przy czem powtórzenia (
[image: image419.wmf]º

zapętlenia się) fragmentów ciągu są pomijane. Jednocześnie, co krok P sprawdza, czy aby nie już, czy An=M ?

Jeśli tak - to znamy odpowiedź; jeśli to nie nastąpi po wyczerpaniu ogromnej, ale skończonej przecież liczby kroków, to ... to też znamy odpowiedź.

Usprawnienie
Można liczbę kroków powyższej procedury znacznie zmniejszyć, jeśli zauważyć, że w istocie mamy do czynienia z sytuacją opisywalną algorytmem T.A.M. Wystarczy uświadomić sobie naturalne ...

PRZYPORZĄDKOWANIE

rozmieszczenie plakietek 
[image: image420.wmf]«

 węzeł grafu - labiryntu L

ruch Tk: rozmieszczenie 
[image: image421.wmf]®

 rozmieszczenie przyległe 
[image: image422.wmf]«

 korytarz - krawędź grafu L np.:

A - rozmieszczenie 
[image: image423.wmf]«

 A (Ariadna)

M - rozmieszczenie 
[image: image424.wmf]«

 M (Minotaur)

Spostrzeżenie:

1)
Tu od węzła odchodzić mogą co najwyżej cztery korytarze - krawędzie grafu L,

2)
Oszczędność zastosowania Tezeusza do gry „15” w charakterze procesora algorytmu T.A.M. polega na tym, że wtedy wystąpią jeszcze „korytarze czerwone”, po których algorytm nie pozwala (bo i nie trzeba) Tezeuszowi się szwendać, w przeciwieństwie do poprzedniego algorytmu pracowitego P.

ROZSTRZYGANIE

W przypadku gry w „15” można niemal od razu prawie, (bo w 
[image: image425.wmf]n

£

30

 krokach) stwierdzić, czy od A do M droga spójna wiedzie, czy nie
.

Ćwiczenie 21

Udowodnij prawdziwość następującego Twierdzenia dotyczącego gry w „15”.

Twierdzenie: Jeśli od rozmieszczenia A można dojść do rozmieszczenia M za pomocą przesunięć i parzystej liczby transpozycji plakietek, to od A można dojść do M za pomocą samych tylko przesunięć. Jeśli od rozmieszczenia A można dojść do rozmieszczenia M za pomocą przesunięć i nieparzystej liczby transpozycji plakietek, to od A nie można dojść do M za pomocą samych tylko przesunięć.

Ćwiczenie 22

Wykorzystując powyższe Twierdzenie napisz algorytm sprawdzający „czy M jest osiągalne z A”.

V  Algorytmy oszczędne    -

            przykŁady postępowania


Mały program może napisać (zrozumieć) jedna osoba. Bardzo duże programy wymagają na ogół szczególnej organizacji intelektualnej i stwarzane są (rozumiane w szczegółach) przez zespół.

Coraz to nowsze pokolenia komputerów liczą coraz szybciej i rozporządzają coraz to większą pamięcią.

... A jednak ..

A jednak o wzroście rozmiaru zadania wykonanego przez komputer rozstrzyga w największej mierze złożoność algorytmu i to właśnie w obniżaniu „złożoności algorytmicznej” procedur największe i najtańszym kosztem można poczynić oszczędności.

O złożoności algorytmu decyduje
a)
czas (ilość operacji) potrzebny na wykonanie oraz

b)
ilość niezbędnej pamięci.

Rzecz jasna, zarówno czas jak i pamięć są funkcjami wielkości danych. Przy ustalonym algorytmie to właśnie liczba danych rozstrzyga o rozmiarach zadania.

Jeśli algorytm A działa przy danych rozmiaru n (
[image: image426.wmf]n
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) w czasie proporcjonalnym do 
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, to powiadamy, że (asymptotyczna) złożoność czasowa A jest rzędu 
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Przytoczymy
 zestawienie rozmiarów zadań, które mogą być zakończone w 1s, 1min & 1h w zależności od:

a)
złożoności czasowej algorytmu;

b)
szybkości obliczeń przez komputer.

W ten sposób będziemy mogli zważyć, który z czynników istotnie wpływa na rozmiary dopuszczalnych zadań. Zakładamy, że jednostka czasu=0,001s!

I)

Algorytm
Złożoność
Maksymalny rozmiar zadania




czasowa
1 s
 1 min.
1 h

A1
n
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II) Po dziesięciokrotnym przyśpieszeniu działania komputerów

Algorytm
Złożoność
Maksymalny rozmiar zadania




czasowa
przed przyśpieszeniem
 po przyśpieszeniu

A1
n
r1
10
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Z zestawienia widać, że skutek użycia bardziej wydajnego programu może być nieporównanie większy, niźli skutek przyśpieszenia pracy komputera (co przecież nie jest łatwym zadaniem technicznym).

I tak zastąpienie Algorytmu 
[image: image434.wmf]A
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 algorytmem 
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 pozwala rozwiązać w jednej minucie zadanie o rozmiarach sześciokrotnie większych, a gdyby się udało zastąpić algorytm 
[image: image436.wmf]A
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 algorytmem 
[image: image437.wmf]A
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 - to zadanie rozwiązywane w ciągu jednej minuty mogłoby już mieć rozmiary studwudziestopięciokrotnie większe.

Czyli to tu są zyski główne? Na razie ... chyba tak. Złożoność czasowa algorytmu w dużej mierze rozstrzyga o jakości tego algorytmu i znaczenie tej cechy nie maleje wraz ze wzrostem szybkości działania komputerów (... o ile nie dokona się znowu jakiś przełom graniczący z cudem ...).

Jak można oszczędzać na złożoności - przekonamy się na paru przykładach bardzo prostych algorytmów.


[image: image438.wmf] Przykład 13

Prześledźmy najpierw narzucający się, bezpośredni sposób stwierdzenia, czy 
[image: image439.wmf]N
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 jest, czy nie jest liczbą pierwszą. Sposób ten wciela w życie definicję liczby pierwszej - dosłownie.

a)
Algorytm sprawdzania, czy N (N>3) jest „l.p” tj.  liczbą pierwszą ... („wersja odruchowa”).
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Namysł: Jeśli 
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, to nie trzeba już sprawdzać podzielności przez liczby parzyste. ... Podobnie ... ... A zatem ...

b)
Algorytm sprawdzania, czy N (N>3) jest „l.p” ... (wersja po namyśle).
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Spostrzeżenie: 

Powyższy program dokonuje dwa razy mniej sprawdzeń ... ale ... też za dużo. Weźmy np. N=97. Jeśli 97 przez x; 
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 nie jest podzielne, to nie trzeba już rozpatrywać 
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, gdyż wtedy ... ewentualnie ... i tak by ... musiało być 97=xy ...  skąd 
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Dzięki temu spostrzeżeniu otrzymujemy:
 

c) Oszczędny algorytm sprawdzania, czy N (N>3) jest liczbą pierwszą:
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Narysuj schemat blokowy algorytmu wyliczającego wszystkie liczby pierwsze p 
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 jest dowolnie zadaną liczbą naturalną 
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[image: image450.wmf] Przykład 14   Obliczanie wartości funkcji 
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Nieprzemyślany, odruchowy algorytm obliczania wartości wielomianu 
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 w punkcie x ;   
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 mnożeń oraz n dodawań, 

czyli asymptotyczna złożoność czasowa (a zarazem arytmetyczna) jest rzędu 
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Tymczasem wystarczy - tak jak to zrobił Horner - zauważyć, że np. dla 
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a zatem obliczenia wykonywane w/g pomysłu Hornera wymagają n dodawań i n mnożeń. Zmniejsza się tedy ilość operacji bardzo znacznie, a zarazem zmniejsza się tym samym i błąd wyliczeń wynikający z „zaokrąglania” liczb niewymiernych.

Asymptotyczna złożoność czasowa algorytmu Hornera jest rzędu n. Jest to zatem z definicji program liniowy, tj. taki, którego złożoność jest rzędu liczby danych.

Rozpatrzmy szczegółowo, jak długość algorytmu Hornera rośnie wraz z ilością danych wejściowych
.
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Czytelnik zechce sobie narysować schemat blokowy algorytmu Hornera w jednej linii tak, aby zauważyć, że


a)
nie ma żadnych pętli,


b)
długość algorytmu jest proporcjonalna do ilości danych w rysunkowym sensie dosłownym.

Po tym doświadczeniu uzasadniającym przymiotnik „liniowy” ( - program liniowy), proponuję Czytelnikowi napisanie zwartego, rekurencyjnego programu do algorytmu Hornera.

Rozważany tu problem obliczania wartości wielomianu 
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 wyrazić można jako problem obliczenia iloczynu (tu skalarnego, a ogólnie ...) macierzy
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Macierz 
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 ma n liniowo niezależnych (modulo F)
 „kolumn”, stąd obliczenie wartości tego iloczynu wymaga n mnożeń i jest to najmniejsza liczba mnożeń. Liczba dodawań też wynosi n. Wnosimy stąd, że liniowy algorytm Hornera jest OPTYMALNY!
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Porównamy teraz trzy algorytmy sortowania listy 
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a)
Sortowanie poprzez wybieranie kolejnego elementu minimalnego.
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Podprogram „znajdź 
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, zrób to samo itd. ...), czyli cały algorytm sortowania poprzez wybieranie kolejnych elementów minimalnych wykonuje
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    operacji.

Oczywiście to właśnie ilość tych porównań rozstrzyga o rzędzie złożoności czasowej (asymptotycznej), która tu wynosi 
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)

2

n

n

f

=

. [Oznacza się też klasę funkcji proporcjonalnych do 
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b) Sortowanie metodą „bąbelkową”
 polega na porównywaniu sąsiednich elementów i przestawianiu ich jeśli są w „niewłaściwej” kolejności. Ciąg porządkujemy np. niemalejąco. I tak po pierwszym przeglądzie
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element największy (tu bąbel 
[image: image495.wmf]5

) zostanie przez algorytm „wypchnięty” na koniec ciągu („do góry”).

Następne przeglądy dołączą coraz mniejsze bąble i bąbelki. Oczywiście, każdy następny przegląd obejmuje już o jeden element mniej. Stąd maksymalna liczba porównań (rzadki to przypadek) wynosiłaby 
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Najczęściej jednak algorytm dużo wcześniej zakończy pracę i już przez to jest praktycznie lepszy od poprzedniego.

c) Sortowanie poprzez scalanie.

Metodę tą opisaliśmy szczegółowo w poprzednim zeszycie (MBM -23-, str. 34).

Złożoność czasową (asymptotyczną) z oczywistych względów jest łatwiej oszacować przyjmując długość listy n
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Łatwo będzie wtedy dzielić (p - pięter podziału) listę i łatwo obliczać liczbę scaleń. I tak na najniższym p-tym poziomie algorytm wykonuje 
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 porównań (
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Z „najwyższego” piętra p przechodzi algorytm do piętra p-1. Będzie teraz scalał pary. Wymaga to 
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 porównań. „Automat” potem będzie scalał czwórki. Wymaga to 
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 porównań, itd. Ostatecznie liczba porównań wynosi
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Z powyższego wnosimy, że (asymptotyczna) złożoność czasowa algorytmu sortowania poprzez scalanie jest rzędu
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Wniosek

Spośród trzech rozpatrzonych algorytmów sortowania, algorytm sortowania przez scalanie jest najbardziej wydajny.
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Narysuj schemat blokowy algorytmu sortowania „bąbelkowego”.
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a) Oznaczmy przez 
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)

n

r

 liczbę wszystkich porównań (
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) dokonywanych przez „algorytm sortowania via scalanie”. Zauważ, że r(n) spełnia następujące równanie różnicowe:
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Rozwiąż je.

b) Oto zbiór 
[image: image509.wmf] 
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 numerów, w byle jakim spisie. Itd. Właśnie podpowiadam Ci sposób na szybkie odnalezienie Twego, poszukiwanego numeru „x”. Jest tam przy nim zapisana wiadomość.

Opisz ten algorytm własnymi słowami. Narysuj jego schemat blokowy. Wykaż, że posiada on złożoność czasową rzędu 
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 ... czyli jest zdecydowanie lepszy od „byle jakiego” przeglądania po kolei, ... „jak leci”.

c) Wykaż, że algorytm „wieże Hanoi” ma złożoność 
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Wskazówka: Rozwiązanie znajdziesz w MBM -23-.

 podstaw za zmienną W: 





 podstaw za zmienną i: 





 podstaw za zmienną i: 





 podstaw za zmienną  W: 
































� R. Webster, A combinatorial Problem with a Fibonacci Solution, The Fibonacci Quarterly,  33 No 1 (1995), 26-31.


� Patrz: A. Sawin, Kвант, No 2 (1992), str. 32-35.


�  Z. Opial, Algebra wyższa, PWN, Warszawa 1967.


� ... a gdyby tak stopień a < stopień b ... ? ... wtedy dzielenie ... nie ma końca !  Np. 1:(1-x) = �\EMBED Equation ���= �\EMBED Equation ���   ... albo ... �\EMBED Equation ��� ; �\EMBED Equation ��� ; �\EMBED Equation ���.


� Hao Wang, Scientific American, Vol. 213 (1965), pp. 98-106; a także Romek, w Bajtek Nr 1, styczeń 1987, str. 30-31.


� depozyt�\EMBED Equation ���pozostawienie, złożenie, powierzenie, ...


� J.Kudrewicz: Fraktale i chaos, WNT, Warszawa 1993.


� j.w.


�R.L.Devaney: Chaos and Fractals; The Mathematics Behind the Computer Graphics, AMS Short Course Series, 1989.


�j.w.


� B. A. Trachtenbrot, Algorytmy i automatyczne rozwiązywanie zadań, PWN, Warszawa 1961.


� Zauważ, że  �\EMBED Equation ��� nie musi być rozłączne, chociaż wtedy chwilowo Ariadna może być w niebezpieczeństwie. Lepiej od razu to wykluczyć!


� B. A. Trachtenbrot. Stół do gry - patrz piwnica K-K-P.


� od fr. „plaquette” lub „fiszka” - od fr. „fiche”.


� B. A. Trachtenbrot.


� A.V. Aho, J. E. Hopcroft, J. D. Ullman, Projektowanie i analiza algorytmów komputerowych, PWN, Warszawa 1983.


� Dennie Van Tassel, Praktyka programowania, WNT, Warszawa 1978.


� Aho, Hopcroft, Ullman.


� F jest ciałem x�\SYMBOL 206 \f "Symbol"�F; patrz rozdz. 12 w Aho, Hopcroft, Ullman.


� B. Wojdyło, Wprowadzenie do informatyki z elementami metodologii programowania, Tutor, 


   Toruń 1994.


� A. K. Kwaśniewski, Algorytmy i iteracje - pierwsze intuicje - MBM -23-, Białystok 1996.


� B. Wojdyło.





\SYMBOL 151 \f "Times New Roman CE" 48 \SYMBOL 151 \f "Times New Roman CE"

[image: image520.wmf]F

F

0

1

0

1

=

=

,

[image: image521.wmf]º

[image: image522.wmf]albo

_1033809734

_1033809968

_1033810133

_1033810459

_1033810543

_1144664630

_1144734420

_1144734525.unknown

_1144664777

_1144665500

_1033810683

_1033810749

_1033810922

_1033810765

_1033810695

_1033810672

_1033810497

_1033810514

_1033810535

_1033810506

_1033810477

_1033810491

_1033810473

_1033810287

_1033810393

_1033810424

_1033810451

_1033810418

_1033810327

_1033810336

_1033810293

_1033810183

_1033810263

_1033810276

_1033810194

_1033810160

_1033810179

_1033810155

_1033810041

_1033810092

_1033810106

_1033810128

_1033810098

_1033810058

_1033810066

_1033810048

_1033810008

_1033810017

_1033810035

_1033810014

_1033809984

_1033809996

_1033810001

_1033809976

_1033809896

_1033809932

_1033809948

_1033809956

_1033809939

_1033809919

_1033809924

_1033809902

_1033809815

_1033809876

_1033809881

_1033809823

_1033809779

_1033809807

_1033809741

_1033809485

_1033809643

_1033809677

_1033809702

_1033809709

_1033809684

_1033809694

_1033809655

_1033809662

_1033809648

_1033809572

_1033809592

_1033809607

_1033809577

_1033809542

_1033809547

_1033809489

_1033809384

_1033809431

_1033809452

_1033809456

_1033809438

_1033809419

_1033809424

_1033809390

_1033809268.unknown

_1033809361

_1033809367

_1033809326

_1033809221

_1033809251

_1033809195

