Moc zbioru 

Georg Cantor, twórca teorii mnogości, określał moc zbioru jako pewne uporządkowanie. Moc zbioru określa wielkość danego zbioru, a zbiory mają tę samą moc, gdy mają tyle samo elementów. Określeniem mocy zbioru jest liczba kardynalna tego zbioru. Liczba kardynalna zbioru skończonego jest równa liczbie jego elementów.  Równość mocy zbiorów określamy jako równoliczność.                                                                                                Zbiory X  i Y nazywamy równolicznymi, jeśli istnieje funkcja różnowartościowa  f: X→Y   przekształcająca zbiór X  na Y.  Równoliczność zbiorów zapisujemy     X ~ Y.                                                           
Dla dowolnych zbiorów X, Y, Z, zachodzi: 

· X ~ X 

· X ~ Y ( Y ~ X 

· (X ~ Y) ⋀ (Y ~ Z) ( X ~ Z 

Zamiast mówić, że dane zbiory są równoliczne, można również mówić, że zbiory te są równej mocy lub że mają tę samą liczbę kardynalną. 

Posługując się pojęciem równoliczności można zdefiniować pojęcia zbiorów skończonego i nieskończonego.
Zbiór nieskończony to zbiór, który jest równoliczny z pewnym swoim właściwym podzbiorem. Liczbę kardynalną nazywamy nieskończoną, gdy jest mocą pewnego zbioru nieskończonego.
Zbiór skończony, to zbiór, który nie jest nieskończony. Moc zbioru skończonego wyraża się zawsze pewną nieujemną liczbą całkowitą. 

Twierdzenie Cantora 

Każdy zbiór  X  ma moc mniejszą niż zbiór wszystkich jego podzbiorów, czyli jego zbiór potęgowy   Ρ ( X )     to jest       
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Dowód:  Niech       f   będzie dowolną funkcją z danego zbioru A   w jego zbiór potęgowy Ρ ( A ) . Zdefiniujmy zbiór B   jako zbiór tych elementów zbioru A, które nie należą do swoich obrazów w tym przekształceniu:

[image: image2.png]B={rxcA:x¢ f(x)}.




Ha!  zbiór B  jest obrazem  żadnego elementu zbioru B  gdyż    x ( B (  x ( f (x )
- Jasne?  - Zbiór B, jako podzbiór zbioru A,  jest oczywiście elementem zbioru potęgowego:
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Tak zdefiniowany      

              zbiór    B    nie jest obrazem jakiegokolwiek elementu zbioru  B,
gdyż element taki należałby wówczas do swego obrazu – a zbiór B składa się z elementów, które nie należą do swych obrazów. Zbiór B  nie jest również  obrazem żadnego elementu dopełnienia [image: image4.png]A\ B



, bowiem taki element – jako nie należący do swego obrazu – winien należeć do B.

Ponieważ  zbiór B  ( Ρ ( A ) nie jest obrazem jakiegikolwiek elementu zbioru A  w odwzorowaniu f  :    A  (  Ρ ( A ),    to  funkcja   f    nie jest  „na” ,  nie jest  surjekcją  -  a tym samym nie jest  funkcją wzajemnie jednoznaczną.

A skoro nie istnieje bijekcja f  :    A  (  Ρ ( A),  to zbiór A nie jest równoliczny ze swoim zbiorem potęgowym Ρ ( A).   Jednocześnie Ρ ( A)   jest równoliczny ze swym podzbiorem właściwym. Istnieje bowiem iniekcja  g :  A  (  Ρ ( A),  
[image: image5.png]g:A>z— {z} € P(A).




Zatem moc zbioru A jest mniejsza niż jego zbioru potęgowego:

| A | < | P(A) |.
– czego należało dowieść.

Zauważmy, że powyższy dowód jest w istocie rozumowaniem przekątniowym.

-  z uwagi na postać wyrażenia x ( f (x ).  

Historia

Cantor podał podobny dowód w pracy Über eine elementare Frage der Mannigfaltigkeitslehre  (1890/91) .                                                                                                               

W tej samej pracy zastosował też metodę przekątniową dla dowodu nieprzeliczalności zbioru liczb rzeczywistych, którą wcześniej wykazywał innymi metodami.
 Dowód ów Cantor sformułował w terminach funkcji charakterystycznych zbioru, nie podzbiorów zbioru, jak się go formułuje obecnie. Wykazał w nim, że jeśli f jest funkcją w zbiorze X, której wartościami są dwuwartościowe multifunkcje na zbiorze X, to multifunkcja [image: image6.png]r—1-— f(x)(z)



    nie należy do zbioru wartości f.
Podobny dowód pojawił się w Principia Mathematica Whiteheada i Russella (1903, rozdział 348), gdzie pokazuje się, że  

form zdaniowych jest więcej niż obiektów.

 Russell przypisuje ideę dowodu Cantorowi.

Ernst Zermelo cytuje twierdzenie Cantora w pracy Untersuchungen über die Grundlagen der Mengenlehre I     (1908).

Around the Continuum Problem                                                  http://www.ltn.lv/~podnieks/gt2a.html
Rozumowanie przekątniowe

Rozumowanie przekątniowe to klasyczny przykład rozumowania w dowodzie nie wprost lub sprowadzenia ad absurdum.

Za jego pomocą można wykazać na przykład, że moc zbioru zbioru liczb rzeczywistych z przedziału [0,1] jest większa od mocy zbioru liczb naturalnych. Natychmiastowy wniosek z tego faktu podawany jest obrazowo: 

liczb rzeczywistych jest więcej niż liczb naturalnych.

Rozumowanie przekątniowe i jego modyfikacje ma jednak znacznie więcej zastosowań, zwykle do konstrukcji obiektów mających, lub nie, określone własności. Po raz pierwszy w dowodzie matematycznym rozumowania przekątniowego użył twórca teorii mnogości Georg Cantor.

Od tego czasu stosowane było ono wielokrotnie – w logice, topologii, teorii mnogości i wielu innych działach matematyki, często prowadząc prostą drogą do pięknych i zadziwiających wyników.
 Ogólnie ujmując,    metoda przekątniowa    jako metoda dowodzenia  polega na skonstruowaniu elementu, o którym wiemy, że nie należy do rozpatrywanego  zbioru,                                                                                                            dzięki czemu możemy wykazać, że pewne założenie o elementach owego zbioru jest nieprawdziwe:
 w przykładzie poniższym założeniem jest możliwość ponumerowania liczb rzeczywistych z przedziału [0,1]. 
Metoda przekątniowa jest narzędziem do konstruowania takich właśnie elementów.

Rozumowanie przebiega jak następuje: każda liczba rzeczywista [image: image7.png]


ma swoje rozwinięcie dziesiętne, skończone lub nie. Jeśli jest ono skończone, dopiszemy na jego końcu zera tak, by otrzymać rozwinięcie formalnie nieskończone.

Załóżmy, że możemy ponumerować wszystkie liczby rzeczywiste [image: image8.png]


liczbami naturalnymi, a następnie ustawić je jedna za drugą, na przykład w ten sposób:

1. 0,267888928717743... 

2. 0,271673820983098... 

3. 0,219212212222222... 

4. 0,342111334423422... 

5. 0,213421113344234... 

6. 0,954112122893457... 

7. 0,739208396716263... 

8. ... 

Pamiętajmy – założyliśmy, że powyższy ciąg zawiera wszystkie liczby rzeczywiste z przedziału [image: image9.png]


.

Skonstruujemy teraz liczbę rzeczywistą, która jednak w powyższym ciągu na pewno nie wystąpi. 
Mianowicie, owa liczba ma na k-tym miejscu po przecinku cyfrę o 1 większą niż ma na k-tym miejscu liczba stojąca w powyższym ciągu na miejscu k-tym, lub 0 jeżeli tą cyfrą była 9.

W naszym przykładzie wyglądałaby ona tak:

0,3802334... 

Na której pozycji w powyższym ciągu miałaby wystąpić tak skonstruowana liczba? Nie na pierwszej (różni się od pierwszej liczby pierwszą cyfrą), nie na drugiej (z tej samej przyczyny), nie na trzeciej, itd. Nie może ona wystąpić w powyższym ciągu na żadnej pozycji, a przecież ciąg ten z założenia zawierał wszystkie liczby z przedziału [0, 1]. Otrzymana sprzeczność pokazuje, że zbiory liczb naturalnych i rzeczywistych z przedziału [0, 1] nie są równoliczne.

Źródło: "http://pl.wikipedia.org/wiki/Twierdzenie_Cantora"

Multifunkcja




Rysunek przedstawia odwzorowanie wielowartościowe – elementowi 3 przyporządkowane są dwa elementy przeciw-dziedziny.

Multifunkcja (zwana także odwzorowaniem wielowartościowym) ze zbioru X w zbiór Y to – mówiąc intuicyjnie – odwzorowanie, przyporządkowanie, które każdemu elementowi zbioru X przyporządkowuje przynajmniej jeden element zbioru Y. Pojęcie to jest uogólnieniem pojęcia funkcji.

Definicja formalna

Multifunkcję ze zbioru X w zbiór Y można zdefiniować na przynajmniej dwa równoważne sposoby:

Sposób I  

jako relację w produkcie X  Y , której dziedziną jest cały zbiór X. 

Sposób II  

jako funkcję ze zbioru   X   w zbiór Ρ ( Y )     wszystkich niepustych podzbiorów zbioru  Y   :                      f  :    X  (  Ρ ( Y  ) .    
Przykładowo dla przestrzeni Rn:

Multifunkcja: [image: image11.png]Viea Jyer  flx)




     Niech          [image: image12.png]ACR"BCR"




Multifunkcją F nazywamy takie przekształcenie, które każdemu elementowi [image: image13.png]rc A



przypisuje niepusty zbiór [image: image14.png]flz)yc B



.  Ρ ( B ) jest zbiorem potęgowym.
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