Przykład 1.  przykłady na      dowód zwykły    wprost                  
                                    dowód zwykły    wprost                  

p ( q    ( (q ( (p                                    prawo kontrapozycji  [transpozycji]       
1.  p ( q  ( ( ( p ( (q)                         {Def.  (  oraz (( =id. }
2.  ( ( p ( (q)  ( ( p ( (( q                { prawo de Morgana}
3.  ( p ( (( q ( ((( q) ( ( p
4.  ((( q) ( ( p (  (q ( (p                  {Def.  (  oraz (( =id.}
       p ( q    ( (q ( (p                            {1. , 4.}
Tw.  Niech a, b, c będą dowolnymi liczbami rzeczywistymi . Wtedy   a>b ( a+c>b+c.
                                    dowód zwykły    wprost                  

a>b ( a+c>b+c

1.  a > b (  a-b > 0                                         
2.  a-b > 0 ( a+c-b-c>0 
3.  a+c-b-c>0 (  a + c-(b+c) > 0  
4.  a + c-(b+c) > 0 ( a+c > b+c    
 a>b ( a+c>b+c                        {1. , 4.}
Tw.   Niech 0 ( e,  x, y  będą  liczbami rzeczywistymi  dodatnimi. Wtedy  

   loge x ( y = loge x +  loge y ;  skrót :  loge = ln
                                             dowód zwykły    wprost                  

      loge x ( y = loge x +  loge y 
1.  loge x = y   (    ey = x                                        
2.  ax ( ay = ax+y  
3.  eln x = x  ,    eln y = y                       {z  1. }                               
4.  el[n x + ln y] = x ( y                               {z  3. , 2. }                               
 loge x ( y = loge x +  loge y              { 4. , 1. }
       p ( q ( q ( p                                                                             [tautologia]
                                    dowód  zwykły    wprost                  

1.   p ( q → q ( p          {Tw. łatwy dowód}          
2.   q ( p → p ( q          {Tw. jak w  1.}                    

      p ( q ( q ( p           {DE }

Przykład 2.   ponieważ  0 ( q  to  nie ma co  martwić się nieprawdą ; stąd zał.  zał., że prawdą są wszystkie przesłanki a   zatem udowadniany okres warunkowy stanie się  tautologią
dowód założeniowy   wprost
    (  p ( q ) ( ( q ( r )  ( ( p ( r )   prawo   sylogizmu              [tautologia]
1.  (  p ( q) ( (q ( r)          zał.

2.  p                                    zał.

3.  p ( q                             {OK : 1}

4.  q ( r                             {OK:  1}

5.  q                                    {RO:  3,2}

     r                                    {RO:  4,5}

Schemat odpowiadający  tautologii  sylogizmu               
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Komentarz:  

prawo sylogizmu oznacza cechę  przechodniości implikacji (jeżeli z jednego zdania wynika drugie i z drugiego trzecie, to z pierwszego wynika trzecie) ; okres warunkowy jest relacją porządku częściowego- adekwatnie do swego odpowiednika   (  w  L(I)
Przykład 3.  pomnij na prawo pustego spełniania:  0 ( q  ; nie ma co tedy martwić się nieprawdą; stąd zał.  zał., że prawdą są wszystkie  przesłanki  a  zatem udowadniany okres warunkowy stanie się  tautologią

    p ( q  (  ((p) = ((q} ;          
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Wykorzystamy          Prawo  reductio ad absurdum: 
( p ( q )  ( [ ( p ( (q) (  0]

skąd

((p(q) →( p→q) ( ((p(q) → p →q)  (   [ ([((p(q) → p] ( (q) (  0]                                                                         
pomnij na prawo pustego spełniania:  0 ( p  ; nie ma co tedy martwić się nieprawdą; stąd

w   (p(q ( p  możemy od razu przyjąć    ([(p(q]=1  a w wynikaniu  p(q możemy od razu przyjąć    ([p]=1  
Przykład 4.  pomnij na prawo pustego spełniania:  0 ( q  ; nie ma co tedy martwić się nieprawdą; stąd zał.  zał., że prawdą są wszystkie  przesłanki  a  zatem udowadniany okres warunkowy stanie się  tautologią

                                                                      dowód założeniowy  nie wprost
((p(q) →( p→q)                                                                              [tautologia]
1.  (p(q          zał.

2.   p              zał.

3.  (q             z.d.n.

4.  (p             {OA:  1,3}

     sprz.         {2,4}      

czyli  wykazano regułę wtórną :         
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Wykorzystamy znowu   Prawo  reductio ad absurdum: 

( p ( q )  ( [ ( p ( (q) (  0]

skąd

 ( p (q) ((q (  (p  ( [ ([( p (q) ((q]  ( p) (  0]

Przykład 5.  pomnij na prawo pustego spełniania:  0 ( q  ; nie ma co tedy martwić się nieprawdą; stąd zał.  zał., że prawdą są wszystkie  przesłanki  a  zatem udowadniany okres warunkowy stanie się  tautologią

                                                                         dowód założeniowy  nie  wprost
      (p→q) ( (q→ ( p                                                      [tautologia modus tollens]
1.   (p→q)( (q            zał.

2.   p                                  z.d.n.                
3.   p→q                     {OK: 1}

4.   (q                        {OK: 1}

5.     q                        {RO: 3,2}

      sprz.                    {4,5}
czyli  wykazano regułę wtórną :  
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 o nazwie   modus tollens
W kolejnym Przykładzie  posłużymy się tą  wtórną   regułą  „anty-odrywania”
Przykład 6.  pomnij na prawo pustego spełniania:  0 ( q  ; nie ma co tedy martwić się nieprawdą; stąd zał.  zał., że prawdą są wszystkie  przesłanki  a  zatem udowadniany okres warunkowy stanie się  tautologią

                                                                         dowód założeniowy  nie  wprost

      [(p→r) ( (q→r)] → ( p(q) → r                                                       [tautologia]
1.   (p→r) ( (q→r)       zał.

2.   p(q                       zał.
3.   ( r                                z.d.n.                
4.   p→r                      {OK: 1} 

5.   q→r                      {OK: 1} 

6.  (p                          {4. , 3.}

7.   q                           {OA: 2. , 5} 

8.   r                           {RO: 5. , 7.} 

     sprz.                      {7. , 3.}      

Przykład 7.  pomnij na prawo pustego spełniania:  0 ( q  ; nie ma co tedy martwić się nieprawdą; stąd zał.  zał., że prawdą są wszystkie !  przesłanki  a  zatem udowadniany okres warunkowy stanie się  tautologią

                                                    dowód założeniowy  wprost                           [ z rozgałęzieniem  2.1  i 2.2  w  2.]

      [(p→r) ( (q→r)] → ( p(q) → r                                                       [tautologia]
1.     (p→r)( (q→r)        zał.

2.     p(q                        zał.
2.1.   p                                    z. dod.                
3.      p→r                      {OK: 1} 

4.      q→r                      {OK: 1} 

5.       r                            {RO:  3,2.1}

2.2.   q                                    z. dod.                
6.       r                            {RO:  4,2.2} 

         p(q → r                {2.2.  →   5. , 6.}

czyli  wykazano regułę wtórną :  
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   zwaną prawem dodawania poprzedników.

patrz:   [4] str 33,   [5] str. 53

prawdziwe jest również twierdzenie odwrotne

Przykład 8.  pomnij na prawo pustego spełniania:  0 ( q  ; nie ma co tedy martwić się nieprawdą; stąd zał.  zał., że prawdą są wszystkie !  przesłanki  a  zatem udowadniany okres warunkowy stanie się  tautologią

                                                                                                                             dowód założeniowy  wprost                                      

[( p(q) → r] →  (p→r)( (q→r)                                                               [tautologia]                                      
1.       ( p(q) → r              zał.

1.1.     p                                    z. dod.                
1.2.    p(q                        {DA: 1.1} 

1.3.    r                            {RO: 1, 1.2} 

2.        p→r                       { 1.1. → 1.3.}           patrz:   Przykład 3.
2.1.    q                                     z. dod.                
2.2.    p(q                         {DA: 2.1} 

2.3.    r                            {RO: 1, 2.2} 

3.        q→r                       {2.1.  →  2.3.}          patrz:   Przykład 3.
         (p→r)( (q→r)         {DK: 2., 3.}      

Wynikiem  przykładów powyżej jest  tautologia  (p→r)( (q→r)  (  ( p(q) → r   zwana prawem dodawania poprzedników;          patrz:   [4] str 33,   [5] str. 53

Przykład 9.                                             założeniowy dowód      wprost                  
(p ( q    ( ( q ( p                                    

a]     ((p ( q)  ( ( q ( p                                    

1.  (p ( q                          {zał.}
2.  (q                                 {zał.}
3.  (p                                 {zał.}
4.   q                                  {RO: 1. , 3.}
      sprz.                             {2. , 4.}
uwaga

przez podstawienie:   p / (p    do    (p ( q    ( (q ( p
otrzymamy [Przykład 1.]   prawo kontrapozycji  [transpozycji]       p ( q    ( ( q ( (p.

b]  ćw.   [( q ( p]  ( (p ( q    
Przykład 10.                                        zwykły dowód      nie     wprost                  
( [p ( (p]                           Ἀριστοτέλης,  384-322  ;       prawo sprzeczności
1.    p ( (p            z.d.n.
2.  p                    { OK: 1. }
3.  (p                  { OK: 1. }
 sprz.                  {  2. , 3. }

Przykład 11.                                          zwykły dowód    nie     wprost                  
p((p           Ἀριστοτέλης,  384-322;   tertium non datur, prawo wyłączonego środka
1.     ([ p ( (p]           z.d.n.
2.   (p( p                  { prawo de Morgana oraz (( =id. }
3.   (p                       { OK: 2.}
4.      p                      { OK: 2.}
        sprz.                 {  3. , 4.}

Przykład 12.  pomnij na prawo pustego spełniania:  0 ( q  ; nie ma co tedy martwić się nieprawdą; stąd zał.  zał., że prawdą są wszystkie !  przesłanki  a  zatem udowadniany okres warunkowy stanie się  tautologią

Wykażemy prawo tzw. eksportacji;  [4] str 33.    
                                                                   dowód założeniowy  wprost                                      

[( p(q) → r] →  [ p→ (q→r) ]                                     [tautologia - prawo eksportacji]                                      
1.       ( p(q) → r             zał.

2.       p                                  zał.               
3.        q                          zał.   

4.      p(q                       { DK:  2. , 3.} 

             r                          { RO: 1., 4.}

Przykład 13.  pomnij na prawo pustego spełniania:  0 ( q  ; nie ma co tedy martwić się nieprawdą; stąd zał.  zał., że prawdą są wszystkie !  przesłanki  a  zatem udowadniany okres warunkowy stanie się  tautologią

Wykażemy prawo tzw. importacji;  [4] str 33.    
                                                           dowód założeniowy  wprost                                      

[ p→ (q→r) ] → [( p(q) → r]                                      [tautologia - prawo importacji]                                      
1.     p→ (q→r)             zał.

2.     p                                  zał.               
3.     q                          zał.   

4.     q→r                     { RO:  1., 2. } 

5.       r                          { RO: 4., 3. }

6.     p ( q                     {DK:  2., 3. }
      ( p ( q) → r             {6. ( 5. }                          patrz:   Przykład 3. 
Przykład 14.  

                   Wykażemy prawo użyte jako definicja  w do podstawiania w aksjomatyce Łukaszewicza    
dowód założeniowy  wprost                                      

       p ( q  (  ([ (p → q)  → (( q → p) ]                                      [tautologia ]                                      

1.      p ( q                                           zał.  
2.      p → q                                         { OE:  1. }              .
3.      q → p                                         { OE:  1. }            .
         ([ (p → q)  → (( q → p) ]          { → 2. , 3.}                        

ćw. sprawdź skróconą metodą zerojedynkową 

Przykład 15.  

                   Wykażemy prawo użyte jako definicja  w do podstawiania w aksjomatyce Łukaszewicza    
       p ( q  (  ([ (p → q)  → (( q → p) ]                                      [tautologia ]                                      

wykażemy  wzajemne wynikania

       p ( q  (  ([ (p → q)  → (( q → p) ]                                      
                                                                                                                  dowód założeniowy nie   wprost                                      

1.      p ( q                                      zał.

2.     (p → q)  → (( q → p)                  z.d.n.               
3.      p → q                                    { OE: 1. }               

4.      q → p                                    { OE: 1. }
5.        (( q → p)                              { RO: 2., 3. }

         sprz.                                     { 3. ,  5. }                        
a dalej?    dalej   dowód założeniowy  wprost                                      

([ (p → q)  → (( q → p) ]   (   p ( q                                        
1.     ([ (p → q)  → (( q → p) ]             zał.

2.     (p → q)  ( ((( q → p)                       { NI: 1. }                               
3.     (p → q)  ( ( q → p)                             { ON: 2. }                               
3.      p → q                                         { OK: 3. }               

4.      q → p                                         { OK: 3. }
         p ( q                                          { DE: 3., 4. }

wykorzystano regułę wtórną:
                                            Prawo negowania implikacji:  NI
           
                        ¬(p ( q) ≡ (p ( ¬q)
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