Liczby Stirlinga II rodzaju - definicja
i wtasnosci

Liczby Stirlinga II rodzaju oznaczane symbolem S(n, k) lub {Z} mozna

definiowaé jako wspotczynniki w rozwinigciu

x":i{Z}xk, n=0 (1)

k=0
gdzie
=z —-1)... (z—n+1), n>1
¥ =1 (2)

Zostaly one wprowadzone (razem z liczbami Stirlinga I rodzaju) przez
Jamesa Stirlinga w dziele "Methodus Differentialis” wydanym w Londynie w
roku 1730.

Definicja i interpretacje kombinatoryczne

Definicja 1. {E} jest rowne liczbie k- blokowych partycji zbioru n- ele-
mentowego. (Przypomnijmy, Ze partycjq zbioru nazywamy rodzine jego nie-

pustych, parami rozlgeznych podzbiorow, ktore w sumie dajg caly zbidr)

Na przyktad {g} = 7 poniewaz zbiér {1, 2, 3,4} mozemy podzieli¢ na dwa
bloki nastepujaco:
{2343} {12034, (s qn 24, {4 sy,
{{1,2},{3,4}}, {{1,3}. {2,4}}, {{1.4},{2,3}}.

UWAGA: llekroé¢ ponizej bedzie mowa o przypisywaniu ludzi do stolikow
lub do pokoi, to przyjmujemy, ze:

— osoby sg rozroéznialne;

— pokoje sa rozréznialne, np. ponumerowane;
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— stoliki sg nierozréznialne (identyczne).

Obserwacja 1. Liczba rozmieszczen n réznych przedmiotéw (np. kulek,
kazda innego koloru) do m identycznych pudetek, gdy zajetych jest doktadnie
k pudetek rowna sie {Z}, (m>=k, n>k).

Podobnie : n 0s6b mozemy rozsadzi¢ przy doktadnie k stolikach na {Z}
sposobdw, jesli przy stoliku moze siedzie¢ nieograniczona liczba oséb i sposob
ich usadzenia przy danym stoliku nie ma znaczenia.

Wyjasnienie: przeprowadz nast¢pujace przyporzadkowanie:
- elementy zbioru — przedmioty (osoby);

- bloki podzialu — pudelka (stoliki);
skorzystaj z zasady bijekcji i Definicji 1.

Obserwacja 2. Liczba sposobow ulokowania n os6b w m pokojach, gdy w
kazdym z pokoi jest co najmniej jedna osoba jest rowna m/! {Z} (dzielimy
osoby na m grup, a nastepnie grupy przyporzadkowujemy w sposoéb ”1-1"do
pokoi)

Liczba sposobow ulokowania n os6b w doktadnie £ sposrod m pokoi jest

WaHEH!

Latwo policzy¢, ze liczba wszystkich rozmieszczen n osob w m pokojach

réwna

jest rowna m™. Z drugiej strony mozemy policzy¢ te rozmieszczenia sumujac
prawg strone (3) po k =0,1,2,...,n. Otrzymujemy wiec:
£ (1}
k=0
czyli réwnanie (1) dla m € N . Obie jego strony to wielomiany stopnia n
rowne dla wszystkich liczb m € N, a zatem takze dla x € R.
Z powyzszego rozumowania wynika, ze rownanie (1) i Definicja 1 sa sobie

rownowazne.



Obserwacja 3. Liczba stow dtugosci n ztozonych z doktadnie k réznych liter
wybranych z m- znakowego alfabetu rowna sie mE{Z}
Wyjasnienie: przeprowadz nastepujace przyporzadkowanie:
- ludzie — litery w stowie;
- pokoje — znaki alfabetu;

skorzystaj z zasady bijekcji i rownania (3).

Obserwacja 4. Niech A, B beda zbiorami skoniczonymi takimi, ze |A| =
n, |B] = m, (n > m). Liczba suriekcji f : A — B réwna sig m!{:l}.
Wyjasnienie: przeprowadz nastepujace przyporzadkowanie:

- ludzie — elementy zbioru A;

- pokoje — elementy zbioru B;

skorzystaj z zasady bijekcji i Obserwacji 2.

Obserwacja 5. Liczba bedaca iloczynem n réznych liczb pierwszych moze
by¢ przedstawiona w postaci iloczynu k réznych czynnikéw (niekoniecznie
bedacych liczbami pierwszymi) na {Z} sposobow.

Wyjasnienie: 77777

Obserwacja 6. W kryptografii i kryptoanalizie klasyfikuje sie stowa wg
ich tzw. ciaggoéw modelowych. Polega to na tym, ze litery slowa czytane
od lewej do prawej sa kodowane liczbami 1,2,3, ...., np.: stowo KOMBINA-
TORYKA bedzie kodowane ciggiem 1,2,3,4,5,6,7,8,2,9,10,1,7, a stowo
MATEMATYKA ciagiem 1,2,3,4,1,2,3,5,6,2. Liczba ciagéw modelowych
odpowiadajacych stowom n -literowym (czyli dtugosci n) sktadajacym sie z
k réznych liter jest réwna {Z}
Wskazowka do wyjasnienia: powtarzajace sie litery wktadamy do pudetka z
liczba.

Niech strofa (zwrotka) wiersza sktada sie z n werséw. Mozemy podzieli¢
zbior jej wersOw na klasy w ten sposob, ze w jednej klasie sg wszystkie wersy,

ktére rymuja si¢ ze soba. Liczba takich n-wersowych strof, w ktorych mamy



k réznych rymowan si¢ wersoOw jest rowna {Z}

Obserwacja 7. Rozwazmy permutacje n liczb. Kazda permutacja moze by¢
przedstawiona w postaci iloczynu roztacznych cykli. Wezmy tylko te permu-
tacje, ktorych cykle (a konkretnie elementy tych cykli) sa uporzadkowane
w pewien konkretny sposob, np. w porzadku rosnacym. Permutacji n liczb

spetiajacych te wlasnos¢ i rozktadajacych sie na k cykli jest {Z}

Rekurencja

Rozwazmy usadzenia (n+1) oséb dookota k stolikow (tak, by przy kazdym
ze stolikow siedziala co najmniej jedna osoba). Wyr6znijmy jedna osobe, np.
ostatnia.

Moze ona siedzie¢ przy stoliku sama. Wtedy pozostate n oséb bedzie

n

1 } Sposobow.

siedzie¢ przy (k — 1) stolikach (wszystkie zajete) na {

Alternatywna mozliwo$¢ polega na tym, ze wyrdzniona osoba dosiada
sie do ktorego$ z k stolikow zajetych juz przez pozostale n osdb na {Z}
sposobow.

Stosujac zasady: mnozenia i dodawania, mamy, ze
(=G e i) ®
k) k-1 k
Powyzsze rownanie rekurencyjne, wraz z warunkami brzegowymi:

n n 0
{n} =1 {0} = Ono; {k} = o

stanowi definicje ciggu liczb Stirlinga I rodzaju i umozliwia wypisanie tabl-

icy ich wartosci.

Cwiczenie: Korzystajac ze wzoru (5) sporzadz tablice wartosci liczb Stir-

linga II rodzaju dlan, k =0,1,2,3,4,5,6,7,8.



Wzory

Obserwacja 8. Usadzamy n oséb przy k stolikach tak, by przy kazdym
ze stolikow siedziata co najmniej jedna osoba. Mozemy to zrobi¢ na {Z}

sposobéw. Postepujemy w nastepujacy sposob:
(1) ustawiamy wszystkie osoby w przypadkowej kolejnosci;

(2) pierwsze r1 0sob siada przy pierwszym stoliku, kolejne ry osoby - przy

drugim , itd. do momentu az ostatnie r; oséb sigdzie przy k-tym stoliku.

Wszystkich ustawien n osob jest n!. Nie liczy sie kolejnos¢ osob siedzacych
przy tym samym stoliku (dzielimy wiec n! przez rilrsl...r!) oraz nie liczy
sie kolejnosé¢ (uporzadkowanie, numerowanie) stolikow, gdyz zalozyliémy na
poczatku, ze stoliki sa identyczne (dzielmy wiec jeszcze przez k!). Liczby os6b
przy poszczegblnych stolikach, czyli ciag ry, 79, ..., 7%, wybieramy w dowolny

sposob byleby byty spetnione warunki:
rm+ro+..+rp=n r=1 1=12 ..k,

stad mamy, ze

(IR - o

rrdrat e, T rilrgl. vl k!
Obserwacja 9. Zalozmy, ze przy usadzeniach opisanych wyzej przy a sto-
likach siedzi po jednej osobie, przy b stolikach- po dwie, przy c stolikach - po
trzy, itd. W réownaniu (6) sktadnikéw odpowiadajacych takiej sytuacji jest
E!/(alblel...). Wstawiajac do (6) mamy:

n n! k!
{k} =2 (1e(20(3N)e. k! alblel...”

gzie sumowanie przebiega po wszystkich catkowitych liczbach a,b,c,... > 0
takich, ze
a+b+c+..=k a+2b+3c+..=n.



Otrzymujemy wiec nastepujacy wzor:

n n!
{k:} - 2 A e (M)

a+b+c+...=k, a,b,c,...
a+2b+3c+...=n

Obserwacja 10. Rozwazmy inny niz wyzej algorytm rozsadzenia n oséb
dookota k stolikéw (kazdy stolik ma by¢ zajety). Ustawmy wszystkie osoby
w pewnym okreslonym porzadku, np. w porzadku alfabetycznym.

Pierwsza osobe sadzamy przy pierwszym z brzegu, wolnym stoliku. Kole-
jne a; 0s6b (0 < a; < m — k) usadzamy przy tym samym stoliku (na 1%
Sposobow).

Osobe (a1 + 2)-ga sadzamy przy pierwszym z brzegu, wolnym stoliku.
Kolejne ay 0séb (0 < ay < n — k) usadzamy w dowolny sposéb przy dwdoch
zajetych juz stolikach (mozna to zrobi¢ na 2% sposobéw).

Osoba (aj + as + 3)-cia siada przy pierwszym z brzegu, wolnym stoliku, a
kolejne ag 0séb - przy trzech zajetych uprzednio stolikach (na 3% sposobéw),
itd.

W ten sposéb przy kazdym ze stolikow usigdzie co najmniej jedna osoba
(beda to : 1,a1 +2,a1 + ag + 3,a1 + ag + ag + 4, ...). Liczby ay, ag, ...,ap >0

wybieramy tak, by spelnialy warunek
ap+as+..+a,=n—k.

Otrzymujemy zatem nastepujacy wzor

{Z} — Y 1m2e3m g, (8)

aj +a2+m+ak:n—k
ay,a9,..., ap =0

Obserwacja 11. Jezeli n > k, to (8) mozemy zapisa¢ w postaci :
{ k} — Z 110983...1). 9)
1< <. .<ip— <k
Dlaczego? Kazdy sktadnik 112%23% .. k% sktada sie z a1 +as+...+ar =n—k
czynnikéw (liczb ze zbioru 1,2, 3, ..., k). Zastepujemy kazdy z czynnikéw przez

i, 7=1,2,3,...,n—k, przy czym wartosci i; moga si¢ powtarzac.
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Obserwacja 12. Rozmieszczamy n oséb w m pokojach tak, by zaden z pokoi
nie pozostal pusty. Wiemy z Obserwacji 2, ze mozemy to zrobi¢ na m! {:1}
sposobow. Obliczymy ten wynik w inny sposob.

Liczba dowolnych rozmieszczen n osob w m pokojach jest rowna m™, ale
znajda sie w tej liczbie rozmieszczenia z pewnymi pokojami pustymi. Musimy
wie¢ odjaé te rozmieszczenia, w ktérych i-ty pokdj jest pusty (i = 1,2, ...,m).
Jest ich (T) (m—1)". Ale odjelismy w ten sposéb dwukrotnie rozmieszczenia,
w ktérych np. pokoje i-ty i j-ty sa puste (i,5 = 1,2,...,m, i # j). Musimy
wiec skorygowaé swoje obliczenia dodajac wszystkie rozmieszczenia w ktérych
oba pokoje sa puste, a jest ich (?)(m — 2)" przy dowolnym wyborze liczb

1, j. Postepujac dalej zgodnie z zasada wlaczen i wylgczen mamy, ze

m! {Z} — (?) (m—1)"+ (”;) (m—2)" + oo (—1)" (Z) (m —m)".

Upraszczajac otrzymujemy kolejny wzér na liczby Stirlinga II rodzaju:

(1= e () =S o

r = ri(m —r)!
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