Liczby Stirlinga I rodzaju - definicja i
wtasnosci

Liczby Stirlinga I rodzaju oznaczane symbolem s(n, k) mozna definiowaé

jako wspotezynniki w rozwinieciu

n

2 =>"s(n, k)" | n >0 (1)
k=0
gdzie
E=pr—1).. . (r—n+1), n>1
2 =1 (2)

Zostaly one wprowadzone (razem z liczbami Stirlinga II rodzaju) przez
Jamesa Stirlinga w dziele ”Methodus Differentialis” wydanym w Londynie w
roku 1730.

Definicja i interpretacje kombinatoryczne
Latwo zauwazy¢, ze liczby s(n, k) moga byé¢ ujemne. Stad interpretacje

kombinatoryczna posiadaja liczby:

] = Istu,
oznaczane tez symbolem c(n, k) ([Z} czytamy: ” na k cykli n”).

Definicja 1. [ﬂ jest rowne liczbie k- cyklowych permutacyi zbioru n- ele-

mentowego.

Na przyktad [;] = 11 poniewaz mamy nastepujace permutacje dwucyk-
lowe zbioru {1,2,3,4}:
[12][34]; [13][24]; [14][23];
[1][234]; [1][243]); [2][134]; [2][143]; [3][124]; [3][142]; [4][123]; [4][132].



Obserwacja 1. Liczba sposobéw podziatu n obiektéw na k niepustych,
roztacznych blokow z cyklicznym uporzadkowaniem elementow na kazdym

bloku réowna sie {Z}

Obserwacja 2. Podobnie : n os6b mozemy rozsadzi¢ przy dokladnie k
okragtych stolikach na [ﬂ sposobdw, jesli przy stoliku moze siedzie¢ nieograni-
czona liczba 0s6b 1 liczy sie sposob ich usadzenia przy danym stoliku (czyli
to, kto obok kogo siedzi).

Wyjasnienie: przeprowadz nastepujace przyporzadkowanie:

- elementy zbioru — osoby;

- cykle permutacji — stoliki;

skorzystaj z zasady bijekcji i Definicji 1.

Teraz ujednolicimy definicje liczb [Z} oraz {Z}
Mamy prostakatne stoliki ustawione w rzedzie. Sadzamy przy nich osoby
tak, ze wszystkie siedza po tej samej stronie wszystkich stoléow (czyli tworza
"siedzacy” szereg). Wtedy:

(D1) {Z} to liczba rozsadzen n oséb przy k stolikach (przy kazdym stoliku
co najmniej jedna osoba) takich, ze przy lewym konicu stolika (z perspektywy
siedzacych) siedzi najstarsza sposrdéd osob przy tym stoliku, a pozostate os-
oby siedzg w dowolnej kolejnosci po jej prawej stronie.

(D2) {Z} to liczba rozsadzen n oséb przy k stolikach (przy kazdym sto-
liku co najmniej jedna osoba) takich, ze osoby przy kazdym stoliku siedza

w kolejnosci od najstarszej (przy lewym konicu stolika) do najmtodszej (przy

prawym koricu).

Obserwacja 3. Udowodnimy teraz, ze

o 1]
gdzie
m"=m(m+1)(m+2)...(m+n—1). (4)

2



Zal6zmy, ze po jednej stronie korytarza mamy m pokoi (ponumerowanych).
Rozmieszczamy w nich n oséb (niektére pokoje moga pozostaé puste) i usta-
wiamy w szeregu (od lewego konca pierwszego pokoju do prawego korica
ostatniego pokoju). Wazne jest wiec, do ktérego pokoju trafia dana osoba
oraz to, ktéra jest w tym pokoju (tzn. na jakiej pozycji od lewej do prawej).
Latwo zauwazy¢, ze takich rozmieszczen oso6b w pokojach jest m™.

Policzmy powyzsze rozmieszczenia w inny sposob. Zalézmy, ze mamy
k prostokatnych stolikéw (k = 0,1,2,...,n). Rozsadzamy przy nich n oséb

w spos6b opisany w definicji (D1). Mozemy to zrobi¢ na [ﬂ Sposobéw.

Teraz stoliki wstawiamy do wspomnianych pokoi w dowolny sposéb na m*
sposobow. Jesli w pokoju znajdzie sie wiecej niz jeden stolik, to ustawiamy
stoliki wedlug malejacego (od lewej do prawej) wieku najstarszych oséb przy
kazdym stoliku. Korzystajac z zasady mnozenia i sumujac powyzsze sytuacje

ze wzgledu na k = 0,1, 2, ..., n otrzymujemy:

k=0
czyli réwnosé (3) dla m € N. Obie jego strony to wielomiany stopnia n réwne

dla wszystkich liczb m € N, a zatem takze dla x € R. Mamy wiec

7 n
=y
k=0

o reR. (5)

n
k

Korzystajac z wtasnosci

mamy, ze

zk.

" n
(=3[
k=0
Po pomnozeniu obydwu stron powyzszego réwnania przez (—1)" i zamianie

—2x na r otrzymujemy nastepujacg réwnosc

n

g =" (=1)"t*

k=0

n

k

zk.




Poréwnujac powyzsze z réwnaniem (1) dostajemy wzor:

s(n, k) = (=1)"*k

o= o) ®

Rekurencja

Rozwazmy usadzenia (n + 1) oséb przy k stolikach (tak, by przy kazdym
ze stolikéw siedziata co najmniej jedna osoba) w sposob opisany w definicji
(D1).

Wyréznijmy najmtodsza osobe. Moze ona siedzie¢ przy stoliku sama.
Wtedy pozostate n oséb (starszych od niej) bedzie siedzie¢ przy (k — 1)
stolikach na [kfl] sposobow.

Alternatywna mozliwosé¢ polega na tym, ze n najstarszych oséb siada przy
k stolikach (jak w (D1)) na {Z} sposob6w, a osoba najmlodsza dosiada sie
do ktoregos ze stolikéw zjmujgc miejsce po prawej stronie ktorejkolwiek ze
starszych os6b, czyli ma do wyboru n miejsc.

Korzystajac z powyzszego i zasady dodawania otrzymujemy réwnanie

rekurencyjne dla liczb {Z]

RN

Z réwnania (6) 1 powyzszego otrzymujemy rekurencje dla liczb Stirlinga
I rodzaju:

s(in+1,k) =s(n,k —1) — ns(n, k) (7)
Powyzsze rownanie rekurencyjne, wraz z warunkami brzegowymi:

0

s =[" =1 st =" ;

o O] = 0no, (0,k)= {

:| - 50,k7

stanowi definicje ciggu liczb Stirlinga I rodzaju i umozliwia wypisanie tablicy
ich wartosci.
Cwiczenie

Wypisz wartosci liczb s(n, k) oraz {Z] dlan,k=0,1,2,3,4,5.



Wzory

Obserwacja 4. Ponizszy wzor na liczby Stirlinga II rodzaju:
— o 8)
{k’ rrtrotoren, ms1 T2l gl
wyraza tez liczbe rozsadzen n oséb przy k stolikach wedlug reguty (D2).
Jezeli przy stoliku siedzi r 0s6b to zgodnie z reguta (D1) mozna je usadzié
na (r — 1)! sposobéw. Zatem z (8) i (D1) otrzymujemy
n} n!
= ——— (= D =D (e — 1)
{k r1+r2+...+zrk=n, ri1 rilral. k!
czyli
= e 9)
[k: rrtrat o rien, ris1 T172.- k!
Obserwacja 5. Podobnie jak wyzej, ze wzoru

n n!
{k:} - 2 A e (10)

a+b+c+...=k, a,b,c,..
a+2b+3c+...=n

otrzymujemy

n n!
= . 11
[/J tbie 2 102b3¢...alblcl... (11)

+...=k, a,b,c,...20
a+2b+3c+...=n

Obserwacja 6. Ustawmy n osob w kolejnosci od najstarszej do najmtodszej
i rozsadzmy je przy k stolikach zgodnie z reguta (D1). Pierwsza osoba siada
przy wolnym stoliku. i-ta osoba (i = 2,3, ..., n) moze usia$¢ po prawej stronie
kazdej z (¢ — 1) poprzednich oséb przy juz zajetych stolikach (na (i — 1)
sposob6w) albo usia$¢ przy nowym stoliku (stajac sie najstarsza osoba przy
tym stoliku) na 1 sposéb (bo stoliki sa identyczne). Jezeli mamy £ stolikéw to
niech osoby 1, 41, is, ..., 1x_1 beda najstarszymi przy swoich stolikach. Wowczas
n (n—1)!
M: 2 (h—D(a—1).. (i —1)

2<11 <2< <1 <N
(n—1)!

- ¥

1<w <wa<...<wy_1<n—1 W1W2 - .. Wg—1

(12)



Wszystkie osoby moga usia$é przy jednym stoliku na (n—1)!'=1-2-...-
(n—1) sposobow, przy czym druga (w kolejnosci wieku) osoba siada na jeden
sposéb, trzecia - na 2, czwarta - na 3 itd. , i-ta osoba ma do wyboru (i — 1)
miejsc. Jedli jednak i-ta osoba wybiera nowy stolik to z wyrazenia (n — 1)!
"wypada” czynnik (i — 1), bo ma ona do wyboru tylko jedno miejsce przy
nowym stole. Stad dzielenie przez odpowiednie czynniki we wzorze (12).

Jesli n > k, to wzér (12) mozna zapisaé¢ w postaci

[n] = > V1Vg . . . Up k. (13)

k 1< <v2<...<vp—p<n—1
Powyzszy wzér mozemy otrzymac korzystajac z réwnania (5). Nalezy rozwinaé
(wymnozy¢) lewa strone wzoru i poréwnaé wspétezynniki przy odpowiednich

potegach x po jego prawej i lewej stronie.

Wzory inwersyjne dla liczb {Z} oraz s(n, k)
Przypomnijmy wzory definiujace liczby Stirlinga I i II rodzaju:

x":i{n}xk ) n>0 (14)

im0 Lk
2 =>"s(n, k)", n >0 (15)
k=0

Wstawiajac (15) do prawej strony (14) (i odwrotnie) oraz poréwnujac odpowied-
nie wspotezynniki przy potegach x otrzymamy tzw. wzory inwersyjne. Mamy

wiec:

T AT T AR

=0 1=0 Lk=l

S (oo (] o



Podobnie

T = kf:os(n, k) = g:os(n, k)lzk(:){];}xl: lf% Lf:ls(n, k) {I;H t,
e g:ls(n, k) {’;} — é(—w—k m {’;} = . (17)
Zroédto: _ _
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