Liczby Bella

Definicja 1. Niech B, bedzie rowne liczbie wszystkich partycji zbioru n-
elementowego. (Przypomnijmy, Ze partycjq zbioru mazywamy rodzine jego
niepustych, parami rozlgcznych podzbioréw, ktére w sumie dajg caly zbior).
Korzystajgc z interpretacyi kombinatorycznej liczb Stirlinga II rodzaju {Z}

mamy, ze

n-${7)

k=0
przy zaltoZeniu, Ze By = 1 (zbidr pusty posiada dokladnie jedng partycje).
Cigg { Bn}, 5, nazywamy ciagiem liczb Bella (lub ciggiem liczb eksponenc-
jalnych,).

Uwaga: Ilekro¢ ponizej bedzie mowa o przypisywaniu ludzi do stolikéw lub

do pokoi, to przyjmujemy, ze:
— osoby sg rozroéznialne;
— stoliki sg nierozréznialne (identyczne).

Obserwacja 1. Korzystajac ze znanych juz interpretacji kombinatorycznych
liczb {Z} mozna udowodni¢ nastepujace interpretacje kombinatoryczne

liczb Bella:

(1) B, - liczba rozmieszczen n réznych obiektow w co najwyzej n identy-

cznych pudetkach.

(2) B, - liczba usadzen n 0s6b dookota co najwyzej n stolikéw (gdy niewazny

jest sposéb usadzenia os6b przy stoliku).

(3) Liczba naturalna bedaca iloczynem n réznych liczb pierwszych moze

by¢ przedstawiona w postaci iloczynu réznych czynnikow na B,, sposobow.



(4) B, - liczba ciggéw modelowych dla stéw dlugosci n.
(5) B, - liczba réznych schematéw rymowych w strofie n-wersowej.

(6) B, - liczba permutacji zbioru {1, 2, ...,n} z okreslonym porzadkiem na

wszystkich cyklach.

(7) Wiadomo, ze relacja rownowaznosci dzieli zbiér, na ktérym jest okreslona
na roztaczne i niepuste klasy abstrakcji. Wynika stad i z Definicji 1, ze

B,, - liczba relacji rownowazno$ci na zbiorze n-elementowym.

(8) o- ciatem nad zbiorem skoficzonym A nazywamy rodzine podzbiorow
A zamknietyg ze wzgledu na sumy przeliczalne i dopelnienia zbioréw.
Kazda partycja zbioru generuje o-cialo (bierzemy wszystkie sumy i
dopetnienia blokéw partycji). Z kolei kazdemu o-ciatu odpowiada doktad-
nie jedna partycja zbioru A. Jej bloki otrzymujemy biorac dla kazdego
a € A najmniejszy podzbiér zawierajacy a i nalezacy do o-ciala (otrzy-
mane zbiory beda roztaczne). Z powyzszego wynika, ze liczba réznych
o-ciat nad zbiorem o n elementach jest rowna liczbie wszystkich party-

cji tego zbioru, czyli B,.

Rekurencja

Rozwazmy usadzenia (n + 1) os6b dookota co najwyzej (n + 1) stolikéw
(niektore stoliki moga by¢ puste). Wyrdznijmy jedng osobe, np. ostatnia.

Moze ona siedzie¢ przy stoliku z r innymi osobami (r = 0,1,2,...,n),
ktore mozna wybrac na (ﬁ) sposobdéw sposrod innych oséb. Wtedy pozostate
(n — r) 0s6b moze usia$é przy co najwyzej n stolikach na B, _, sposob6w.
Stosujac zasady: mnozenia i dodawania, mamy, ze

Bun=Y (”) By, =3 (”) B, @)

r=0 s=0
Powyzsze réwnanie rekurencyjne, wraz z warunkiem brzegowym: By = 1

stanowi kolejna definicj¢ ciagu liczb Bella i umozliwia wypisanie tablicy ich

wartosci.



Cwiczenie

Korzystajac z powyzszego wypisz wartosci liczb B,, dlan = 0,1, ..., 10.

Eksponencjalna funkcja tworzaca
Eksponencjalna funkcja tworzaca ciggu liczb Bella jest postaci:

B(z)=Y Bn%.

n=0

Jej zwartg posta¢ mozemy znalezé korzystajac z faktu, ze

A

n!
=k n!

Sumujac obie strony powyzszego rowniania po k > 0 otrzymujemy

se{ia-sxlila-gey
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Powyzsze rownanie mozemy przedstawi¢ w postaci:
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Poréwnujac wspotezynniki przy potegach x otrzymujemy stad wzér Do-
binskiego:

Tn
Bn = 6_1 7'
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Wzér ten jest podstawa do probabilistycznej interpretacji liczb Bella. Sa one

mianowicie momentami zwyktymi rozktadu Poissona z parametrem A\ = 1.
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