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a.k.k.(                                                                                                                               (a.k.k.
Zapis :  działanie wewnętrzne :  h :  AxA(A     (  a,b
[image: image1.wmf]Î

 A ,    h(a,b) =  a ( b.

Określenie 1  Relację równoważności        ( ( AxA     nazywamy zgodną  z działaniem

„ ( ”  jeśli  przy  a,a`,b,b`
[image: image2.wmf]Î

 A  z tego że    a ( b   (   a`(   b`  (  a(a` ( b(b`   .

Zapis :  (  (  (   tzn.    a ( b  (  a ( b  .

Określenie 2    Klasą równoważności elementu   a
[image: image3.wmf]Î

 A   zwiemy  [a] = {x
[image: image4.wmf]Î

 A ; x ( a }.

Element   b
[image: image5.wmf]Î

 A taki, że  [b] = [a] nazywamy reprezentantem klasy równoważności [a].

Spostrzeżenie 1       [a] ( [b]  =  
[image: image6.wmf]î
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Przykład 1                           n>1 ,  A = Z.    a ( b  tj.  a ( b      iff    a = b mod n .

oto  pierścień całkowity – podany na...płaszczyźnie  i rozwarstwiony pionowo- (transponuj obrazek a otrzymasz  „rozwarstwienie poziome”)

                         .                       .                             .           ....................             .      

                         .                       .                             .           ....................             .     

                         .                       .                             .           ....................              .             

3n                     3n+1                     3n+2       .......................3n+ (n-1)

2n                     2n+1                     2n+2       .......................2n+ (n-1)

  n                       n+1                       n+2       .......................  n+ (n-1)

  0                        1                           2       .......................     (n-1)

-n                      -n+1                     -n+2       .......................  –n+ (n-1)

                      -2n                    -2n+1                   -2n+2       .......................- 2n+ (n-1)

                      -3n                    -3n+1                   -3n+2       ....................... -3n+ (n-1)

                         .                       .                             .           ....................             .      

                         .                       .                             .           ....................             .     

                         .                       .                             .           ....................              .             

warstwy (     [0]        (         [1]             (         [2]     (   ...................  (     [n-1]     = (
Określenie 3      A/ ( = {[ai],  ai
[image: image7.wmf]Î

 A ; [ai] ( [aj] = (  i (j ,   i,j
[image: image8.wmf]Î

I ; 
[image: image9.wmf]U
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Przykład 2                              Z /mod n   =  { [0], [1], [2],..., [n-1] }.

Ćwiczenie 1       Wykaż, że relacja  mod n = (  ( Z x Z jest relacją równoważności zgodną 

z oboma działaniami w pierścieniu  (Z; +, mnoż.).

Określenie 4  Niech   (  oznacza relację równoważności zgodną z (A; ( )  (tj. zgodną z  „ ( ” ; h(a,b) =  a ( b). Na zbiorze ilorazowym  A/ (  określamy działanie   h*  indukowane przez   h :      h* :  A/ (  x  A/ (  ( A/ (  ;  h* ([a],[b])  =  [h(a,b)]         (inny zapis:  [a]*[b] = [a ( b]).

Komentarz 1    Ponieważ  relacja  (  jest zgodna z  (A; ( )  to przy  [a] = [a`]  &  [b] = [b`] 

 [a]*[b] = [a ( b] = [a` ( b`]  = [a`]*[b`]   a to oznacza, że  h* :  A/ (  x  A/ (  ( A/ (   jest odwzorowaniem o argumentach  z   A/ (  x  A/ (   i wartościach  z   A/ (   niezależnie od wyborów reprezentanta dowolnie wybranej klasy równoważności.

Komentarz 2     Niech    ( :  A ( A/ (  ;   ((a) = [a] . Nazwa : ponieważ  (  jest i suriekcją i homomorfizmem  struktur  (A;h)  &  (A/ (; h* )   to  (  zwiemy epimorfizmem kanonicznym .


Niech  ( : A( B  &    ( : X( Y .             Niech       (x( : AxX  (  BxY  ; 

AxX  (  (a,x)  (     ((x()(a,x) = (((a),((x)) ( BxY .  Wtedy stwierdzamy,że następujący

diagram
h

AxA                                               A

(x(                                                       (
h*
   A/ (  x  A/ (                                          A/ (
jest przemienny .

Literatura :

[1] A.K.Kwaśniewski  "Wstęp do algebry współczesnej", Wyd. Uniw.  Wrocław, 1991 

[2] Z.Opial  "Algebra wyższa"  Wyd. II  PWN , Warszawa  1967 

Przykład 3    Zauważ izomorfizm ( pierścieni  (wskaż   epimorfizmem kanoniczny () 

(Z /mod n ; +*, mnoż.*)      (Z n ; +mod n, mnoż. mod n) .

Komentarz 3                                   pierścień Z / mod n    (  pierścień Z n  

jeśli wszakże   p  jest liczbą pierwszą   2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,...  to

                      pierścień Z / mod p    (  ciało Z p  .

Inne przykłady  poprzez  zadania     Zapis:     H ( G    (  H   jest   podgrupą niezmienniczą (normalną)  grupy G .  (tzn.  ( g(G  gHg-1 = H )

Warstwy:  a,b
[image: image10.wmf]Î

 G , a ( b  (  a 
[image: image11.wmf]Î

 bH  (  b-1a
[image: image12.wmf]Î

H .     (   jest oczywiście relacją równoważności.  Podzbiór  gH    (g
[image: image13.wmf]Î

 G)  nazywamy warstwą lewostronną  [1,2] .

Zapis :                                             G/(  (  G/H .                                              Zauważ: 

H jest normalną podgrupą   (    relacja  (  jest zgodna z grupą  G  (  G/H  jest grupą. 

No to  teraz  owe zapowiadane ...

Zadania wzmagające ogólną sprawność umysłu

1.  Oto grupy przemienne: (R;+) ,  ( Z; +). Oczywiście Z ( R .    R / Z =?

Odp. 
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[image: image16.wmf]]
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 jest izomorfizmem.  Nadto 
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2.  G = (Z;+) ,  H = (kZ;+)  przy   (k>1) , gdzie   k Z  = {kz ;  z( Z }. 

Zauważ, że Z /k Z ( Z k. Wskaż ten narzucającyu się izomorfizm  ( .

3.  Oto grupa afiniczna na R1; A1={(A,a; (A,a(x)=Ax+a; A>0, A,a(R}. Wykaż, że A1 jest nieprzemienna. Niech T1 to grupa przesunięć (translacji) na R; T1={ta; ta(x)=x+a}. Wykazać, że T1( A1 {(-1A,a = (A-1,a-1}    T1 / A1= ?

(A-1,a-1 ( t( ( (A,a = (id,-A-1a = t -A-1(     T1 / A1 ( R + = {(; (( R (  (>0}.

4.  Niech 
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. Określono homomorfizm T: S3 
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GL(3;C) jak następuje:  
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słowem     T(()el=e((l)   l=1,2,3    ,     
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Wypisz wszystkie macierze    T (()  ,     
[image: image28.wmf]s

( S3 .

Wskaż izomorfizm pomiędzy  grupą permutacji   S3   a  grupą   
[image: image29.wmf]D

G

 tj.  grupą symetrii trójkąta równobocznego. 
[image: image30.wmf]D
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={obroty i odbicia na płaszczyźnie stanowiące bijekcje:
[image: image31.wmf]D
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Zauważ izomorfizm pomiędzy podgrupą obrotów w 
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G

 a grupą cykliczną  
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 . Utożsamiając

tę podgrupę właśnie z 
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Z

 odpowiedz na pytanie :  Jaka to grupa    
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(Tw. Lagrange`a  [1,2] o rzędach podgrup rozstrzyga to natychmiast!)

22 grudnia 2001
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