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3. Kryterium całkowe zbieżności szeregów  liczbowych

Mac Laurin`a-Cauchy`ego
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  Niech      
[image: image101.wmf]a

n

N

n

>

"

Î

0

      oraz niech     
[image: image102.wmf]lim

n

n

n

a

a

g

®

¥

+

=

1

 . Wtedy szereg  


[image: image103.wmf]a

k

k

=

¥

å

0

 jest:

1)  Zbieżny, gdy   
[image: image104.wmf]g

<

1

  , zaś     
2)  Rozbieżny, gdy   
[image: image105.wmf]g

>

1

 .

Dowód:     Niech   
[image: image106.wmf]g

<

1

  
[image: image107.wmf]®

$

<

<

q

q

,

  

g

1

 , tzn. 
[image: image108.wmf]$

N

, że dla  
[image: image109.wmf]n

N

>



[image: image110.wmf]a

a

n

n

+

<

1

q

 .  

  A zatem szereg     
[image: image111.wmf]a

a

a

a

N

N

N

N

S

+

+

+

+

+

+

+

+

+

1

2

3

L

L

  jest zbieżny bowiem  zbieżnym jest szereg


[image: image112.wmf]q

q

q

q

q

a

a

a

a

a

N

N

N

S

N

N

+

+

+

+

+

=

-

2

3

1

1

L

L

 .

Niechaj teraz  
[image: image113.wmf]g

>

1

 . Wtedy  
[image: image114.wmf]a

a

n

n

+

>

1

   dla   
[image: image115.wmf]n

N

>

 jakiegoś czyli 


[image: image116.wmf]a

k

k

®

¥

¾

®

¾

¾

0


  Przykład 3.   
[image: image117.wmf]10

0

n

n

n

!

=

¥

å

 .


[image: image118.wmf](

)

0

1

10

10

!

1

!

10

1

1

¾

¾

®

¾

+

=

+

=

¥

®

+

+

n

n

n

n

n

n

n

n

n

a

a


Odp.   Zbieżny! ba!

U w a g a:    
[image: image119.wmf]e

x

n

x

n

n

=

=

¥

å

!

0

 ten szereg jest zbieżny dla  
[image: image120.wmf]"

Î

x

R

 .

  Przykład 4.    Czy  szereg    
[image: image121.wmf]1

2

1

n

n

=

¥

å

    jest zbieżny ?

Odp. 

[image: image122.wmf](

)

1

1

2

2

1

¾

¾

®

¾

+

=

¥

®

+

n

n

n

n

n

a

a

 .  Kryterium tego nie rozstrzyga.
Tw. 1 
Szereg  bezwzględnie zbieżny - jest zbieżny.
  Dowód:    Niech  
[image: image123.wmf]a

n

n

=

¥

å

0

  będzie zbieżny.

Niech  


[image: image124.wmf]î

í

ì

<

³

=

0

 

dla

  

0

 

0

 

dla

  

n

n

n

n

a

a

a

a





[image: image125.wmf]î

í

ì

<

-

³

=

0

 

dla

  

 

0

 

dla

  

0

n

n

n

n

a

a

a

b

  ,  stąd


[image: image126.wmf]a

n

n

n

=

-

a

b

   oraz  
[image: image127.wmf]0

£

£

a

n

n

a

   &   
[image: image128.wmf]0

£

£

b

n

n

a

   skąd  
[image: image129.wmf]a

n

n

=

¥

å

0

  &   
[image: image130.wmf]b

n

n

=

¥

å

0

   są zbieżne wedle kryterium porównawczego;   tzn  
[image: image131.wmf]{

}

N

p

  &   
[image: image132.wmf]{

}

N

q

 są zbieżne,  gdzie  
[image: image133.wmf]p

N

n

n

N

=

=

å

a

0

  &  
[image: image134.wmf]q

N

n

n

N

=

=

å

b

0

 .   Stąd ciąg   
[image: image135.wmf]{

}

¥

-

0

N

N

q

p

   jest zbieżny czyli ciąg  
[image: image136.wmf]{

}

N

S

:


[image: image137.wmf](

)

å

å

=

=

=

-

=

N

n

n

N

n

n

n

N

a

S

0

0

b

a

 jest zbieżny.

" Kontr " przykład:   
[image: image138.wmf](

)

å

¥

=

+

-

1

1

1

n

k

k

  nie jest bezwzględnie  zbieżny (ćw.). Wykaż to!   Ale – co tam i tak ... i tak jest .. zbieżny. Jest!

 Nazwa:    szereg warunkowo zbieżny  (bo nie bezwzględnie ale jednak).

Tw. 2   G. W. Leibniz 'a    (1646-1716)

  Niech będzie zadany szereg naprzemienny tj.: 

 
[image: image139.wmf](

)

(

)

(

)

a

a

a

a

a

k

k

k

=

¥

+

å

-

=

-

+

-

+

1

1

1

2

3

4

1

L

,

  gdzie  
[image: image140.wmf]"

Î

>

k

N

a

k

0

 , przy czym   
[image: image141.wmf]{

}

k

a

   jest malejący do zera, 


[image: image142.wmf]a

k

k

®

¥

¾

®

¾

¾

0

.

Wtedy szereg ten jest zbieżny do granicy 
[image: image143.wmf](

)

1

2

1

,

  

;

   

a

a

a

g

g

-

Î

 .

Dowód:   Określimy:    
[image: image144.wmf](

)

S

a

N

k

k

N

k

=

-

=

+

å

1

1

1

  .     Wtedy:

1) 
[image: image145.wmf]{

}

n

S

2

  jest rosnący:

[image: image146.wmf](

)

(

)

(

)

n

n

n

a

a

a

a

a

a

S

2

1

2

4

3

2

1

2

-

+

+

-

+

-

=

-

L

 ;

2) 
[image: image147.wmf]{

}

S

n

2

1

+

  jest malejący:

[image: image148.wmf](

)

(

)

(

)

S

a

a

a

a

a

a

a

n

n

n

2

1

1

2

3

4

5

2

2

1

+

+

=

-

-

-

-

-

-

-

L

 ;

Oczywiście


[image: image149.wmf]a

a

S

S

a

S

a

n

n

n

n

1

2

2

2

2

1

2

1

1

-

£

<

+

º

<

+

+

mal

.

  

&

  ogran

.

rosn

.

  

&

 

 ogran

.

g

g

=


Zatem oba zbieżne do tej samej granicy! gdyż 

  
[image: image150.wmf]S

S

a

n

n

n

n

2

1

2

2

1

0

+

+

®

¥

-

=

¾

®

¾

¾

 .

Tw. 3  Cauchy - Hadamard 'a.
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