Dodatek A                           Elementy algebraiczne
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· c ( K ; c jest elementem K algebraicznym nad ciałem F 

jeśli istnieje f(x) ( F[X]  ;( f(x) ( 0 (!) ( ;   f (c) =0.

Na przykład :
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 jest algebraicznym nad Q elementem w R.
· f(x)  ( F[X]  (  f jest wielomianem o współczynnikach z F , ale pierwiastki może przecież mieć w K;  np.
f ( Q[X]  &  c ( R  lub   f ( R[X]  &   c ( C  .
· Nazwa: jeśli  p( K nie jest elementem algebraicznym nad ciałem   F   to   p   nazywamy elementem przestępnym; (nad F).

· Zbiór elementów K algebraicznych nad ciałem F jest niepusty , gdyż   a( F 
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 K  jest algebraiczny nad   F .
· zbiór    
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    wszystkich elementów K algebraicznych nad F zwiemy domknięciem algebraicznym  F w K.

· ma miejsce odpowiedniość :







np.   
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  (   f(x) = x2 –2     Q = F (  K= R ;


np.      p- pierwsza    
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 EMBED Equation.3  [image: image6.wmf]{
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 ; Q = F (  K= C.

· Oczywiście , jeśli c jest elementem algebraicznym nad F to istnieje unormowany 

      wielomian  (an  = 1) , którego c jest pierwiastkiem.

· Spośród wszystkich takich niezerowych wielomianów wybieramy wielomian minimalny tj. najniższego stopnia.

· Taki unormowany  i  minimalny wielomian  f  jest jedyny  -  jeden i tylko jeden i jest nieprzywiedlny , czyli nierozkładalny na iloczyn wielomianów niższego stopnia.

Dowód:

Istotnie , niech  g, h  ( F[X]  &  deg h < deg f  &    deg g < deg f ;   niech  f(x)=g(x)h(x), ( g(c)=0  ( h(c)=0    wbrew założeniu, że to  f(x)  jest minimalny.


Nadto taki wielomian  f ( F[X]  jest jeden i tylko jeden .

      Istotnie. Gdyby (   g ( F[X]  & g[c] = 0   & deg g = deg f    to przy   h(x) : = f(x)  - g(x) ;   

deg h(x) < deg f  &  h(c) = 0  wbrew  założeniu , że to  f ( F[X]   jest minimalny.

· W ten sposób uzyskujemy 1:1 odpowiedniość ilustrowana rysunkiem:


Istotnie.  g= p f + r  
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  g(c) = f(c) = 0  
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 deg r < deg f  
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  r(c) = 0;  tzn.   g/f ( F(X) ; 

                                                                                (gdyż f- minimalny  a tzn. iż  r 
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 0) .

Dochodzimy w ten sposób do twierdzenia:


Twierdzenie  A.1

 Każdemu elementowi  c(K  algebraicznemu nad ciałem  F  odpowiada jeden i tylko jeden  minimalny , unormowany wielomian f ( F[x]  taki , że f(c) =0.

 Wielomian minimalny  f  jest nieprzywiedlny , czyli nierozkładalny [10] w ciele F oraz jest dzielnikiem każdego wielomianu  unormowanego takiego , że  g ( F[X] ;  g(c) = 0. (
Dowód :

Istotnie:  Niech g (c) =0 . Oczywiście, jeśli  g( f, to deg g > deg f .    Oczywiście

g(x) = p(x) f(x) + r(x)  
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 deg r < deg f.. Oczywiście 0 = g(c) = p(c) 0 + r(c)  (   r(c) = 0  ( deg r < deg f , co wobec minimalności  f  możliwe jest tylko przy  r ( 0 . (
Przykład:
f ( Q[X]  ;    f(x) = x2 – 2  .  Jest to wielomian minimalny , nierozkładalny
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 nieprzywiedlny nad  Q  (- oczywiście przywiedlny nad R). 

f ( Q[X]  jest  to wielomianem  minimalnym liczb algebraicznych          
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Nazwa:

Stopień wielomianu minimalnego zwiemy również stopniem odpowiadającego mu elementu algebraicznego. (
W zależności od decyzji  jakiego ciała podciałem jest ciało F używamy nazw w/g  przykładu:

Q ( R      (  liczby algebraiczne rzeczywiste ; nad Q ;
                                Q ( C      (   liczby algebraiczne zespolone ;   nad Q .
wielomian unormowany, nieprzywiedlny,minimalny





element  c algebraiczny nad ciałem F





dowolny wielomian


g(F[x] ; g(c)=0





1:1





( ! p ( F[x];


g(x)=p(x)f(x)


f- minimalny
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