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ZACHEANNE ALGORYTMY KOLOROWANIA GRAFOW
W MODELU ROZPROSZONYM

Streszczenie

W artykule rozwazamy problem kolorowania graféw w modelu rozproszonym. Gtéwnym jego zato-
zeniem jest, ze kazdy wierzchotek stanowi odrgbna jednostke obliczeniowa, ktéra moze komuniko-
waé si¢ tylko ze swoimi sasiadami w grafie. W pordwnaniu ze standardowym, sekwencyjnym
modelem kolorowania mamy tu dwie podstawowe roznice: obliczenia wykonuja si¢ w kazdym z
wierzchotkéw, a kazdy z nich zna wylacznie swoich sasiadow i nie posiada zadnych danych o
globalnej strukturze catego grafu. Przedstawiamy nowe modyfikacje znanego wczesniej algorytmu
DLF i wyniki eksperymentdéw obliczeniowych.

1. WSTEP

Problemy identyfikacji lokalnych i globalnych wtasnosci probleméw kombinatorycz-
nych w modelu rozproszonym, a takze konieczno$¢ uzycia identyfikatoréw albo randomi-
zacji ze wzgledu na wystgpowanie symetrii ciesza si¢ zainteresowaniem $wiata nauki od lat
osiemdziesiatych ubieglego stulecia [1, 2]. Sa to zagadnienia fundamentalne dla teorii algo-
rytméw rozproszonych w ogole, a kolorowanie graféw, jako problem szeroko znany
i tatwo zrozumialy, wydaje si¢ dla nich dobrym zrédlem przyktadow. Z jednej strony wa-
runek na legalno$¢ pokolorowania jest $cisle lokalny, wystarczy poréwnac kolory sasia-
dujacych wierzchotkoéw, z drugiej strony kryterium optymalizacyjne jest globalne, gdyz
nalezy uzy¢ jak najmniej kolorow w catym grafie. Problem kolorowania rozproszonego jest
atrakcyjny rowniez ze wzgledu na zastosowania w przyznawaniu kodéow w sieciach bez-
przewodowych [3,4]. W tym wypadku wierzcholki grafu identyfikujemy ze stacjami
nadawczo odbiorczymi, wystgpowanie krawedzi odzwierciedla mozliwo$¢ wystgpowania
zaktocen pomigdzy odpowiednimi stacjami.

Glownym zalozeniem rozpatrywanego tu modelu kolorowania jest, ze kazdy wierz-
chotek stanowi odregbna jednostke obliczeniowa, ktora moze komunikowaé si¢ tylko ze
swoimi sgsiadami w grafie. W pordwnaniu ze standardowym modelem kolorowania mamy
tu dwie podstawowe rdznice: obliczenia wykonuja si¢ rownolegle, a wiedza o grafie jest
rozproszona w wierzchotkach — kazdy z nich zna wylacznie swoich sasiadow i nie posiada
zadnych danych o globalnej strukturze catego grafu.
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2. DEFINICJA PROBLEMU I MODEL OBLICZEN

Niech G=(V, E) bgdzie grafem prostym, w ktorym V jest zbiorem wierzchotkow, a E
zbiorem krawedzi. Poprzez pokolorowanie grafu G rozumiemy funkcje ¢ - V' — N, ktora
przyporzadkowuje wierzchotkom grafu liczby naturalne — kolory. Warunkiem legalnosci
pokolorowania jest, aby dla wszystkich wierzchotkow (u, v) € E spelniony byt warunek
c(u) # c(v), a wigc sasiednie wierzchotki musza otrzymaé rézne kolory. Pokolorowanie, w
ktorym zbior ¢(V) zawiera k elementdw nazywamy k-pokolorowaniem i zadamy, aby liczba
uzytych koloréw byta jak mozliwie mata. Najmniejsze takie £, ze istniej k-pokolorowanie G
nazywamy liczbq chromatycznq grafu G 1 zapisujemy y(G). Oznaczmy teraz liczbg wierz-
chotkow przez n = |V], liczbg krawedzi przez m = |E| oraz otwarte sqsiedztwo wierzchotka v
przez N(v) = {u : (u, v) € E}. Stopniem wierzcholka v nazywamy liczbg jego sasiadow i
oznaczamy deg(v) = |N(v)|, natomiast przez A oznaczymy najwickszy stopien wierzchotka
w grafie. Zdefiniujemy tez podzbior sasiedztwa otwartego v sktadajacy si¢ z wierzchotkow
0 nie mniejszym stopniu niz v i oznaczymy N>(v) = {u : u € N(v) A deg(u) > deg(v)}.

Przyjmujemy stosowany wcze$niej synchroniczny model [5, 6, 7], w ktérym oblicze-
nia przebiegaja w rundach. Kazda runda sktada si¢ z fazy obliczen lokalnych, po ktorej
nastgpuje faza komunikacji. Dodatkowo przyjmuje si¢ nastgpujace uproszczenia: za miarg
ztozonosci obliczeniowej stuzy wylacznie liczba rund; zardwno obliczenia jak i komunika-
cja sg niezawodne. Rozproszonq implementacjq sekwencyjnego algorytmu kolorowania 4
grafu G bedziemy nazywaé taki rozproszony algorytm DA, dla ktérego kazde otrzymane
pokolorowanie grafu G moze by¢ rowniez otrzymane przy uzyciu algorytmu 4.

3. DOTYCHCZASOWE WYNIKI BADAN

Na dotychczasowe badania nad kolorowaniem rozproszonym sktada si¢ kilka nurtow.
Pierwszym jest chromatyczna teoria grafow zwlaszcza w ujgciu algorytmicznym; teoria
przetwarzania rownolegtego, w tym rownoleglego kolorowania grafow i teoria przetwarza-
nia rozproszonego. Pokrewnymi tematami sa modele obliczen w warunkach niepewnosci,
jak na przyktad model kolorowania on-line.

3.1 Kolorowanie sekwencyjne

Préby skonstruowania szybkiego algorytmu doktadnego zakonczyly sig¢ niepowodze-
niem. Karp w 1972 roku wykazat NP-zupetno$¢ decyzyjnej wersji problemu kolorowa-
nia [8]. Rowniez poszukiwania dobrego algorytmu przyblizonego nie daly rezultatu, co
wigcej Bellare 1 inni w roku 1995 pokazali, ze dla € < 1/7 nie moze nawet istnie¢ algorytm
n®-wzglednie przyblizony, o ile P = NP [9]. Stad, konstrukcja algorytmu polilogarytmicznie
przyblizonego jest NP-trudna. Po tych negatywnych wynikach bardziej zainteresowano sig
konstrukcja i analiza algorytméw o dobrej efektywnosci oczekiwanej oraz dziatajacych
efektywnie z duzym prawdopodobienstwem. Starano si¢ rowniez rozwigza¢ problem dla
wezszych klas grafow. Migdzy innymi analizowano algorytmy zachtanne. W przypadku
kolorowania graféw istnieje cata rodzina sekwencyjnych algorytméw zachtannych. Algo-
rytmy te sktadaja si¢ z dwoch faz:

1. Porzadkowanie wierzchotkow grafu;

2. Kolorowanie zgodnie z ustalonym porzadkiem kolejno wszystkich wierzchotkow

uzywajac kazdorazowo najmniejszego dostgpnego koloru.
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Uporzadkowanie wierzchotkéw mozliwe jest na rézne sposoby. W algorytmie naiwnym
wierzcholki brane sa w zupetie przypadkowej kolejnosci, w algorytmie LF (ang. largest
first) bierzemy wierzchotki w porzadku nierosnacych stopni. W algorytmie SL (ang.
smallest last) ustawiamy wierzchotki vy, v,,...,v, W ten sposob, ze wierzcholek v; ma naj-
mniejszy stopien w grafie indukowanym przez vy, v,,...,v;. W algorytmie SLF (ang. satura-
tion largest-first), lub inaczej DSATUR, kolejno$¢ jest ustalana juz w czasie kolorowania
i zalezy od dotychczasowego przydziatu koloréow. Podstawowym kryterium jest tu liczba
koloréw uzytych przez sasiadow danego wierzchotka. Wszystkie te metody maja liniowa
funkcje dobroci, tj. ich stosunek liczby uzytych koloréw do y(G) moze rosnac proporcjo-
nalnie do #.

3.2 Kolorowanie rozproszone

Prawdopodobnie pierwszy rozproszony polilogarytmiczny algorytm kolorowania grafow
ogo6lnych, dziatajacy w czasie O(log* n) podal Linial [6]. Jest to praktycznie rzecz biorac
czas staly, jednak algorytm ten uzywa az O(4°) koloréw. Ponadto zaktada sig, ze globalne
parametry grafu: 4 i n sa znane w kazdym z wierzchotkow.

Johansson w pracy [10] w elegancki sposob wykazat, ze modyfikacja algorytmu Lub-
y'ego [11] dziala prawie zawsze w czasie O(log n). Luby podat algorytm, w ktorym kazdy
wierzcholek, na poczatku kazdej rundy ,,budzi si¢" z prawdopodobienstwem p=1/2, nastgp-
nie kazdy obudzony wierzcholek losuje sobie barwe z palety dostgpnych kolorow. Jesli
wylosowany kolor nie koliduje z kolorami wybranymi przez sasiadow, to wierzchotek
konczy dziatanie, w przeciwnym wypadku usuwa z palety kolory wybrane przez sasiadow i
podejmuje kolejng probg w nastepnej rundzie. Johansson wyeliminowat losowa fazg
,,budzenia si¢", pozostawiajac losowy wybor koloru w fazie kolejnej. Oba algorytmy uzy-
waja co najwyzej 4+1 koloréw. Eksperymenty komputerowe pokazuja, ze modyfikacja
wprowadzona przez Johanssona przyspiesza proces bez utraty jakosci pokolorowania [12].
W kolejnej pracy Panconesi i Rizzi [13] podali algorytm oparty na ciekawej technice de-
kompozycji grafu na las ukorzenionych drzew. Zaklada si¢ tam istnienie identyfikatorow
wierzcholkéw, ale mozna rowniez uzy¢ wielkosci losowych. Algorytm ten dziata w czasie
O(A*+ log* n) i uzywa maksymalnie 4+1 koloréw. Z kolei algorytmy DLF i DDLF oparte
na idei zaczerpnigtej z sekwencyjnego algorytmu LF opisano w [14, 15]. Dziataja one w
czasie O(4*+ log n) i gwarantuja pokolorowanie 4+1 barwami. Wydaje si¢ jednak, Ze ana-
lizg tych algorytméw mozna poprawic¢ uzyskujac lepsze oszacowanie zarowno ze wzgledu
na duze uproszczenia przyjete w analizie jak i ze wzgledu na wyniki przeprowadzonych
eksperymentow.

4. ROZPROSZONE ALGORYTMY TYPU NAJWIEKSZY NAJPIERW

Pokazemy teraz jak zmodyfikowaé algorytm DLF, aby otrzymac rozproszong imple-
mentacje LF. Zacznijmy od opisu samego algorytmu DLF. Kazdy wierzchotek przecho-
wuje nastgpujace zmienne lokalne:

¢ — aktualny kolor wierzchotka,

d — stopien wierzchotka,

f—zmienna logiczna, ustawiona oznacza, koniec procesu w danym wierzchotku,

r — wartos¢ losowa,

Nf— lista niepokolorowanych sasiadow.
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Algorytm 1: DLF
Runda 0: fv) =0;
d(v) = deg(v);

r(v) =0;
Runda 2&-1:  if f{v) = false then
k=1,2,... Nf(v) = {u:u € Nv) A f(u) = false};

c(v) :=min{a € N : V(u € Nv) = c(u) # a)};
r(v) := random();
Runda 2k if f{v) = false then
=1.2,... if V((u € NAV) A c(u) = c(v)) =
(d(u)<d(v) v (d(u) = d(v) A (u) <1(v)))) then f(v) := true;

Runda o numerze 0 ma charakter przygotowawczy. W rundach nieparzystych zapa-
migtywane sa wierzcholki, ktore nie zakonczyly jeszcze kolorowania; zmienna ¢ zostaje
ustawiona na pierwszy kolor nie zajgty jeszcze przez zaden wierzchotek, ktory uzyskat juz
kolor; zmienna » przyjmuje warto$¢ przypadkowa (w testach postuzylismy sig¢ 32 bitowymi
liczbami catkowitymi). W rundach parzystych wierzchotki, ktore sposrdd sasiadow probu-
jacych uzyska¢ ten sam kolor (identyczna warto§¢ zmiennej ¢ maja najwigkszy stopien, lub
maksymalny stopien i najwigksza warto$¢ ») zachowuja kolor i koncza dziatanie — zmienna
f rowna true. Jak podano w pracy [14] algorytm ten nie jest rozproszona implementacja
algorytmu LF, gdyz mozliwa jest nastgpujaca sytuacja: c(v) <c(u), u 1 v sa sasiednie,
deg(v) < deg(u) oraz c(v) ¢ {c(x) : x € Nx(u)}. Mozna tego unikna¢ wprowadzajac w run-
dach parzystych dodatkowy warunek na zakonczenie procesu kolorowania, a mianowicie
wierzcholek nie moze uzyska¢ koloru, jesli ma sasiada o wyzszym stopniu, ktory probuje
uzyska¢ mniejszy kolor. Bardziej formalnie zapiszemy to w postaci ponizszego algorytmu:

Algorytm 2: DLFa
Runda 0: fv) =0;
d(v) = deg(v);
r(v) =0;
Runda 2&-1:  if f{v) = false then
k=1,2,... Nf(v) = {u:u e Nv) A f(u) = false};
c(v) :=min{a € N : V(u € Nv) = c(u) # a)};
r(v) := random();
Runda 2k if 2,-f(v) = false then
=12,... if V(u € NAv) = (d(u) <d(v) v
(d@u) = d(v) A r(u) <1(v)) v
(d(u) > d(v) A (c(u)>c(v)))) then f(v) := true;

Kolejna modyfikacja obu algorytméw moze by¢ uwzglednienie zmieniajacej si¢ struktury
grafu i branie w charakterze stopnia wierzchotka liczby niepokolorowanych jeszcze sasia-
dow. W tym celu wystarczy w rundach nieparzystych podstawié¢ pod d liczbg wierzchotkow
w Nf. Otrzymamy w ten sposob dwa kolejne warianty algorytmu DLF. Bgdziemy je nazy-
wac¢ odpowiednio DDFL i DDLFa.
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5. WYNIKI EKSPERYMENTOW

W celu poréwnania przedstawionych algorytmow dokonali$my wielokrotnych symula-
cji ich wykonan. Uzyskane wyniki przedstawiono w ponizszych tabelach. W kazdym wier-
szy umieszczono usrednione wyniki testow wykonywanych po 10 na kazdym z 10 loso-
wych grafow o zdanych parametrach. Parametrami grafow sa n — liczba wierzchotkow oraz
@ =2m/n — $redni stopien wierzchotka lub p=2m/n(n-1) — gestos¢ grafu. W odpowiednich
kolumnach umieszczono: A — $redni najwigkszy stopien wierzchotka, Cy — $rednia liczbe
koloréw uzytych przez algorytm A, T, — srednia liczbe rund uzytych przez algorytm A.

Tablica 5.1
Liczba kolorow w grafach o stalej gestosci krawedzi
n @ A (o Covr CooLr Coira CooLFa
10 0,1 2,3 2,0 2,0 2,0 2,0 2,0
50 0,1 9,8 4,5 4,5 4,6 4,5 4.5
250 0,1 38,7 11,3 11,4 10,8 11,5 11,5
1250 0,1 160,7 34,8 34,9 32,9 34,9 34,7
10 0,5 6,6 3,9 3,9 3,9 3,9 3,9
50 0,5 32,0 12,1 12,1 11,6 12,0 12,1
250 0,5 146,7 40,0 40,2 38,3 40,3 40,0
1250 0,5 683,7 147,5 147,6 142,6 147,4 147,8
10 0,9 9,0 7,0 7,0 7,0 7,0 7,0
50 0,9 48,1 24,5 24,4 23,8 24,5 24,4
250 0,9 236,0 94,5 95,2 92,0 94,9 94,6
1250 0,9 1156.8 | 380,5 381,2 371,8 380,6 380,8
Tablica 5.2
Liczba koloréw w grafach o statym $rednim stopniu wierzchotka
n P A Cir Coir CooLr Coira | Cooira
200 10 19,9 6,5 6,8 6,6 6,6 6,7
1000 10 22,2 7,0 7,0 7,0 7,0 7,0
5000 10 23,7 7,0 71 7,0 71 71
25000 10 25,6 7,2 7,6 7,0 7,2 7,3
200 20 32,5 9,8 9,9 9,3 9,8 9,9
1000 20 37,5 10,1 10,2 9,7 10,1 10,1
5000 20 38,3 10,3 10,5 10,0 10,4 10,3
25000 20 40,8 10,8 10,9 10,0 10,8 10,8
200 40 56,5 15,6 15,7 14,7 15,6 15,5
1000 40 61,3 15,4 15,6 14,6 15,5 15,4
5000 40 65,6 15,9 16,0 15,0 15,8 15,8
25000 40 68,9 16,1 16,1 15,0 16,0 16,1
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Liczba rund w grafach o statej gestosci krawedzi

n 4 A4 Tor TooLr Toira TooiFa
10 0,1 2,3 5,1 51 5,1 5,1
50 0,1 9,8 10,4 10,6 10,9 10,9
250 0,1 38,7 24,0 23,0 27,0 27,0
1250 0,1 160,7 71,0 67,2 79,0 78,2
10 0,5 6,6 8,9 8,9 8,9 9,0
50 0,5 32,0 25,5 24,3 25,7 25,8
250 0,5 146,7 81,4 77,7 83,4 82,9
1250 0,5 683,7 296,3 286,5 299,6 299,7
10 0,9 9,0 15,0 15,0 15,1 15,1
50 0,9 48,1 49,9 48,6 50,1 49,9
250 0,9 236,0 191,5 185,1 190,9 190,3
1250 0,9 1156.8 | 763.4 744.6 762.3 762.8

Liczba rund w grafach o statym $rednim stopniu wierzchotka

n p A TDLF TDDLF TDLFa TDDLFa
200 10 19,9 14,8 14,6 16,3 16,3
1000 10 22,2 15,2 15,0 17,9 17,9
5000 10 23,7 15,7 15,1 19,0 19,0
25000 10 25,6 16,9 15,6 19,5 19,3
200 20 32,5 20,9 19,9 23,0 23,1
1000 20 37,5 21,5 20,8 25,3 25,4
5000 20 38,3 22,4 21,0 26,8 26,7
25000 20 40,8 23,0 21,4 27,6 27,5
200 40 56,5 32,4 30,7 35,4 35,4
1000 40 61,3 32,4 30,6 37,6 37,5
5000 40 65,6 33,1 31,1 39,5 39,4
25000 40 68,9 33,3 31,1 40,9 40,8
6. ZAKONCZENIE

Tablica 5.3

Tablica 5.4

Przedstawione wyniki pokazuja, ze zaproponowana strategia czekania na wierzchotki o
wigkszym stopniu i mniejszym kolorze nieznacznie poprawia liczbe uzytych kolorow
kosztem rowniez nieznacznego zwigkszenia liczby rund. Ciekawym wydaje sig fakt, iz
wzigcie w charakterze stopni wierzcholka liczby niepokolorowanych sasiadéw znacznie
poprawia wyniki w przypadku algorytmu DDLF w stosunku do DLF, natomiast

w przypadku DDLFa i DLFa obserwujemy znacznie mniejsza roznice.

Wyniki potwierdzaja rowniez przypuszczenie, ze uzyskane w pracy [12] ograniczenie
na czas dziatania algorytmu DLF moze by¢ grube i by¢ moze da si¢ je jeszcze poprawic.
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GREEDY ALGORITHMS FOR DISTRIBUTED GRAPH COLOURING

Summary

In the paper we discuss graph colouring problem in a distributed model. The most important assump-
tion is that each vertex is an independent processing unit and is able to communicate with its
neighbours in the graph. In comparison to traditional, sequential graph colouring we have two
important differences: computations are done independently in each vertex and the information about
the structure of a graph is distributed among its vertices. Consequently each vertex knows only its
neighbours and does not have access to any global parameters of a graph. We introduce some new
modifications of previously known DLF algorithm and present the results of conducted experiments.



