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ZESTAW ZADAN NR 1

OZNACZENIA, POJECIA WSTEPNE

Symbol sumy, j, k € Z, j < k:
k
i=j
PRZYKLAD 1.1. Oblicz Y7, 2%,
Rozwigzanie. Y0 20 =21 4+ 22 493 4 24 4 25 =24 4 + 8416 + 32 = 62. i

Symbol iloczynu, j, k € Z, j < k:
k
H:ci:xj-ijrl-...-xk.
i=j

PRZYKEAD 1.2. Oblicz [[, 3.

Rozwigzanie. [[;_,i=1-2-3-4 =41 = 24. i
ZADANIE 1.3. Oblicz Y1 | (i-2%) dlan =0,1,2,3,4.

ZADANIE 1.4. Oblicz [[2_, (i + 1).

ZADANIE 1.5. Oblicz Hle(% +1).

ZADANIE 1.6. Sprawdzi¢ prawdziwo$¢ ponizszych réwnarn dla podanych wartosci zmiennych,
obliczajac wartos¢ lewej i prawej strony.

a) Y= dlan=3in=6,
b) 7Bk —2)=2n+1)-(3n—-2)dlan=2in=3,
c) Yo, icP 3= % dla n =3 in =4, gdzie P — zbiér liczb parzystych,

d) [Ti<ics@® = (817

¢) [Lier2i = 32, gdzie T = {0,1,4}.



Dzialania na zbiorach A oraz B:
a) suma:
AUB={zx:zx€ Alubz € B}

b) iloczyn (przekroj):

ANB={z:z€Aix € B}
¢) roznica:

A\B={z:x€Aix ¢ B}
d) réznica symetryczna:

A®B=(A\B)U(B\A4)
e) iloczyn kartezjanski (produkt):

AxB={(z,y):x€Aiye B}

Dla ustalonego zbioru U (uniwersum, przestrzen), dopetnieniem zbioru A, A C U nazywamy zbior
U — A i oznaczamy przez A.

PrRzYKrAD 1.7. Dla A = {1,2,3} oraz B = {2,4} wyznacz: AUB, ANB, A\ B, B\ A, A® B,
A x B oraz B x A.

Rozwigzanie.
AUB=1{1,2,3,4}, AnB={2}, A\ B=1{1,3},
B\ A={4}, A® B=1{1,3,4},
Ax B={(1,2),(1,4),(2,2),(2,4),(3,2),(3,4)},
BxA=1{(21),(2,2),(2,3),(4,1),(4,2), (4,3)}. i

PRZYKEAD 1.8. Dla A = {1,2,3} oraz uniwersum U = {1,2,3,4,5,6,7} wyznacz A.
Rozwigzanie. A = {4,5,6,7}. il

ZADANIE 1.9. Niech A ={1,2,3,4,5}, B={1,3,5,7}, C ={4,5,6,7,8} oraz U = N. Wyznacz:

)
)
)
)
e) A B,
)
)
)



Niech dana bedzie rodzina zbiorow A = {A1, Ay ..., Ax}. Wowczas:

a) suma:
U A; ={x: 2z € A; dla pewnego 1 < i < k}.
1<i<k

b) iloczyn (przekroj):

ﬂ A; ={x:x € A; dla kazdego 1 < i < k}.
1<i<k

¢) roznica symetryczna:

S | Bicicnq Ai @ Ap W przeciwnym wypadku.
<i< 1=

ZADANIE 1.10. Niech I = {1,2,3,4,5} bedzie zbiorem indeksoéw. Dla kazdego ¢ € I okreslmy
zbior B; = {x € N: i < < 2i}. Wyznacz:

a) Uies Bi,

b) Nier B

c) B1® B3 ® Bs,

d) By ® By © B3 ® B4 @ Bs.

ZADANIE 1.11. Niech T' = {1,2,3,4,5} bedzie zbiorem indekséw. Dla kazdego ¢ € T okreslmy
zbior Ay ={y e Nt : y<t}iB,={yeN":y>t} gdzie N* =N\ {0}. Wyznacz:

a) Ay, A, As, Ay, A5 i By, B, Bs, By, Bs,

b) Un—s Ak,

c) ﬂ?:l,ieNIP A;, gdzie NP — zbior liczb nieparzystych,
d) U?:l B,

€) MNier,i<s Bis

f) ﬂz (4 U Ai),

8) Uker kep(Ak N Bg), gdzie P — zbior liczb parzystych,
h) Nierrep(Ax U By), gdzie P — zbiér liczb parzystych.

ZADANIE 1.12. Niech I = {1,2,3,4,5} bedzie zbiorem indeksow. Dla kazdego ¢ € I okreslmy
zbior C; = {x € N: 1 < <30 oraz i|z}. Wyznacz:

a) Uie] Ci,
b) ﬂie[ C;.



ZADANIE 1.13. Niech A ={1,2,3,4}, B = {1,2,3}. Wyznacz:

a) A x B,
b) B x A,
c) {(a,b) e Ax B: a < b}.

Ile wynosi liczba elementow zbiorow A x Bi B x A.

ZADANIE 1.14. Dane sa zbiory: A ={k € N: k parzyste Ak <6}, B={1,4},
C={neN:0<n<3},D={meN:3<m<6}.

a) Wyznaczy¢ zbiory A, C, D.
b) Znalez¢ zbiory A& C, A® D, D x B, Bx D, (D x B)N (B x D).
ZADANIE 1.15. Niech S ={0,1,2,3,4} i niech T = {0,2,4}.
a) Ile par uporzadkowanych nalezy do zbioru S x T, a ile do zbioru T x S?7
b) Wypisz elementy zbioru {(m,n) € S x T : m +n = 5}.
c) Wypisz i narysuj elementy zbioru {(m,n) € S x T : m+n > 3}.
)

d) Wypisz elementy zbioru {(m,n) € S xS : m+n = 5}.

ZADANIE 1.16. Wypisz wszystkie podzbiory podanych nizej zbioréw. Ile jest tych podzbioréw?

a) A={a},

b) B ={b,c},
c) C ={c,d},
d) D=BUC,
e) E=BxC

ZADANIE 1.17. Niech X = {a,b,c}. Wypisz elementy X? = X x X, X3 oraz
{(z,y) € X* -z #y}.
ZADANIE 1.18. Udowodnij, ze A C B wtedy i tylko wtedy, gdy AN B = A.

Niech ¥ bedzie zbiorem skoniczonym, zwanym dalej alfabetem. Wowczas dowolny cigg ztozony z
elementow tego zbioru nazywamy stowem nad alfabetem ¥. Np. dla alfabetu ¥ = {a, b} przyktad-
owe stowa to: a, abbb, aabb, aa...a. Zbiér wszystkich stéw nad alfabetem ¥ oznaczamy przez ¥*.
Dlugosé stowa u oznaczamy przez |u|. Wsrod stow wyrozniamy stowo puste A, ktore nie zawiera
zadnej litery (JA| = 0).

ZADANIE 1.19. Wypisz 10 dowolnych stéw zbioru {a, b, c}*.

ZADANIE 1.20. Wypisz 5 pierwszych stow zbioru {a, b, ¢}* uporzadkowanych wedtug porzadku
leksykograficznego (stownikowego).



Mowimy, ze stowo u poprzedza stowo v w porzadku kanonicznym, jezeli albo |u| < |v|, albo |u| = |v]
i u poprzedza v w porzadku leksykograficznym.

PRzYKEAD 1.21. Poczatkowe stowa zbioru {0,1}* uporzadkowane wedlug porzadku kanon-
icznego to:
A,0,1,00,01,10,11,000,001,010,011,100, 101, 110, 111, 0000, . . .

ZADANIE 1.22. Wypisz 10 pierwszych stow zbioru {a, b, c}* uporzadkowanych wedtug porzadku
kanonicznego.

ZADANIE 1.23. Wypisz wszystkie prefiksy i sufiksy stowa aaba.

ZADANIE 1.24. Uporzadkuj nastepujacy zbior stow wedtug porzadku leksykograficznego i kanon-
icznego: stowik, wrobel, kos, jaskotka, kogut, dzieciot, gil, kukutka, szczygiet, sowa, kruk, czubatka,
drozd, sikora, dzierlatka, kaczka, ggska, jemiotuszka, dudek, trznadel, posSmie- ciuszka, wilga, zigba,
bocian, szpak.

Zaokraglenia liczb rzeczywistych:
[x] oznacza zaokraglenie x w gore do najblizszej liczby catkowitej (sufit z x),

|z | oznacza zaokraglenie x w dot do najblizszej liczby caltkowitej (podtoga z x).
ZADANIE 1.25. Niech z, y beda dowolnymi liczbami rzeczywistymi, a k dowolna liczba catkowita.
Udowodnij nastepujace zaleznodci:

a) [z +y] > =]+ y],
lx + k| = |z| + k&,
[z +y] <[] + [y,
[z + k] = [z] + k.

b

C

)
)
)
d)

ZADANIE 1.26. Podaj przyktad liczb rzeczywistych x i y, dla ktérych zachodzi:
a) |z +y| > |z] + |y,
b) [z +y] <[z]+[yl.

ZADANIE 1.27. Podaj przyktad liczby rzeczywistej x i liczby calkowitej k, dla ktoérych zachodzi

ZADANIE 1.28. Dane sa dwa wielomiany: U(z) = 423+ 3z +2 oraz V (z) = 2%+ 22+ 3z. Oblicz
ich sume 1 iloczyn. Oblicz wedlug schematu Hornera wartosci U(1) oraz V(2).

ZADANIE 1.29. Podziel wielomian U(z) = 42* + 32% + 2 — 2 przez V(z) = 22 + z.



Odpowiedzi do zadani
1.3.

n = 0: blednie okreslony zakres sumowania.

n=1 2.
n = 2: 10.
n=3: 34.
n =4: 98.

1.4.2-3-4-5-6 = T720.
1.5. 3-5-7-9 = 945.
1.6.

a) 6 =6, 21 =21,
b) 20 = 20, 49 = 49,

d

)
)
c) 10 =10, 91 # 22,
) 14400 = 14400,
)

e) 0 +# 32.

1.9.
a) {1,2,3,4,5,6,7,8},
b) {5},

c) {2,4},

d) {1,3},

e) {2,4,7},

f) {2,5,6,8},

g) {8,9,10,...},
h) {2,4,6,7,8,...}.



1.10. Wyznaczone zbiory B;: By = {1,2}, By = {2,3,4}, B3 = {3,4,5,6},
By ={4,5,6,7,8}, Bs = {5,6,7,8,9,10}.

a) {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10},
b) zbior pusty 0,
c) {1,2,3,4,7,8,9,10},

)

d) {1,4,5,6,9,10}.

1.11.
a) Ay = {1}, Ay = {1,2}, A3 ={1,2,3}, Ay ={1,2,3,4}, A5 = {1,2,3,4,5},

By ={2,3,...}, By={3,4,...}, By ={4,5,...}, By = {5,6,...}, Bs = {6,7,. ..

b) {1,2,3,4,5},
c) {1},

d) {2,3,...},
) {4,5,...},
f) {1,2},

g) 0,

n) {1,2,...},

1.12. Wyznaczone C;: C1 = {1,2,3,...,29,30}, Cy = {2,4,6,...,28,30},
Cs = {3,6,9,...,27,30}, Cy = {4,8,12,... 24,28},
Cs = {5,10,15,...,25,30}.

a) {1,2,3,...,29,30} = Cy,
b) 0.

1.13.
a) {(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3),...,(4,1),(4,2), (4,3)}, 4%3 =12
b) {(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),...,(3,1),(3,2),(3,3),(3,4)}, 3% 4 = 12,

) {(1,2),(1,3),(2,3)}.



1.14.
a) A={0,2,4,6}, C ={0,1,2,3}, D = {4,5}.

b) {1,3,4,6},

{0,2,5,6),
{(4,1),(4,4),(5,1),(5,4)},
{(1,4),(4,4),(1,5),(4,5)},
{(4,4)}.
1.15.
a) 15, 15
b) ...poprawic...
c) {(0,4),(1,2),(1,4),(2,2),(2,4),(3,0),(3,2),(3,4),(4,0), (4,2), (4,4)}
d) ...poprawic...
1.16.
a) P(A) = { {a}}
P(A)] =
b) P(B) = {0,{b},{c}, {b,c}},
P(B)| =4,
c) P(C) ={0,{c},{d} {c,d}},
[P(O)] =4,
d) P(D) = {0,{b}, {c}, {d}, {b,c},{b,d},{c.d}, {b,c,d}},
P(D)| =8,

e) P(D) ={0,{(b,0)},{(b;d)},{(c; )}, {(c,d)}, {(b, ), (b, d)},{(b, ), (¢, )}, {(b, ), (¢, D)},
{(b,d), (c,0)},{(b,d), (e, )}, {(c, ), (¢, d) }.{(b ), (b, d), (¢, c)}, ..., {(b, ), (b,d), (c, ), (c,d)}},
[P(E)| = 16.

1.17.

X? ={(a,a), (a,b), (a,c), (b, a), (b,b), (b,¢), (¢,a), (¢, b), (c; c)}

X3 ={(a,a,a),(a,a,b),(a,a,c),(a,b,a),(a,b,b),(a,b,c),(a,c,a),(a,cb),(a,cc),
(b,a,a),(b,a,b),(b,a,c),(b,b,a),(b,b,b),(b,b,c),(b,c,6a),(b,ec,b),(becc),
(c,a,a),(c,a,b),(c,a,c),(c,b,a),(cbb),(c,b,c),(c,ca),(cceb)(cecce)}

{(z,y) € X2+ 2 #y} = {(a,), (a,0), (b, a), (b, ), (¢, a), (c,b)}.



1.19. Np. {aaa, A, a, be, ca, caab, b, ¢, ccee, bbacc}.
1.20. {\, a,aa,aaa,aaaa}.
1.22. {\,a,b,c,aa,ab,ac,ba,bb, bc}.
1.23.
Prefiksy: A, a, aa, aab, aaba.

Sufiksy: A, a, ba, aba, aaba.

1.24.

Porzadek leksykograficzny: bocian, czubatka, drozd, dudek, dzierlatka, dzieciot, gaska, gil,
jaskotka, jemiotuszka, kaczka, kogut, kos, kruk, kukutka, posmieciuszka, sikora, stowik, sowa,
szezygiet, szpak, trznadel, wilga, wrobel, zieba.

Porzadek kanoniczny: gil, kos, sowa, drozd, dudek, ggska, kogut, szpak, wilga, zieba, bo-
cian, kaczka, sikora, stowik, wrobel, kukutka, dzieciotl, jaskotka, trznadel, czubatka, szczygiet,
dzierlatka, jemiotuszka, posmieciuszka.

a) Np. x = 2.6, y = 2.7.

b) Np. z =22, y =2.1.

1.27. Np. k=2, 2z = 2.3.

1.28.
U(z) + V(x) =22 + 323 + 2% + 62 + 2.
U(x) - V(z) = 822 + 102° + 162 + 323 + 1122 + 6.
Ul)=9
V(2) = 42.
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ZESTAW ZADAN NR 2

ARYTMETYKA

Niech b = d,d,_1 ... dydy bedzie zapisem liczby w systemie dwojkowym. Zamiana zapisu liczby b
na system dziesietny odbywa sie poprzez wykonanie dodawania

dp 2" +dpq -2 dy -2 + dy - 2°,
przy czym dodawanie to jest wykonywane w systemie o podstawie 10.

PRZYKEAD 2.1. Liczbe 10010 zapisang w systemie dwojkowym przedstaw w systemie dziesigt-
nym.

Rozwigzanie. (10010) =1-2*+0-23 +0-22+1-21 +0-2° = (18)10. i

ZADANIE 2.2. Podane liczby zapisane w systemie dwojkowym przedstaw w systemie dziesietnym:

a) 1010.
b) 111101.
¢) 1011110,

Algorytm zwiekszania liczby o ,,1”

1. Wskaz ostatni bit rozwazanej liczby.
2. Powtarzaj, co nastepuje:
2.a. Jezeli wskazywany bit to ,0”, to zamienn go na ,,1”; KONIEC.

2.b. W przeciwnym przypadku zamienn go na ,,0” i wskaz kolejny bit na lewo; jezeli nie ma
nastepnego bitu w lewo, to wstaw ,,1”; KONIEC.
PRZYKEAD 2.3. Przesledz dziatanie algorytmu dodawania ,,1” dla liczb (a) 10010 oraz (b) 101011.
Rozwigzanie.
a) 10010 + 1 = 10011, bo 10010 — (= 0) — 10011 (KONIEC).
b) 101011 + 1 = 101100,
bo 101011 — (= 1) — 101010 — (= 1) — 101000 — (= 0) — 101100 (KONIEC). i
ZADANIE 2.4. Przesledz dziatanie algorytmu dodawania ,,1” dla nastepujacych liczb:

a) 111110.
b) 101111.
¢) 10011.

11



Algorytm poréwnywania liczb:
1. Jezeli liczby sa roznej dtugosci, to wicksza jest liczba o dltuzszym zapisie.
2. Jezeli liczby sa tej samej dtugosci, to poréwnujemy bit po bicie od lewej strony do prawej:
2.a. Jezeli bity sa takie same, to przechodzimy do nastepnego bitu w prawo;
2.b. Jezeli bity sa rézne, to wicksza jest liczba o wiekszym bicie na rozwazanej pozycji;
KoNIEC.
3. Jezeli wszystkie bity sa takie same, to poréwnywane liczby sa réwne i KONIEC.

PRZYKEAD 2.5. Przesledz dziatanie algorytmu pordéwnywania liczb dla nastepujacych par liczb:
a) 101101 i 11110.
b) 1011101 i 1011001.

Rozwigzanie.

a) Jako ze dtugosé (liczba bitow) pierwszej liczby jest wieksza od dtugosci liczby drugiej, otrzy-
mujemy 101101 > 11110.

b) (1011101 ? 1011001) — (=) — (1011101 ? 1011001) — (=) —
(1011101 ? 1011001) — (=) — (1011101 ? 1011001) — (=) —
(1011101 ? 1011001) — (>) —, a zatem 1011101 > 1011001. i

ZADANIE 2.6. Przesledz dziatanie algorytmu poréwnywania liczb dla nastepujacych par liczb:

a) 1111 i 10001.
b) 11010 i 10111.
¢) 1111001 i 1111011.

Algorytm dodawania liczb:

Aby doda¢ do siebie dwie liczby zapisane w systemie dwojkowym, dodajemy bit po bicie od
prawej do lewej, dodajac jednocze$nie w kazdym z krokéw bit przeniesienia z poprzedniej
kolumny:.

PRzYKEAD 2.7. Wykonaj dodawanie (a) 10101 + 111 oraz (b) 111 + 111+ 111 + 111 + 111.

Rozwigzanie.
01010
. . 10101 1
a) 10101 + 111 = 11100, poniewaz n 11 - T E—
11100 11
10
11
b) 111+ 101 + 111 + 111 + 111 + 101, poniewas Llﬁ
111
111
111
+ 101
~ 100110 i

12



ZADANIE 2.8. Wykonaj dodawanie:

a) 1111 + 1110.

b) 10011 + 1100.

¢) 110111 + 110011.
d) 101 + 111 + 111.
e) 1011 + 1011 + 111

Algorytm odejmowania liczb:

Aby odjaé od siebie dwie liczby zapisane w systemie dwéjkowym, odejmujemy bit po bicie od
prawej do lewej, a w przypadku, gdy trzeba odjaé¢ bit wiekszy od mniejszego, ,pozyczamy”
dwojke z nastepnej (w lewo) pozycji.

PrRzYKEAD 2.9. Wykonaj odejmowanie:

a) 10101 - 111.
b) 111000 - 11111.

Rozwigzanie.

012
1002
a) 10101 — 111 = 1110, poniewaz 10101 .
— 111
1110

02
102
110112
~ 111000
— 11111
11001 f

b) 111000 — 11111 = 11001, poniewaz

ZADANIE 2.10. Wykonaj odejmowanie:

a) 10011 - 1100.

b) 110111 - 110011.
¢) 1010001 - 101110.
d) 1011100 - 1010111,

Algorytm mnozenia liczb:

Aby pomnozy¢ dwie liczby (zapisane dwojkowo), mnozymy pierwsza liczbe przez poszczegdlne
bity drugiej, a otrzymane wyniki, kazdy kolejno przesunicty o jedna kolumne w lewo, na
koniec sumujemy.

13



PRzZYKEAD 2.11. Wykonaj mnozenie 10101 - 101.

10101
101
10101
00000
10101
1101001

Rozwigzanie. 10101 - 101 = 1101001, poniewaz

Zauwazmy, ze aby utatwié¢ sobie mnozenie liczb, majac na uwadze przemienno$¢ mnozenia, wygod-
niej jest mnozy¢ liczbe o wiekszej liczbie jedynek przez liczbe o mniejszej liczbie jedynek, tzn.
rozpatrywaé iloczyn 10101 - 101 raczej niz iloczyn 101 - 10101. i

ZADANIE 2.12. Wykonaj mnozenie:

a) 101 - 111.

b) 1111 - 111.
¢) 10011 - 1100.
d) 111000 - 111.

PRzZYKEAD 2.13. Wykonaj dzielenie 1101001 : 101.

10101
1101001 : 101
101
00110

101

00101

00101

0 #

Rozwigzanie. 1101001 : 101 = 10101, poniewaz

ZADANIE 2.14. Wykonaj dzielenie:

a) 100011 : 101.
b) 1101001 : 111.
c) 110001 : 111.
d) 11000 : 1000.
e) 1010001 : 1001.

Uwaga 1. Liczba jest podzielna przez 2 (lub 10), jesli ostatni bit rowny jest O.
Uwaga 2. Liczba jest podzielna przez 2' (10...0), jesli ma na koricu ¢ bitow rownych 0.
i zer

Niech b bedzie liczba zapisana w systemie dziesietnym. Zamiana zapisu liczby b na system
dwojkowy odbywa sie poprzez roztozenie b na sume kolejnych poteg dwojki:

b:dr-zT—i-dr_l-Qril...dl-21—|—d0-20,

gdzie d; € {0,1}. Wowczas b= (d,d,—1 ...d1dp)o.
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PRZYKEAD 2.15. Zamieti zapis z dziesigtnego na dwodjkowy liczby 81.

Rozwigzanie.

(8)1o=(64+16+1)=1-264+0-2°4+1-244+0-22+0-22+0-2! 4+ 1-2! = (1010001)s. i
ZADANIE 2.16. Zamien zapis z dziesietnego na dwoéjkowy liczb:

a) 111.
b) 169.
c) 411.

Drugi sposéb polega na kolejnym dzieleniu liczby w sposéb catkowity przez 2 i zapamietywaniu
reszt z dzielenia. Reszty te, zapisane w odwrotne] kolejnosci, tworza, zapis binarny liczby.
PRZYKEAD 2.17. Korzystajac z w/w opisanego sposobu zamien zapis z dziesietnego na dwojkowy
liczby 81.

liczba | iloraz | reszta
81 40 | 1
40 2010
Rozwigzanie. (81)19 = (1010001)3, poniewaz ?8 12 8
5 211
2 110
1 01 #

ZADANIE 2.18. Korzystajac z w/w opisanego sposobu zamien zapis z dziesietnego na dwojkowy
liczb z Zadania 2.16.

W systemie szesnastkowym uzywa sie nastepujacych ,cyfr”: 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,A,B,C,D,E, F.
Przyjmijmy notacje, ze liczbe zapisang w systemie szesnastkowym poprzedza znak dolara $.
PRZYKEAD 2.19. Zamien zapis liczby $A1 z szesnastkowego na dziesietny.

Rozwigzanie. $A1 =10-16 +1-16° = 160 + 1 = (161)1o. i

ZADANIE 2.20. Zamien zapis z szesnastkowego na dziesietny liczb:

a) $A91.
b) $C2.
c) SFCA.

PRZYKEAD 2.21. Zamien zapis liczby 320 z dziesigtnego na szesnastkowy.

Rozwigzanie. 320 = 1-16% +4-16' +0-16° = $140. Mozemy takze skorzystaé ze sposobu opisanego
w Przykladzie 2.17, tym razem dzielac przez 16:

liczba ‘ iloraz ‘ reszta

320 200
20 14
1 01 f
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ZADANIE 2.22. Zamien zapis z dziesietnego na szesnastkowy liczb:.

a) 199.
b) 541.
c) 855.

PRZYKEAD 2.23. Zamien zapis liczby $A1 z szesnastkowego na binarny.

o A
Rozwigzanie. $A1 = (10100001)2, poniewaz 1010 | 0001 - :

ZADANIE 2.24. Zamien zapis z szesnastkowego na binarny liczb:

(a) $A9L.
(b) $C2.
(c) $FCA.

PRZYKEAD 2.25. Zamien zapis liczby 10111100 z binarnego na szesnastkowy.

1011 | 1100

Rozwigzanie. (10111100)2 = $BC, poniewaz B o il

ZADANIE 2.26. Zamien zapis z binarnego na szesnastkowy liczb:

(a) 1011101.
(b) 100010.
(c) 111110110.

Zapis 0.d1dy . .. d, w systemie dziesietnym oznacza liczbe dy - 1071 +dy - 1072 ...d, - 107",
Analogicznie, zapis 0.d1ds . . . d, w systemie dwojkowym oznacza liczbe: d; 2714 dy-272. . d, 27T,

PRZYKLAD 2.27. (0.11); =1-27141.272=...3  =7.10714+5-1072 = (0.75)10

Aby zamienié¢ zapis utamka z systemu dziesietnego na binarny nalezy rozwazany utamek kolejno
mnozy¢ (w systemie dziesietnym) przez 2, wypisujac kolejno otrzymywane czesci catkowite, do
momentu, az czes¢ ulamkowa bedzie réwna 0.

PRZYKEAD 2.28. Zamieni zapis liczby (0.8125)1¢ z dziesietnego na binarny.

Rozwigzanie.
czedé catkowita | cze$é utamkowa
0. ] 0.8125
11 0.625
110.25
01]0.5
110.0
Otrzymujemy ostatecznie, ze (0.8125)19 = (0.1101)2. il

16



ZADANIE 2.29. Zamien zapis z dziesietnego na binarny liczb:

a) 0.5625.

b) 0.15625.
c) 0.328125.
d) 0.78125.
¢) 7.5625.

f) 11.15625.
g) 13.328125.

PrzYKrAD 2.30. Wykonaj nastepujace dzialania:

10

43
32

a) (56)7 + (43)7,
b) (41)5 — (24)s,
) (13)6 - (4)6-
Rozwigzanie.
1
2) (56)7 + (43)7 = (132)r, poniewa o0
1
36
b) (41)s — (24)5 = (12)s, poniewaz
12
20
¢) (13) - (4)g = (100)g, poniewaz -
100

ZADANIE 2.31. Wykonaj nastepujace dziatania:

a) (13)4 + (33)a.

b) (122)3 + (122)3 + (122)3.
) (456)7 + (223)7.

) (302)4 — (13)4.

) (4236 ) — (2543)7.

) (13)4 - (3)a.

g) (135)7 - (642)7.

oo

@

—

PRZYKEAD 2.32. Pewna liczba x zapisana w zapisie 6semkowym ma 5 cyfr.

cyfr w zapisie szesnastkowym?

Rozwigzanie. Liczba x, ktora w zapisie 6semkowym ma 5 cyfr, nalezy do zbioru

{(10000)s, (10001)s,

L (TTT76)s, (TTTTT)s).

17
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Jednym z poprawnych rozwiazan jest przeksztalcenie zapisu (10000)g i (77777)s w odpowiednie
zapisy w systemie dziesietnym, a nastepnie przeksztatcenie tak otrzymanych zapiséw w system
szesnastkowy. Otrzymamy wtedy:

(10000)s =1-8*4+0-834+0-824+0-81+0-8°=4096 =1-16> +0-16% +0-16' +0-16° = $1000,

(T7777)s = 7-84+7-83+7-824+7-8147.8° = 32767 = 7-163 +15-162 4+ 15-16' +15-16" = $7FFF.

A zatem liczba x w zapisie szesnastkowym bedzie miata 4 cyfry.

Drugie rozwiazanie jest duzo prostsze. Opiera si¢ ono na spostrzezeniu, ze 8 i 16 sg potegami
dwojki. Zatem w latwy spos6b mozemy zamieni¢ zapisy (10000)g i (77777)g w zapis dwojkowy, z
ktoérego w réwnie tatwy sposéb otrzymamy zapis szesnastkowy.

(10000)g = 1 000 000 000 000 = 1 0000 0000 0000 = $1000,
(77777)g = 111 111 111 111 111 = 111 1111 1111 1111 = $7FFFF. i

ZADANIE 2.33. Pewna liczba x zapisana w zapisie czworkowym ma 7 cyfr.

a) Ile bedzie miata cyfr w zapisie 6semkowym?
b) Ile bedzie miata cyfr w zapisie dwojkowym?

ZADANIE 2.34. Pewna liczba x zapisana w zapisie 6semkowym ma 5 cyfr. Ile bedzie miata cyfr
w zapisie czworkowym?
2.1 Reprezentacja liczb w komputerze

Zmienne typu integer przechowywane sg zwykle w dwdch bajtach, czyli 16 bitach. Pierwszy bit
okresla znak liczby — jezeli wynosi on 0, to liczba jest dodatnia, w przeciwnym razie liczba jest
ujemna.

B Jezeli liczba jest dodatnia, to pozostate pietnascie bitow stanowi zapis binarny tej liczby.

B Liczby ujemne przechowywane sa w tak zwanym systemie uzupelnieniowym, tzn. liczba
ujemna o wartosci bezwzglednej z przedstawiana jest jako liczba 216 — 2 w postaci binarne;.

PRZYKEAD 2.35. Rozwazmy liczbe (82)1¢. Jest ona liczba dodatnia. Jej zapis w postaci binarnej
to 1010010. Zatem jest ona przechowywana w postaci:

znak | 15 bitow
0 | 000 0000 0101 0010

czyli ostatecznie 82 = (0000 0000 0101 0010)4p+t -

PRZYKEAD 2.36. Rozwazmy liczbe (—82)1¢. Jest ona liczba ujemna. Zapis jej wartosci bezwzgled-
nej, czyli 82, w postaci binarnej to 1010010. Zatem jest ona przechowywana w postaci:

1 0000 0000 0000 0000

B 102 o010+ cavli ostatecznie —82 = (1111 1111 1010 1110)3p¢ -

1111 1111 1010 1110
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PRZYKEAD 2.37. Rozwazmy liczbe (—82)19. Jest ona liczba ujemna. Jej zapis w postaci int
mozna rowniez uzyskaé nastepujaco:

B Zapis jej wartosci bezwzglednej na 16 bitach ,zaprzeczamy” i dodajemy ,,17;

0000 0000 0101 0010
1111 1111 1010 1101
+ 1
1111 1111 1010 1110

B Bad7 tez odejmujemy ,,1” od jej wartosci bezwzglednej na 16 bitach i ,zaprzeczamy”.

0000 0000 0101 0010
— 1
0000 0000 0101 0001
1111 1111 1010 1110

Analogicznie przebiega ,rozkodowywanie”.
PRZYKEAD 2.38. Rozwazmy liczbe 1111 1111 1010 1110. Jako ze pierwszy bit jest réwny 1,
zatem jest to liczba ujemna. Wyznaczamy ja nastepujaco:

B Sposodb 1:

1 0000 0000 0000 0000
— 1111 1111 1010 1110 , co daje nam 82, ale ze pierwszy bit byl réwny 1, zatem

0000 0000 0101 0010

kodowana liczba jest -82.

B Sposob 2 (zapis ,zaprzeczamy” i dodajemy ,,17):
1111 1111 1010 1110
0000 0000 0101 0001

+ 17
0000 0000 0101 0010

co daje nam 82, ale ze pierwszy bit byt réwny 1, zatem

kodowang liczba jest -82.
B Sposdb 3 (odejmujemy ,,1” od zapisu i ,zaprzeczamy”):

1111 1111 1010 1110

1 . L . )
1111 1111 1010 1101 <° daje nam 82, ale ze pierwszy bit byt réwny 1, zatem

0000 0000 0101 0010

kodowana liczba jest -82.

PRzZYKEAD 2.39. Rozwazmy liczbe 0000 0000 0101 0010. Jako ze pierwszy bit jest réwny O,
zatem jest to liczba dodatnia. Jako zZe jej zapis binarny to 1010010, zakodowana liczba jest (82)1¢.
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ZADANIE 2.40. Korzystajac z opisanych wyzej trzech réznych sposobéw, zapisz w int nastepujace
liczby:

a) 1311 -131.

b) 791 -79.

c) 2111 -211.

ZADANIE 2.41. Korzystajac z opisanych wyzej trzech réznych sposobéw, zapisz w systemie
dziesietnym nastepujace liczby zapisane w int:

a) 0000 0000 1111 0011 i 1111 1111 0000 1100.
b) 0000 0000 0110 01101 1111 1111 1001 1001.
¢) 0000 0001 0001 0001 i 1111 1110 1110 1110.

2.2 Przeszukiwania binarne
Niech A ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15}. Zalozmy, ze w grze przeciwnik wybiera x
ze zbioru A, a my musimy za pomoca, jak najmniejszej ilogci pytan odgadnaé ta liczbe. Wowczas
spos6b postepowania moze by¢ nastepujacy:
Dzielimy A na A; = {0,1,2,3,4,5,6,7} i Ay = {8,9,10,11,12,13,14,15} i pytamy,
do ktérego zbioru nalezy x. Nastepnie znowu dzielimy ten zbiér A; na potowy i pow-
tarzamy pytanie, itd.

PRZYKEAD 2.42. Niech z = 10.

{0,1,2,3,4,5,6,7} | {8,9,10,11,12,13,14, 15}
NiE TAK
{8,9,10,11} {12,13,14, 15}
TAK NIE
{8,9} {10,11} ’
NiIE TAK
{10} I
TAK NiE
czyli ostatecznie x = 10. Zadalidémy 4 pytania. i

Powyzszy spos6b rozumowania mozna rozszerzy¢ na dowolny n-elementowy zbiér X: odgadniecie
elementu utozsamiamy z odgadnieciem liczby ze zbioru {0,1,...,n — 1}, przy czym w najgorszym
przypadku minimalna liczba pytarn, jaka nalezy zadaé to [logy n]. Zatem np. majac do dyspozycji
k pytan mozna odgadnaé catkowita liczbe z przedziatu od 0 do 2% — 1 (czyli element ze zbioru o
mocy 2F).

ZADANIE 2.43.

a) Ile pytan nalezy zadac¢, aby odgadna¢ liczbe z przedziatu od 0 do 1000007
b) Ile pytan nalezy zada¢, aby odgadnaé¢ element ze zbioru X, gdzie:

X={xeN|1<z<33}7
c) lle pytan nalezy zada¢, aby odgadnaé¢ element ze zbioru X, gdzie:
X={xeN | 1<2z<30 ix parzyste}?
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Metode poszukiwari binarnych mozna zastosowaé do stwierdzenia, czy jakas liczba naturalna n
jest kwadratem innej liczby naturalnej, tzn. czy istnieje naturalna liczba k taka, ze k% = n.

Algorytm(int n)

1. kg:=1; kg :==mn.
2. Powtarzaj az do skutku:

2.a. Jezeli ky — kg < 1, to KONIEC, n nie ma pierwiastka.
. kg+k
2.b. j:= |54,
2.c. Jezeli j2 = n, to KONIEC, n jest potega j;
2.d. Jezeli j2 > n, to kg := j, w przeciwnym wypadku kg := j.

PRZYKEAD 2.44. Zastosuj algorytm wyznaczania pierwiastkéw do znalezienia pierwiastka stopnia
2 z liczb 49 i 59.

k

U

kg | 2kg—ka<1) | 7| 2(%°=n) | 2(>,<)

1 (49| 749-1<1) | 25 | 7(25% = 49) >
1|25 72(25—-1<1) | 13| ?7(13% = 49) >
1|13 ?213-1<1) | 7 | 2(7*=49) | KONIEC

czyli ostatecznie istnieje k = 7 takie, ze k? = 49.

ka | kg | 2(ky — kg < 1) g 22=n) | 7(>,<)
159 ?2(59—-1<1) 30 ?(30% = 59) >
130 ?230-1<1) 15 ?(15% = 59) >
1[15] ?2(15-1<1) 8 ?7(82 = 59) >
18] ?728—1<1) 4 ?7(4? = 59) < 7
4 18] ?728—-4<1) 6 ?7(6% = 59) <

6 | 8| 28—-6<1) 7 ?(7? = 59) <
718 | ?2(8—7<1) | KoNIEC

czyli ostatecznie nie istnieje k takie, ze k? = 59. Jednakze z warunkéw zatrzymania algorytmu
wynika, ze otrzymaliSmy przyblizenia z dotu: = 71 z gory: = 8. i

ZADANIE 2.45. Zastosuj algorytm wyznaczania pierwiastkéw dla znalezienia pierwiastka stopnia
2 z nastepujacych liczb:
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2.3 Waga

Rozwazmy wage szalkowa, dla ktérej na lewej szalce kladziemy jaki§ przedmiot do zwazenia,
a nastepnie na obu szalkach kladziemy odwazniki. Jezeli waga jest w rownowadze, woéwczas
wazony przedmiot ma wage réwna sumie wag odwaznikéw polozonych na prawej szalce minus
suma wag odwaznikéw potozonych na lewej szalce obok wazonego przedmiotu. Zakladamy, ze
zaréwno odwazniki jak i sam wazony przedmiot posiadaja wagi bedace liczbami naturalnymi.

PRZYKEAD 2.46. Jak ulozy¢ na szalkach odwazniki o nominatach 1, 3,9, 27, aby zwazy¢ odwazy¢
ciezar 357

Rozwigzanie. W ogblnosci, rozlozenie k odwaznikéw przy odwazaniu ciezaru W odpowiada przed-
stawieniu W w postaci W = Zi‘:ol d; - 3%, gdzie d; € {—1,0,1}. Aby przedstawi¢ ciezar W w
tej postaci, nalezy najpierw przedstawié¢ liczbe W* = W + % w systemie trojkowym: W* =
(ex—1...€0)3, a nastepnie za d; podstawi¢ e; — 1. Zatem w rozwazanym przykladzie, W* =
35+ 3L = 35440 = 75 = 2.2742-941-340-1 = (2210)3, stad dop = —1,d; = 0,dy = 1,d3 = 1.
Zatem rozlozenie jest nastepujace: odwaznik o nominale 1 na lewej szalce, odwaznik o nominale
3 pozostaje na stole, a odwazniki o nominatach 9 i 27 na prawej szalce (35 + 1 =27 +9). i

ZADANIE 2.47. Jak utozyé na szalkach odwazniki o nominatach 1, 3,9, 27,81, aby zwazy¢ odwazy¢
cigzar: (a) 92, (b) 1117

ZADANIE 2.48. Majac do dyspozycji po dwa odwazniki kazdego rodzaju z 1, 3,9, 27 wyznaczy¢
ulozenie odwaznikéw na szalkach tak, aby odwazyé¢ ciezar 65. Opisz sposob postepowania.

Analogiczne rozumowanie jak w przykladzie 2.46 mozna zastosowaé np. dla odwaznikéw innego
rodzaju bedacego potega jakiejs liczby p. Wéwcezas potrzebujemy odwaznikéw nie po jednym z
kazdego rodzaju, lecz po wickszej ilosci: wynika to z zapisu w systemie o zadanej podstawie. Jesli
np. rozwazymy system odwaznikoéw o nominatach czterech kolejnych poteg p = 5, tzn. 1, 5,25, 125,
wowcezas kolejne cyfry w zapisie liczby W* = W + 5ka1 w systemie o podstawie 4 naleza do zbioru
0,...,4. Aby otrzymac zadany rozktad odwaznikow na szalce, podstawiamy d; = e; — |5 ] = e; —2.
Jako ze d; € {—2,—1,0, 1,2}, potrzebujemy po dwa odwazniki z kazdego rodzaju.

ZADANIE 2.49. Majac do dyspozycji po dwa odwazniki kazdego rodzaju z 1, 5,25, 125 wyznaczy¢
ulozenie odwaznikéw na szalkach tak, aby odwazy¢ ciezar 164.
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Odpowiedzi do zadani

2.2,

a) 11.
b) 59.
c) 94.

2.4.

a) 111111,
b) 110000.
c) 10100.

2.6.

a) 1111 < 10001.
b) 11010 > 10111.
¢) 1111001 < 1111011,

2.8.

a) 1111 + 1110 = 11101.
b) 10011 4+ 1100 = 11111.

c) 110111 4 110011 = 1101010.
d) 101 + 111 + 111 = 10011.
e) 1011 4+ 1011 + 111 = 11101.

2.10.
a) 10011 — 1100 = 111.

b) 110111 — 110011 = 100.
c¢) 1010001 — 101110 = 100011.
d) 1011100 — 1010111 = 101.

2.12.

a) 101111 = 100011.
b) 1111 - 111 = 1101001.

¢) 10011 - 1100 = 11100100.
d) 111000 - 111 = 1100010000.

2.14.

a) 100011 : 101 = 111.
b) 1101001 : 111 = 1111.
¢) 110001 : 111 = 111.
d) 11000 : 1000 = 11.
¢) 1010001 : 1001 = 1001.
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2.16.
a) (111)19 = (1101111)5.

b) (169)10 = (10101001),.
¢) (411)10 = (110011011)5.

2.20.

a) $A91 = (2705)1,.
b) $C2 = (194)10.
¢) SFCA = (4042)10

2.22.
a) 199 = $127.
b) 541 = $21D.
c) 855 = $357.
2.24.

a) $A91 = (101010010001),.

$
b) $C2 = (11000010)s.

¢) $8CA = (11110101010)s.

2.26.

a) (1011101)5 = $5D.
b) (100010)y = $22.
¢) (111110110), = $1F6.

2.29.

a) 0.5625 = (0.1001)s.
b) 0.15625 = (0.00101)5.

¢) 0.328125 = (0.010101)5.

d) 0.78125 = (0.11101)s.
€) 7.5625 = (111.1001)s.
)

f) 11.15625 = (1011.00101),.
g) 13.328125 = (1101.010101)5.

2.31.

g) 130563.
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2.33.

a) 5 cyfr.

b) Jesli liczba x € {(1000000)4, (1000001)4, ..., (1333333)4}, to w zapisie dwojkowym
ma ona 13 cyfr, w przeciwnym wypadku, jesli liczba = € {(2000000)q, ..., (3333333)4},
to w zapisie dwojkowym ma ona 14 cyfr.

2.34. Jesli liczba « € {(10000)s, (10001)s, ..., (37777)s], to w zapisie czworkowym ma ona 7 cyfr,
w przeciwnym wypadku, jesli liczba x € {(40000)s, ..., (77777)s}, to w zapisie czwérkowym ma
ona 8 cyfr.

2.40.

a) 0000 0000 1000 0011, 1111 1111 0111 1101.
b) 0000 0000 0100 1100, 1111 1111 1011 0100.
c¢) 0000 0000 1101 0011, 1111 1111 0010 1101.

2.41.

a) 243, -244,
b) 102, -103,
c) 273, -274.

2.43.

a) [log, 100001] = 17.
b) Jako ze X ma 33 elementy, nalezy zadaé¢ co najwyzej [logs 33] = 6 pytan.
c¢) Jako ze X ma 15 elementow, nalezy zada¢ co najwyzej [logy 15] = 4 pytania.

2.45.
a) k=12,
b) kg =11, k, = 13,
c) k=25,
d) kg =22, k, =23

2.47.

a) Lewa szalka — 1, prawa szalka — 3-+9-+81.
b) Lewa szalka — 0, prawa szalka — 3+27-+81.

2.48. Jako ze 1 +3 + 9 + 27 = 40 i mamy do wyboru po dwa odwazniki kazdego rodzaju, nalezy
wyznaczy¢ ulozenie odwaznikéw dla 65 — 40 = 25, zakladajac, ze mamy tylko jeden komplet
odwaznikéw. Otrzymane utozenie dla 25: lewa szalka — 3, prawa szalka — 14-27. W konsekwencji
dla 65 ulozenie jest nastepujace: lewa szalka — 3, prawa szalka — 2x1+3+9-+2x27. Zauwazmy, ze
utozenie to jest rownowazne: lewa szalka — 0, prawa szalka — 2x14+942x27, gdyz w pierwszym
ulozeniu mamy odwazniki o wadze 3 na obu szalkach.

2.49. Lewa szalka — 1x1+2x5, prawa szalka — 1x125+42x25.
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ZESTAW ZADAN NR 3

KOMBINATORYKA

3.1 Wariacje z powtérzeniami

TWIERDZENIE 3.1 (Wariacje z powtorzeniami)
— Liczba ciggow dtugosci k ze zbioru {a,b} wynosi 2F.
k

— Liczba ciggow dtugosci k ze zbioru n-elementowego wynosi n”.
2

— Liczba funkcji z k-elementowego zbioru A w n-elementowy zbidr wynosi n®.

PRzZYKEAD 3.1. Wypisz wszystkie funkcje f: X — Y, gdzie:

a) X ={1,2,3}, Y ={a,b};
b) X ={a,b}, Y ={1,2,3}.

Czy mozna policzy¢, ile jest tych funkcji bez ich wypisywania?
Rozwigzanie.

2)

| x | i) | folx) | f3(2) | fulx) | fs(x) | fo(x) | falx) | fe(z) |

1 a b a a b b a b
2 a a b a b a b b
3 a a a b a b b b

Zgodnie z twierdzeniem 3.1, tych funkcji jest 23 = 8.

b)

| x [ file) [ fol2) [ f3(2) | fa(e) | fs(@) | fo(a) | fo(a) | fs(@) | folz) ]
a 1 2 3 1 2 3 1 2 3
b 1 1 1 2 2 2 3 3 3

Zgodnie z twierdzeniem 3.1, tych funkcji jest 3% = 9.

i

PRzZYKEAD 3.2. Mamy 10 réznych pilek i 2 rézne pudta. Kazda pitke wrzucamy do jednego z

pudel. Na ile sposobéw mozna to zrobié¢?

Rozwigzanie. Jako ze powyzsza sytuacje mozna utozsami¢ z funkcja f: {p1,po,...

aplO} - {1) 2})

ktora kazdej z dziesieciu pitek przyporzadkowuje numer pudtla, liczba rozmieszczen réwna jest

liczbie r6znych funkeji f. Na mocy twierdzenia 3.1 liczba ta wynosi 21°.
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PRZYKEAD 3.3. Pewna osoba miala przedostaé sie najkrotsza droga z punktu A do punktu B
(patrz ponizszy rysunek), a nastepnie wroci¢ z punktu B do punktu A. Szta tylko narysowanymi
ulicami. Na ile sposobéw mogta wybraé trase?

A o ul. Pierwsza @ < =
© = 5 = 2
20 5 © . 8
5 o e A n
= S S — 4
A = O P E
— . —
= = s ul. Siodma e B

Rozwigzanie. Wybér najkrotszej drogi, zaréwno tej 'do’ jak i 'z’ réwnowazny jest wyborowi ktorejs
z pieciu drég Druga, Trzecia, Czwarta, Pigta, Szdsta. Jako ze takiego wyboru dokonujemy dwa
razy, liczba mozliwosci wynosi 52.

Istnieje tez rozwiazanie bardziej formalne. Zauwazmy, ze istnieje wzajemna odpowiednio$é
pomiedzy najkrotszymi drogami 'do’ i 'z’; a funkcjami

f:{do,z} — {Druga, Trzecia, Czwarta, Pigta, Szésta},
a tym samym, na mocy twierdzenia 3.1, liczba réznych drég/funkcji wynosi 52. g

ZADANIE 3.4.

a) Ile istnieje liczb naturalnych 5-cyfrowych, w ktorych zapisie nie wystepuje cyfra '0’?
b) Ile istnieje liczb naturalnych 5-cyfrowych?
c) Ile istnieje liczb naturalnych 5-cyfrowych takich, w ktorych cyfra setek jest '5’7

ZADANIE 3.5.

a) Ile jest funkcji f ze zbioru {1,...,n} w zbior {a,b,c}?
b) Ile sposrdd nich spelnia warunek f(1) = a?
c¢) Ile sposrod nich spelia warunek f(1) # f(2)?

ZADANIE 3.6. Ile jest liczb trzycyfrowych w systemie:

a) dziesietnym,
b) dwojkowym,
¢) trojkowym?

Ile jest liczb trzycyfrowych z réznymi cyframi?

ZADANIE 3.7. Rzucamy 3 razy moneta, a nastepnie 4 razy kostka do gry. Ile réznych wynikdw
tego doswiadczenia mozemy uzyskac¢? (Zaktadamy, ze istotna jest kolejnosé).

ZADANIE 3.8. Grupa znajomych przyszta do ciastkarni, w ktorej byto 8 rodzajow ciastek. Kazdy
kupit jedno ciastko. Z ilu os6b sktadata sie grupa, jezeli wiadomo, ze moglo byé¢ 512 réznych
mozliwosci wyboru?

28



3.2 Wariacje bez powtorzen

TWIERDZENIE 3.2 (Wariacje bez powtorzen)
— Liczba ciggow bez powtdrzen dtugosci k ze zbioru n-elementowego wynost

n-n—1-...-((n—k)+1).
— Liczba réznowartosciowych funkcji z k-elementowego zbioru A w n-elementowy zbidr wynosi

n-(n—1)-...-((n—k) +1).

PRzYKEAD 3.9. Wypisz wszystkie roznowartosciowe funkcje f: X — Y, gdzie: (a) X = {1,2,3},
Y = {a,b}; (b) X = {a,b}, Y = {1,2,3}. Czy mozna policzy¢, ile jest tych funkcji bez ich
wypisywania?

Rozwigzanie.

a) Zauwazmy, ze nie istnieje réznowartosciowa funkcja f: X — Y, gdzie X = {1,2,3}, ¥ =
{a,b}, gdyz musimy trzem elementom z X przypisa¢ rozne wartosci, a zatem tych wartosci
do wyboru powinno by¢ przynajmniej trzy, a mamy do wyboru tylko dwie.

Zgodnie z twierdzeniem 3.2, tych funkcji jest 2-1-0 = 0.

b)
| x | A@) | @) | f(x) | falz) | fs(@) | fo(x) |
a 1 1 2 2 3 3
b 2 3 1 3 1 2
Zgodnie z twierdzeniem 3.2, tych funkcji jest 3 -2 = 6. g

PrRzYKEAD 3.10. W kawiarni, do ktorej przyszto 7 oséb, byto 10 gatunkéw ciastek. Kazdy kupit
jedno ciastko, przy czym kazdy kupit inne. Na ile sposobéw mozna byto kupié ciastka?

Rozwigzanie. Powyzsza sytuacje mozna utozsamié z réznowartosciowa funkcja

fi{o1,09,...,07} — {1,2,...,10},
ktora kazdej z siedmiu os6b przyporzadkowuje inny rodzaj ciastka. Zatem liczba sposobéw réwna
jest liczbie roznowarto$ciowych funkeji f, ktéra na mocy twierdzenia 3.2 wynosi 10-9-...-4.

PRZYKEAD 3.11. Pewna osoba miala przedosta¢ sie najkrotsza droga z punktu A do punktu
B (patrz rysunek ponizej), a nastepnie wroci¢ z punktu B do punktu A. Szla tylko narysowanymi
ulicami. Na ile sposobéw mogta wybraé trase, jesli nie chciata wracaé ta sama droga?

A o ul. Pierwsza

1

ul.Pigta
ul.Szosta

ul.Druga
ul. Trzecia
ul.Czwarta

ul. Siodma ® B
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Rozwigzanie. Zauwazmy, ze istnieje wzajemna odpowiednio$¢ pomiedzy réznymi najkrotszymi
drogami ’do’ i 'z’, a réznowarto$ciowymi funkcjami

f:{do,z} — {Druga, Trzecia, Czwarta, Pigta, Szésta},
stad, na mocy twierdzenia 3.2, liczba roznowartosciowych funkeji/tras wynosi 5 - 4 = 20. i

ZADANIE 3.12.

a) Ile istnieje liczb naturalnych 5-cyfrowych o nie powtarzajacych sie cyfrach takich, w ktorych
zapisie nie wystepuje cyfra '0’?
b) Ile istnieje liczb naturalnych 5-cyfrowych o nie powtarzajacych sie cyfrach?

c) Ile istnieje liczb naturalnych 5-cyfrowych o nie powtarzajacych sie cyfrach takich, w ktorych
cyfra setek jest 57

ZADANIE 3.13. W grupie sktadajacej sie z 3 dziewczat i 5 chtopcéw, urodzonych w tym samym
roku, zadna para dziewczat i zadna para chtopcéw nie obchodzi urodzin tego samego dnia roku.
Ile jest mozliwosci wystapienia takiego zdarzenia ze wzgledu na daty urodzin tych o$miu os6b?

ZADANIE 3.14. 7Z ilu os6b sklada sie grupa, jezeli wiadomo, ze na 5 miejscach osoby te moga
usiasé na 60 sposobow?
3.3 Permutacje

TWIERDZENIE 3.3 (Permutacje) Liczba permutacji (czyli n-elementowych ciggow bez powtdrzen
o elementach ze zbioru n-elementowego) wynosi

n-(n—1)-...-2-1=nl

PRzYKEAD 3.15. Wypisz wszystkie réoznowartosciowe funkcje f: X — Y, gdzie X = {1,2,3},
Y ={a,b,c}. Czy mozna policzy¢, ile jest tych funkcji bez ich wypisywania?

Rozwigzanie.
L x [ A@) | fo@) | @) | fal@) | f5(2) | fo(x) ]
1 a a b b c c
2 b c a c a b
3 c b c a b a
Zgodnie z twierdzeniem 3.3, tych funkcji jest 3! = 6. g

PRZYKEAD 3.16. lle roznych 4-cyfrowych liczb mozna utworzyé¢ z cyfr 1,2, 3,4 tak, aby zadna
cyfra w liczbie nie powtarzala sie?

Rozwigzanie. Jako ze kazda 4-cyfrowa liczba o niepowtarzajacych sie cyfrach ze zbioru {1,2, 3,4}
jednoznacznie odpowiada 4-elementowemu ciaggowi bez powtérzeri, na mocy twierdzenia 3.3 liczb
tych jest 4! = 24. i
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ZADANIE 3.17.

a) Ile roznych 5-cyfrowych liczb mozna utworzy¢ z cyfr 1,2, 3,4, 5 tak, aby zadna cyfra w liczbie
nie powtarzata sie?

b) Ile réznych 5-cyfrowych liczb mozna utworzy¢ z cyfr 1,2, 3, 4,5 tak, aby zadna cyfra w liczbie
nie powtarzala si¢ i aby na miejscu dziesiatek stata ’5’ lub 4’7

ZADANIE 3.18. Rodzina 6-osobowa (rodzice i czworo dzieci) ustawia sie w szeregu do zdjecia. Ile
roznych fotografii mozna otrzymaé, jezeli:

a) kazdy moze sta¢ obok kazdego,
b) rodzice stoja na dwoch koncach szeregu?

ZADANIE 3.19. 20-osobowa grupa wsiada do autobusu. Najpierw wsiada 12 pan, a za nimi 8
panéw. Ile istnieje réznych mozliwosci tego zdarzenia?

ZADANIE 3.20. Ile jest réznych sposobéw ustawienia na potce dzieta 5-tomowego tak, aby:

a) tomy I 1 II staly obok siebie,
b) tomy I i II nie staly obok siebie?

ZADANIE 3.21. Na ile sposob6éw mozna rozsadzié¢:

a) 3 osoby na 3-osobowej karuzeli,
b) 4 osoby na 4-osobowej karuzeli,
¢) n 0s6b na n-osobowej karuzeli?

Uwaga. Jako ze karuzela sie kreci, dwa rozsadzenia uwazamy za rdézne, jezeli co najmniej jedna
osoba ma co najmniej z jednej strony innego sasiada — czyli rozsadzenia takie jak na ponizszym
rysunku sa identyczne.

o] o3

2. .3 1. .2

ZADANIE 3.22. Na ile sposobéw mozna rozsadzi¢ przy okraglym stole:

a) 3 osoby,
b) 4 osoby,

c) n osob?
Uwaga. Rozsadzenia przedstawione na powyzszym rysunku traktujemy jako rézne.

ZADANIE 3.23. W ilu permutacjach zbioru {1,...,5} jedynka stoi przed dwojka (niekoniecznie
bezposrednio)?
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3.4 Permutacje z powtoérzeniami

TWIERDZENIE 3.4 (Permutacje z powtorzeniami)

Niech dane bedzie n elementow, gdzie elementow typu 1 (nierozréznialnych) jest ny, elementéow
typu 2 (nierozréznialnych) jest na, ..., elementow typu k (nierozrézinialnych) jest ny. Wowczas
liczba sposobow, na ktore mozna uporzgdkowadé te elementy w rzedzie, wynosi

< n > n!
ni,ng,...,Ng nl'nk'

PRZYKEAD 3.24. Ile réznych stow mozna utworzyé z liter stowa:

a) ULICA,
b) MARTA,
¢) LALKA.

Rozwigzanie. Majac na uwadze z Twierdzenie 3.4 oraz:

a) ze wszystkie litery w stowie ULICA sg rozne, otrzymujemy 5!.
b) ze w stowie MARTA sa dwie litery 'A’, otrzymujemy g—:
c) ze w stowie LALKA mamy dwie litery 'L’ i dwie litery ’A’, otrzymujemy 2?—;, i

ZADANIE 3.25. Ile réznych liczb 5-cyfrowych mozna utworzy¢ z cyfr 1,1, 1, 2,27
ZADANIE 3.26. Ile réznych nieparzystych liczb 6-cyfrowych mozna utworzy¢ z cyfr 2,2,4,4,7,97

ZADANIE 3.27. Na ile r6znych sposobéw mozna nawlec na sznurek 10 korali: 4 czarne, 4 czerwone
i 2 biatle, jesli ustalimy poczatek i koniec sznurka? A jesli potraktujemy sznurek jako naszyjnik?

3.5 Kombinacje

TWIERDZENIE 3.5 (Kombinacje)
Liczba wybordw k-elementowego podzbioru ze zbioru n-elementowego wynosi

(1) = m

PRZYKEAD 3.28. Na ile sposob6w mozna podzieli¢ grupe 8-osobowa na dwie grupy: 5-osobowa
i 3-osobowa? Na ile sposobéw mozna podzieli¢ grupe 8-osobowa na dwie réwne grupy?

Rozwigzanie. Zauwazmy, ze wybor trzech oséb z o§miu automatycznie wyznacza wyboér pieciu oséb
z tej samej grupy. Tym samym sposobow podziatu grupy 8-osobowej na dwie grupy (5-osobows i
3-osobowa) jest (g) = 56. Co wiecej, powyzsza obserwacja implikuje, ze (g) = (g), a w ogoblnosci
(Z) = (nﬁ k;) Jesli natomiast rozwazymy wybor czteroosobowej grupy, wowczas musimy pamietac,
ze temu samemu podzialowi odpowiadaja dwa rézne wybory grupy, tzn. wybér oséb 1,2,3,4 z
oSmiu i otrzymany podzial jest réwnowazny wyborowi oséb 5,6,7,8, bo podzial jest ten sam,
zatem rozwazanych podzialéw jest % . (i) = 35. i

ZADANIE 3.29. Mamy do wyboru 3 rodzaje chlebéw i 4 rodzaje butek. Chcemy kupié¢ 2 rézne
chleby i 2 rézne butki. Na ile sposobéw mozemy to zrobié¢?

32



ZADANIE 3.30. Ustawiamy 30 réznych ksiazek na 4 poétkach tak, aby na pierwszej podtce bylo
10 ksiazek, na drugiej — 8, na trzeciej — 7, a na czwartej — 5). Ile jest takich ustawien, gdy
nieistotne jest ustawienie/kolejnosé ksiagzek na potce, a ile w przypadku, gdy kolejnosé/ustawienie
jest istotne?

Przypomnijmy, ze w kartach do gry mamy cztery kolory — jest to kier O, karo {, trefl &
oraz pik #. Pare stanowia dwie te same figury ze zbioru {9,10,W,D,K;A} (w przypadku talii
ztozonej z 24 kart) lub ze zbioru {2,3,4,5,6,7,8,9,10,W,D,K;A} (w przypadku talii zlozonej z 52
kart); analogicznie, trdjke stanowia trzy te same figury, np. trzy damy, a kareta to cztery figury,
np. kareta asow.

ZADANIE 3.31. Z talii 52 kart losujemy 10 kart. Ile istnieje mozliwych wynikéow losowania, w
ktorych wylosujemy 2 damy?

ZADANIE 3.32. 7 talii 24 kart wybieramy 5 kart. Ile jest takich wyboréw, w ktérych dostaniemy:
a
b

C

d

5 kart w jednym kolorze,
1 pare i 1 trojke,

2 pary réznych figur,

2 pary?

)
)
)
)

ZADANIE 3.33. Na ile sposob6w mozna utworzy¢ 5 par z 10 os6b?
ZADANIE 3.34. Na ile sposobéw mozna rozda¢ 52 karty czterem osobom (po réwno)?

ZADANIE 3.35. Znajdz liczbe rozdan przy grze w brydza, w ktérych kazdy z grajacych otrzyma
doktadnie jednego asa i jednego krola.

ZADANIE 3.36. Z ilu osob sktada sie klasa, jezeli wiadomo, ze 2-osobowa delegacje mozna wybraé
na 300 sposobow?

3.6 Zadania rozne

ZADANIE 3.37. Ile prostych mozna przeprowadzi¢ przez b punktéow, z ktoérych zadne 3 nie sa
wspotiniowe?

ZADANIE 3.38. Ile przekatnych ma:

a) siedmiokat wypukty,
b) n-kat wypukty?

ZADANIE 3.39. Pokoje w mieszkaniu, ktérego plan przedstawia ponizszy rysunek, maja by¢
pomalowane w taki sposéb, aby pokoje majace wspoélne drzwi byly pomalowane réznymi kolorami.
Na ile sposobéw mozna pomalowaé¢ mieszkanie majac do dyspozycji n kolorow?

=

T
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ZADANIE 3.40. WyobraZzmy sobie, ze ponizszy rysunek przedstawia prostokatng krate ulic 6 x 4.
Chcemy przejsé ulicami od A do B idac najkrotsza drogg. Ile jest takich drog? Uogdlnij wynik
na krate o dowolnych wymiarach n x k.

B

ZADANIE 3.41.

a) Ile rozwigzan ma réownanie x1 + zo + 3 + x4 + x5 = 6, gdzie kazde x; jest nieujemna liczba
catkowita?
Wskazowka. Rozwazyé prostokatna krate 6 x 4 i najkrétsze drogi z lewego dolnego rogu do
prawego gornego rogu.

b) Ile rozwigzaii ma réwnanie x1 + 2 + ... + x; = n, gdzie kazde z; jest nieujemna liczba
catkowita?

ZADANIE 3.42. Zalézmy, ze mamy przedmioty w k réznych typach, ze liczba przedmiotow
kazdego typu jest nieograniczona oraz ze przedmioty jednego typu sa nierozroznialne. Na ile
sposobéw mozna wybraé n przedmiotéw sposrod tych k typow przy zalozeniu, ze dopuszczalne sa
powtoérzenia typow i ze kolejnosé wybranych przedmiotéw jest nieistotna?

Wskazowka. Patrz poprzednie zadanie.

ZADANIE 3.43. W kolejce do kina stoi n oséb. Osoby te sa wpuszczane do kina w k grupach, z
ktorych kazda sktada sie z jednej lub wiecej os6b. Na ile sposobdéw mozna utworzy¢ tych k grup?
Wskazowka. Rozwazy¢ wstawianie ,bramek” pomiedzy osoby jako podzial na grupy.

ZADANIE 3.44. Ile rozwiazari ma réwnanie 1 + x2 + ... + x = n, gdzie kazde x; jest dodatnia
liczbg catkowita?
Wskazowka. Patrz poprzednie zadanie.

ZADANIE 3.45. Zastosowaé odpowiedZ do poprzedniego zadania w celu przedstawienia uzasad-
nienia, ze liczba rozwigzan réwnania 1 + x2 + ... + x; = n, gdzie kazde x; jest nieujemng liczbg

calkowitg, wynosi ("fol)

Wskazowka. Rozwazy¢ podstawienie y; = x; + 1 oraz odpowiednio powstate rownanie.

ZADANIE 3.46. Mamy 30 jednakowych pitek, ktore wrzucamy do réznych 5 pudel. Ile jest takich
rozmieszczen, ze zadne pudlo nie jest puste?

ZADANIE 3.47. Mamy r jednakowych kul i n r6znych komorek. Ile jest takich rozmieszczeri kul
w komorkach, ze zadna komorka nie jest pusta?

ZADANIE 3.48. Mamy r jednakowych kul i n réznych komoérek. Ile jest wszystkich mozliwych
rozmieszczen kul w komorkach?

ZADANIE 3.49. W poczekalni u lekarza w rzedzie z n krzesel siedzi k pacjentéw w ten sposob,
ze zadni dwaj z nich nie znajduja sie na sasiednich krzestach. Na ile sposobéw moze byé¢ wybrany
odpowiedni zbior krzeset?

ZADANIE 3.50. Jezeli na obwodzie kota jest rozmieszczonych n punktéw i kazda para punktow
jest potaczona linig prosta, to koto dzieli sie na pewng liczbe obszaréw. Pokazaé, ze jesli zadne
trzy proste nie przetna sie wewnatrz kota, to liczba obszaréw bedzie rowna co najwyzej 1+n+ (g)
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3.7 Wlasnosci
PRZYKELAD 3.51. Wykaz, ze (}) = (}21) + (" ).

Rozwigzanie. Lewa strone rownania stanowi ilo§¢ wyboréw k liczb ze zbioru {1,2,...,n}. Za-
uwazmy, ze zbiory k-elementowe mozna podzieli¢ na te, ktére zawierajg liczbe n, oraz te, ktére
jej nie zawieraja. W pierwszym przypadku tych zbioréow jest (Zj) (bo zakladajac, ze n nalezy
do zbioru, pozostaje wybra¢ k — 1 elementow ze zbioru {1,...,n — 1}), w drugim natomiast tych
zbiorow jest (”;1) (bo wybieramy k liczb ze zbioru {1,2,...,n—1}). I dokladnie suma ilosci tych
wyborow jest po prawej stronie réwnania.

Powyzsza rownosé mozna wykazaé tez rozwijajac lewa strone réwnania. A doktadnie:

n—1 n—1 n—1)! n—1)!
o)+ (") = (kfl)!-(((nfl))f(kfl))! + k!-((nfk)fl)!
k-(n—1)! (n—1)!(n—k)
FO—D)- (=R T Fn—k—1)-(n—F)

(n=1)!-(k+n—k) _ (n—1!'n __ n! _ (n)
- El-(n—k)! Tkl (n—=k)! T El(n—k)! T \k/"

n

Zauwazmy na koniec, ze z definicji zachodzi (:1) = ( 2) dla dowolnych n; i ng takich, ze

ni + no = n, a zatem, poniewaz (nln:l}m) = (:;11) oraz (n:;;l) = ("T;ll), powyzsza rOWNosé

no\ n—1 n—1
(a,b) N (a—l,b)—i_(a,b—l)' i

ZADANIE 3.52. Niech a,b i ¢ beda liczbami naturalnymi takimi, ze a + b + ¢ = n. Wykaz, ze
n _ n—1 n n—1 n n—1
a,b,c)  \a—1,bc a,b—1,c a,b,c—1)"

PRZYKEAD 3.53. Udowodnij rownosé (1) = (7-1) + (722 +... + () + (52D,

mozemy zapisaé jako

Rozwigzanie. Zauwazmy, ze lewa strona jest z definicji iloscia wyboréw k liczb ze zbioru {1,2,...,n}.
7 drugiej strony, zauwazmy, ze wérod wszystkich podzbioréw k-elementowych mozna wyrédznic te,
ktore maja 1 jako najmniejszy element, nastepnie te, ktére maja 2 jako najmniejszy element, ..., i
na koniec te, ktore maja n — k jako najmniejszy element — i dokladnie suma ilosci tych wyborow
jest po prawej stronie réwnania. i

n
ZADANIE 3.54. Udowodnij réwnos¢ > () = 2"
k=0

Wskazowka. Rozwazy¢ ilosé wszystkich podzbioréow zbioru n-elementowego.

ZADANIE 3.55. Udowodnij rownosé (o) — (1) + (5) —. ..+ (=)' (") + (=1)"(}) = 0.

n—1 n

Wskazowka. Skorzystaé z wlasnosci z Przyktadu 51.

k
ZADANIE 3.56. Udowodnij réwnosé - (%) (") = (";").
r=0

Wskazowka. Rozwazyé wybor k oso6b sposrod grupy n kobiet i m mezczyzn.
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ZADANIE 3.57. Udowodnij rownosé i (MG =2%(3).
=0

Wskazowka. Rozwazy¢ kolorowanie k sposrod n obiektéw, majac do dyspozycji dwa kolory.

n
ZADANIE 3.58. Udowodnij réwnosé (Z)Z = (M.
k=0

Wskazowka. Rozwazy¢ wybdr n 0s6b sposrod grupy n kobiet 1 n mezcezyzn.

ZADANIE 3.59. Z powyzszego zadania mozemy wywnioskowaé, ze chcac wybraé z grupy 2n oséb,
sktadajacej z n kobiet i n mezczyzn, podzbior o takiej samej liczbie kobiet i mezcezyzn, podzbior
ten moze byé¢ wybrany na (2:) sposobéw. Zakladajac, ze po wybraniu takiego podzbioru chcemy
ustali¢ ponadto przywddce wsréd mezezyzn i przywodczynie wsroéd kobiet, wywnioskowad, ze

= 2(n)2 2(2n—2
> k()" =n?(55).
k=1
Wskazowka. Rozwazyé wyboér grupy z przywodca.

ZADANIE 3.60. Udowodnij rownosé¢ () () = (}) ("7]“)

m—k
Wskazowka. Rozwazyé sytuacje, w ktorej mamy dokonaé¢ wyboru m osobowej delegacji sposrod n
os6b, a nastepnie w tej delegacji wybraé¢ k-osobowy zarzad.

n
ZADANIE 3.61. Udowodnij réwnosé: Y k(}) =n2"1.
k=0

Wskazowka. Rozwazy¢ rownanie (14 z)" = >, _, (Z)xk, pochodna oraz podstawienie x = 1.
3.8 Zasada wlaczania i wylgczania

TWIERDZENIE 3.6 (Zasada wlaczania i wylaczania)

|AUB| = [A] +[B| - |AN BJ,
|JAUBUC|=|A|+|B|+|C|—|ANB|—|ANC|—|BNnC|+|ANnBNC|,

=1 Ic{1,..., n} el

PRZYKEAD 3.62. Wyznacz liczbe elementow |[ANBNC| oraz |C| wiedzac, ze |A| = 12, |B| = 10,
|JANB|=4,|BNC|=2,|AnC|=2,|AUBUC|=20.

Rozwigzanie. Na podstawie zasady wlaczania-wylaczania otrzymujemy, ze |C| 4+ |[AN BN C| = 6.
Zauwazmy, ze |[ANBNC| < |IBNC| = 2, a zatem |AN BN C| moze byc rowne 0,1 lub 2.
Otrzymujemy wtedy, ze |C| € {4,5,6}. ¢

PRZYKEAD 3.63. Oblicz, ile dodatnich liczb mniejszych od 100 jest podzielnych przez 2,3 lub 5.

Rozwigzanie. Niech D oznacza zbioér liczb podzielnych przez 2, T przez 3 i P przez pie¢, DN P zbiér
liczb podzielnych przez 2 i 5, itp. Z zasady wlaczania-wylaczania otrzymujemy, ze |[D UT U P| =
494+33419-16—-9—-6+3 = T73. i
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ZADANIE 3.64. Wyznacz liczbe elementow |A N B N C| oraz |C| wiedzac, ze |A| = 10, |B| = 9,
|[ANB|=3,|[ANnC|=1,|BnC|=1,|/AuBUC|=18.

ZADANIE 3.65. lle 0séb jest w grupie, jesli wiemy, ze 10 zna Francuski, 15 zna Szwedzki, 12 zna
Duriski? Ponadto sposréd nich 5 zna Francuski i Szwedzki, 4 zna Francuski i Duriski, a 3 Szwedzki
i Duniski. Tylko 2 zna wszystkie 3 jezyki.

ZADANIE 3.66. Ile 0s6b jest w grupie, jesli wiemy, ze 18 zna Francuski, 11 zna Niemiecki, 15 zna
Duriski, 13 zna Turecki, Dunski i Turecki zna 8, Francuski i Niemiecki zna 9, Turecki i Francuski
zna 7, Dunski i Francuski zna 8, Niemiecki i Turecki zna 9, Niemiecki i Dunski zna 5, Niemiecki i
Francuski i Dunski zna 3, Niemiecki i Francuski i Turecki zna 4, Francuski i Dunski i Turecki zna
3, Niemiecki i Francuski i Turecki i Duniski zna 27

ZADANIE 3.67. Oblicz, ile dodatnich liczb mniejszych od 100 nie jest podzielnych przez zadng z
liczb 2,3,5 lub 7.

3.9 Zasada szufladkowa Dirichleta

PRZYKEAD 3.68. Pewna grupa ludzi wita sie podajac sobie rece. Nikt nie wita sie¢ z samym
soba, a zadna para nie wita sie wiecej niz raz. Pokazaé, ze beda istnialy 2 osoby, ktore witaly sie
tyle samo razy.

Rozwigzanie. Mamy n oséb. Mozliwe liczby powitan to od 0 do n — 1, przy czym nie jest mozliwe,
by jednoczesnie wystepowata osoba z 0 i osoba z n — 1 powitaniami. Zatem liczba mozliwych
roznych ilosci powitan jest rowna co najwyzej n — 1. Skoro 0s6b jest n, z zasady szufladkowe;j
Dirichleta otrzymujemy teze. i

ZADANIE 3.69. Pawel ma w szufladzie 200 biatych skarpetek i 300 czarnych. Lewe skarpetki sa
nieodréznialne od prawych. Niestety Pawel nie potrafi odrézni¢ koloru biatego od czarnego. Ile
skarpetek musi on zabra¢, aby mie¢ pewno$é¢, ze cho¢ dwie beda tego samego koloru? Ile skarpetek
musi on zabraé¢, aby mie¢ pewno$é, ze cho¢ 10 bedzie tego samego koloru?

ZADANIE 3.70. Pokazaé¢, ze wsrdd 25 studentéw zdajacych egzamin zawsze znajdzie sie pieciu,
ktorzy otrzymali te sama ocene przy skali ocen: 2, 3, 3+, 4, 4+, 5.

ZADANIE 3.71. Uzasadnij, ze wsréd dowolnych 14 liczb naturalnych znajdziemy dwie, ktore przy
dzieleniu przez 13 daja te sama reszte.

ZADANIE 3.72. Majac danych 10 dowolnych réznych liczb dodatnich mniejszych od 107 pokazac,
ze beda istnialy dwa roztaczne podzbiory tych liczb, ktérych elementy daja taka sama sume.
ZADANIE 3.73. Udowodnij, ze wéréd dowolnych n+ 1 liczb catkowitych bedzie istniata para liczb
rézniacych sie o wielokrotnosé n.

Wskazowka. Majac dane liczby Iy, ..., [, rozwazy¢ n szufladek ponumerowanych 0,1,...,n — 1.
Nastepnie rozwazy¢ kazda z liczb I; — Iy i wlozy¢ ja do szufladki odpowiadajacej reszcie z dzielenia
tej liczby przez n.

ZADANIE 3.74. Uzasadnij, ze wsréd dowolnych pieciu punktéw nalezacych do wnetrza kwadratu
o boku 2 zawsze sg dwa punkty odlegle o nie wiecej niz v/2.

Wskazowka. Podzieli¢ kwadrat 2 X 2 na cztery jednakowe ,szufladki”.
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ZADANIE 3.75. Udowodnij, ze wéroéd dowolnych n + 1 liczb catkowitych ze zbioru {1,2,...,2n}
istnieje taka, ktora jest wielokrotnoscia innej.

Wskazowka. Rozwazy¢ n szuflad ponumerowanych kolejnymi liczbami nieparzystymi 1,3,...,2n—1.
Kazda z wylosowanych liczb wktadamy do szuflady z numerem m, jezeli k = 2"m dla jakiegos r > 0.
3.10 Algorytmy generowania podzbioréw i permutacji
Algorytm generowania podzbioréw zbioru {1,...,n}.
B pierwszy podzbior to 0;
B kolejny podzbiér po podzbiorze A:
* znajdujemy najwickszy element nie nalezacy do A, czyli a = max{i ¢ A},

* jezeli nie ma takiego a, to rozwazany podzbior A jest ostatnim — KONIEC;

* w przeciwnym przypadku, dodajemy a do zbioru A i usuwamy z A wszystkie
elementy wieksze od a.

PRZYKEAD 3.76. Rozwazmy zbor {1,2,3,4,5,6} i zalézmy, ze wygenerowalismy podzbior A =
{1,2,3,6}. Sposrod elementéw nienalezacych do A algorytm znajduje najwiekszy, czyli a = 5.
Wstawiamy 5 do A i usuwamy wszystkie x > 5, czyli tutaj tylko 6, otrzymujac {1,2,3,5}. i
ZADANIE 3.77. Wypisz 10 kolejnych podzbioréw zbioru {1,2,3,4,5,6}.
ZADANIE 3.78. Wypisz 10 kolejnych podzbioréw zbioru {1, 2, 3,4, 5,6, 7} poczynajac od podzbioru
{1,2,3,5}.
Algorytm generowania k-elementowych podzbiorow {1,...,n}.

B pierwszy podzbior to {1,...,k};

B kolejny podzbior po podzbiorze A = {aq,...,a;}, gdzie a; < ... < ag:

* znajdujemy najmniejsze i takie, ze a; + 1 € A;

* jezeli a; = ay, to rozwazany podzbior A = {n — k + 1,...,n} jest ostatnim —
KoNIEC;

* w przeciwnym przypadku, zwickszamy a; o jeden, a elementy mniejsze od a;
zamieniamy na ¢ — 1 najmniejszych kolejnych liczb, tzn. a; := j, dla j <.

PRZYKEAD 3.79. Rozwazmy zbior {1,2,3,4,5,6,7} i zal6zmy, ze wygenerowaliSmy juz podzbior
{2,3,4,6}. Algorytm znajduje i =3, boa; =4ia;+1=>5¢{2,3,4,6}. Zatem a; :=a; +1=25,

a elementy aj, as przyjmuja odpowiednio wartosci 1 i 2. Zatem kolejny podzbior to {1,2,5,6}. 4

ZADANIE 3.80. Wypisz 10 kolejnych 3-elementowych podzbioréw zbioru {1,2,3,4,5,6}.
ZADANIE 3.81. Wypisz 10 kolejnych 5-elementowych podzbioréw zbioru {1,2,3,4,5,6,7}.
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Algorytm generowania permutacji zbioru {1,...,n}.
B pierwsza permutacja to a; = ¢, dla 1 > i > n,
B kolejna permutacja po permutacji (aj ... ay):

* znajdujemy najwigksze j spelniajace warunek a; < a;41

* jezeli nie ma takiego j, to rozwazana permutacja jest permutacja ostatnia —
KoONIEC

* w przeciwnym przypadku, zamieniamy a; z najmniejszym ay, takim, ze ap > a;
i k> j, a nastepnie odwracamy porzadek elementow a;i1q,...,a,

PRZYKEAD 3.82. Rozwazmy permutacje (436521). Algorytm znajduje j = 2 1 a; = 3. Mamy
3 < 6 =agoraz 3 < 5 = a4, zatem zamieniamy as z ay. Nastepnie odwracamy kolejnosé elementéw
as, aq, as, ag, otrzymujac (451236).

ZADANIE 3.83. Wypisz 10 kolejnych permutacji zbioru {1,2,3,4,5,6} poczynajac od permutacji
(456321).

ZADANIE 3.84. Wypisz 10 kolejnych permutacji zbioru {1,2,3,4,5,6,7} poczynajac od permu-
tacji (5463721).

3.11 Permutacje raz jeszcze

Na permutacje n-elementows mozna patrze¢ jak na dowolng réznowartosciowa funkcje ze zbioru
{1,2,...,n} na ten sam zbiér. Na oznaczenie permutacji 7 uzywa sie zapisu

Przyktadem permutacji jest
(12345
\25431)
ktora jest funkcja przyjmujaca nastepujace wartosci: m(1) = 2, w(2) = 5, m(3) = 4, w(4) = 3 oraz

m(5) = 1. Dwie permutacje mozna sktada¢ tak, jak sie sktada funkcje. Zlozenie permutacji 7 i
79 okreslone jest wzorem

7 o ma(x) = m(ma(x)).

Na przyktad dla permutacji

(1234 (12 34
Mm=l2143)™7(3 1 4 2
ich ztozenie m = m o Ty wynosi
(12 34
™\4231)



Zbior S, wszystkich permutacji na zbiorze {1,2,...,n} z dzialaniem zloZenia ma nastepujace
wlasnosci:

a) Zlozenie permutacji jest taczne, czyli, dla kazdych trzech permutacji my,my oraz ms zachodzi
T © (7T2 O7T3) == (7‘(‘1 O7T2) o T3.
b) Wsrod permutacji istnieje identycznosé id, czyli permutacja, ktora kazdemu x z dziedziny

przypisuje wartos¢ id(x) = x. Identycznosé jest elementem neutralnym operacji sktadania
permutacji, poniewaz dla kazdej permutacji m zachodzi

moid=1idom=m.

c¢) Dla kazdej permutacji 7 istnieje permutacja odwrotna (funkcja odwrotna) 7! spetniajaca

warunek
mon l=n"lor=1id
Na przyktad dla permutacji
1 2 3 4 5
"“\25 431
permutacja odwrotna 7! jest
1 (1 2 3 45
T T\51432)

Mozemy sprawdzi¢ np. dla z = 3:
mor 1(3) = w(x71(3)) = n(4) = 3.

Wyznaczenie permutacji odwrotnej odbywa si¢ w nastepujacy sposob: jesli w(x) =y, to 7~ (y) =
z, gdyz wowczas otrzymamy wo L (y) = (77 (y)) = 7(x) = y = id(y).

ZADANIE 3.85. Majac dane ponizej permutacje 71 i m, oblicz 7 o my, w9 0 71, ﬂfl, ﬂ;l.

/(12345 /(12345
Mm={2 5 431) ™ {15432

PRZYKEAD 3.86. Wypisz wszystkie 4-elementowe permutacje spelniajace warunek m(2) = 4
(poréwnaj z Zadaniem 3.17).

Rozwigzanie.
1 2 3 4 1 2 3 4 1 3 4 1 2 4
14 2 3)°\1 43 2) \2 1 3/)°\2 4 3 1)
1 2 3 4 1 2 3 4 4
341 2)°\3 421
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ZADANIE 3.87. Ile jest 6-elementowych permutacji m spetniajacych warunek:

a) m(2) =3;
b) m(2) =3 oraz 7(3) =27

ZADANIE 3.88. Wyznacz liczbe permutacji 7 ze zbioru Sg, ktore speliaja 72 = id, 7 # id.

Czesto stosuje sie cykliczng notacje permutacji. Rozwazmy dla przyktadu permutacje

(12345
"\25431)
Zauwazmy, ze (1) = 2,7(2) = 5 oraz 7(5) = 1 — moéwimy tym samym, ze elementy 1,2 oraz

5 tworza cykl (1 2 5) dlugosci 3. Analogicznie, majac na uwadze, ze 7(3) = 4 oraz w(4) = 3,
otrzymujemy cykl (3 4) dtugosci 2. Permutacje m mozemy teraz zapisac jako

LW =~

T=(125)0(34),

albo réwnowaznie
m=(125)(34) (tzn. bez znaku operatora o).

Dowolna permutacje 7 zbioru X = {1,...,n} mozemy rozlozy¢ na roztaczne cykle w sposob
nastepujacy:

1) Wybieramy dowolny element z € X, ktory nie jest jeszcze w zadnym cyklu.

2) Iterujemy permutacje 7 otrzymujac kolejno:
2,7 (@), 72 (), 7 (@), ...

az do uzyskania 7/ (z) = x, gdzie 7'(z) =7o...om(x),i=1,2,...,].

i razy
3) Dodajemy do rozktadu cykl (w al(z) m(x) 73(x) ... ﬂjfl(x)>.

4) Jesli w zbiorze X pozostaly jeszcze elementy niepokryte przez zaden cykl, to wracamy do
kroku (1) naszej procedury.

Jesli permutacja w zlozona jest z k roztacznych cykli, to zapisujemy ja jako

m=(x1 ...)(x2 ...). .. (g ...),

gdzie w kolejnych nawiasach sa elementy kolejnych cykli zaczynajacych sie odpowiednio od z1, ..., xk.
Nalezy podkreslié¢, ze nie ma znaczenia kolejnosé cykli, ani to, od jakiego elementu zaczynamy cykl
—np. (125)(34)1(34)(25 1) oznaczaja te sama permutacje — wazne natomiast sa dlugosci
cykli i kolejnogé elementéw je tworzacych. A doktadnie, zachodzi nastepujace twierdzenie.

TWIERDZENIE 3.7 (Rozklad permutacji na cykle) Rozktad permutacji na cykle jest jednoznaczny
z doktadnoscig do kolejnosci cykli i elementow poczatkowych.
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PRZYKEAD 3.89. Rozwazmy permutacje

Rozktad 7 na cykle jest nastepujacy:
e pierwszy cykl: 1,7(1) =3,7(3) =7,7(7) = 6,7(6) = 2,7(2) =4,7(4) = 1;
e drugi cykl: 5,7(5) = 5;
o trzeci cykl: 8, 7(8) =9,7(9) = 8.
Otrzymujemy ostatecznie 7 = (13 7 6 2 4)(5)(8 9). i

ZADANIE 3.90. Niech m; = (12 3)(4 5 6)(7 8) oraz my = (1 35 7)(2 6)(4)(8). Wyznacz m o ma,

Ty 0y, T, M, T2, TS oraz 71'1_1, i przedstaw je w postaci cyklicznej.

ZADANIE 3.91. Permutacja m € S, jest nazywana cykliczng, jesli jest posta¢ w notacji cyklicznej
sklada sie z jednego cyklu dtugosci n. Wykaz, ze istnieje doktadnie (n—1)! permutacji cyklicznych
w zbiorze S,.

PRzZYKEAD 3.92. Dwanascie kart ponumerowanych 1, ..., 12 lezy na stole w nastepujacy sposoéb:
1 2 3
4 5 6
7 8 9
10 11 12

Zbieramy te karty od lewej do prawej, z kolejnych 4 wierszy, a nastepnie rozkltadamy je, ale tym
razem z gory na doét, w kolejnych 3 kolumnach.

I N
00 -1 o
— =

o = o @

Ile razy musimy powtérzy¢ powyzsza operacje, aby otrzymaé pierwotne utozenie kart?

Rozwigzanie. Niech 7 bedzie permutacja, ktora okresla zmiane utozenia kart, a doktadnie, mamy
m(i) = 7, jesli karta j pojawia sie na pozycji zajmowanej uprzednio przez karte i. Wowczas notacja
cykliczna 7 jest postaci (1)(2 56 10 4)(3 9 11 8 7)(12). Cykle (1) oraz (12) oznaczaja, ze karty
11 12 zawsze pozostaja na swoim miejscu. Jako ze pozostale cykle maja dlugosé 5, doktadnie ta
liczba powtérnych przetozen kart wystarczy, aby znalazly sie one w swoim pierwotnym ulozeniu.
(Zauwazmy takze, ze 7° = id.) §

ZADANIE 3.93. Rozwiaz powyzszy problem z kartami przy zalozeniu, ze dostepnych jest 20 kart
i rozwazamy ulozenie postaci: 5 wierszy po 4 karty.

Typem permutacji m nazywamy wektor (c1,co,...,¢,), gdzie ¢; jest liczba cykli dtugoscei ¢ w

rozkladzie m na cykle. Zazwyczaj typ permutacji zapisuje sie jako [1°12°? ... n°"], przy czym czesto
pomija sie te wartosci, dla ktorych ¢; = 0.
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PRZYKEAD 3.94. Permutacja 7 = (1 3 7 6 2 4)(5)(8 9) ma jeden cykl dlugosci 1, jeden cykl
dtugosci 2 oraz jeden cykl dtugosci 6, a wiec jest typu [1'2161]. i

Transpozycja to permutacja typu [1"~22!]. Innymi stowy, transpozycja dokonuje tylko jednego
przestawienia dwoch elementéw.

PRZYKEAD 3.95. Dla permutacji m € Sy
(1234567
"\ 1264537
mamy 7 = (1)(2)(3 6)(4)(5)(7) = (2 5), a wiec 7 jest typu [1°2!], czyli 7 jest transpozycja. il

TWIERDZENIE 3.8 Dowolny cykl z Sy, jest ztozeniem n — 1 transpozycji.

Poniewaz, na mocy twierdzenia 3.7, dowolna permutacja moze by¢ roztozona na cykle, zatem z
powyzszego twierdzenia wynika, ze kazda permutacja jest zlozeniem transpozycji. W szczegolnosci,
kazda permutacja typu [1¢12°?...n°"] ma rozklad na co najwyzej co + 2¢3 + ... + (n — 1)c,
transpozycji.

PRZYKEAD 3.96. Jak tatwo sprawdzi¢, permutacja cykliczna m = (1 2 3) € S5 jest ztozeniem
transpozycji 71 = (1 3) oraz 72 = (1 2).

T 1121345
T 31211]4(5
) 21113|4|5
x 1121345
T1 © T2 213111415
W ogblnosci zachodzi:
(1‘1 Tro X3 ... Tk—1 .%'k) = (.%'1 .%'k)(.%'l xk,l) e (.%'1 .%'3)(1‘1 .%'2).

Permutacja jest parzysta, gdy jest ztozeniem parzystej liczby transpozycji, w przeciwnym
wypadku jest nieparzysta. Znak sign(m) permutacji 7 to

sign(m) = (—1)",
gdzie r jest liczba transpozycji, na ktére mozna roztozy¢ .

PRzZYKEAD 3.97. Rozldz podana permutacje m € Sg na cykle i transpozycje. Wyznacz typ tej
permutacji. Czy permutacja 7 jest parzysta?

o 1 23 456 789
~\36 45129 738)
Rozwigzanie. Rozt6zmy najpierw permutacje m na cykle:

e cykl pierwszy: (1 3 4 5);
e cykl drugi: (2 6);
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o cykl trzeci: (79 8).

A zatem 7 = (1 3 4 5)(2 6)(7 9 8), a tym samym 7 jest typu [2!3!41]. Aby przedstawi¢ teraz
7 jako ztozenie transpozycji, najpierw rozktadamy kazdy z cykli, zgodnie ze sposobem podanym
wyzej:

o (1345)=(15)(14)(13).
e (2 6) — bez zmian.

(7 98) = (7 8)(7 9).

A zatem otrzymujemy, ze m = (1 5)(1 4)(1 3)(2 6)(7 8)(7 9) i 7w jest permutacja parzysta. i

)

ZADANIE 3.99. Rozl6z podang permutacje m € Si4 na cykle i transpozycje. Wyznacz typ tej
permutacji. Czy permutacja 7 jest nieparzysta?

(1 23
™\ 27

ZADANIE 3.98. Permutacje w1, m9 € S7 zadane tabelami:

(12 6 7 /1
m=\3 4 1 2 =y

rozt6z na cykle i transpozycje. Wyznacz typy tych permutacji.

o
w w
SN
— ot
oo
CERN|

4 6 7 &8 9 10 11 12 13 14
3 1 10 8

5
4 13 9 11 12 5 6
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Odpowiedzi do zadani
3.4.

a) 9°.

b) 9-10%.

c) 9-103.
3.5.

a) 3"

b) 371

c) 372.3.2=2.3""1
3.6.

a) 9-10%

b) 1-22

c) 2-32
Z réznymi cyframi:

a) 9-9-8.
b) brak.
¢)2-2-1.

3.7. 23 . 6%

3.8. Grupa sktadata sie z 3 0s6b.

3.12.

a) 15120.
b) 27216.
c) 2688.

3.13. 3657 - 3647 - 3637 - 362 - 361.
3.14. Grupa sktada sie z 3 osob.

3.17.

a) 120.
b) 48.
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a) 720.
b) 48.

3.19. 12!.8L

a) 48.
b) 72.

b) 3.
c) (n—1)L

a) 3.
b) 4l
c) nl.
3.23. 60.
3.25. 10.

3.26. 60.

3.27. Jesli ustalimy koniec i poczatek, wowczas liczba sposobéw wynosi ﬁ%!, jesli natomiast

. .. . ! .
rozwazymy naszyjnik, woéwczas otrzymamy 1—10 . % . % Sposobow.

3.29. 18.

3.30. 5ol oraz 30!

331 (1) (4.
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3.33, (2)GPEIG)

8.34. (1) - (73) - () - (3)-
3.35. (1) - (1) - )1+ [G) - (D) - GDI-[Q) - () - GDI- ) - () - Gl

3.36. Klasa sklada sie z 25 0s6b.

3.40.
a) (4).
b) (")
3.41.
a) (%)
b) ("i5r)
3.42. ("FETh
3.43. (17)).
3.44. (17)).
3.46. (¥).
3.47. (/7))
3.48. ("N
3.49. ("7
3.52.
(aﬁilly,c) + (az:%,c) + (az,zil) = (a(—nlgl%lz;c! + a!~((le:B!!~c! + a!-(I)T-ch—)!l)!
= a-?a.(fnlgﬁg!!-c! + a'l;)((z:B"c' + alcbfzgci)l)l
S CES Ao GRS | GRS ) g I
- al-bl-c! — alble T oaldled T \abe/
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3.64. |[ANBNC|€{0,1}. |C|=4—-]|ANBNC|, stad |C| € {3,4}.
3.65. W grupie jest 27 osob.

3.66. W grupie jest przynajmniej 21 oséb, ale nie wiecej niz 24.

3.67. Liczb mniejszych od 100 i niepodzielnych przez 2,3,5, ani 7 jest 22.

3.77.

{6}

{5}
{5,6}
{4}
{4,6}
{4,5}
{4,5,6}
{3}
{3,6}

3.78.

{1,2,3,5,7}
{1,2,3,5,6}
{1,2,3,5,6,7}
{1,2,3,4}
{1,2,3,4,7}
{1,2,3,4,6}
{1,2,3,4,6,7}
{1,2,3,4,5}
{1,2,3,4,5,7}
{1,2,3,4,5,6}

3.80.

{1,2,3}
{1,2,4}
{1,3,4}
{2,3,4}
{1,2,5}
{1,3,5}
{2,3,5}
{1,4,5}
{2,4,5}
{3,4,5}
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3.81.

3.83.

3.84.

3.85.

{1,2,3,4,5}
{1,2,3,4,6}
{1,2,3,5,6}
{1,2,4,5,6}
{1,3,4,5,6}
{2,3,4,5,6}
{1,2,3,4,7}
{1,2,3,5,7}
{1,2,4,5,7}
{1,3,4,5,7}

{4,6,5,1,2,3}
{4,6,5,1,3,2}
{4,6,5,2,1,3}
{4,6,5,2,3,1}
{4,6,5,3,1,2}
{4,6,5,3,2,1}
{5,1,2,3,4,6}
{5,1,2,3,6,4}
{5,1,2,4,3,6}
{5,1,2,4,6,3}

{5,4,6,7,1,2,3}
{5,4,6,7,1,3,2}
{5,4,6,7,2,1,3}
{5,4,6,7,2,3,1}
{5,4,6,7,3,1,2}
{5,4,6,7,3,2,1}
{5,4,7,1,2,3,6}
{5,4,7,1,2,6,3}
{5,4,7,1,3,2,6}
{5,4,7,1,3,6,2}

12
Tem=A 9 4
12
mem=\5 9

W W W w

NSO O
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_ 1 2345
= ( 5 1 4 3 2 )
_ 1 2345
m = ( 154 32 )
3.87.
a) 5l
b) 2- 5!
3.88. 190
3.90.
mpom = (1)(24587)(36)
9 O = ( 647 )(2 5)(3)
i = (13 2)(65 4)(7)(8)
™ = (1)(2)(3)(4)(5)(6)(7 8)
3 = (1 5)(2)(3 7)(4)(6)(8)
m3 = (175 3)(26)(4)(8)
Tt =(132)(465)(87)
3.93. 9.
3.98.

7 =(136)(4572),atym samym 7 jest typu [3'4!].
Rozklad na transpozycje: m = (1 6)(1 6)(4 2)(4 7)(4 5).

7o = (1 45)(2 7)(3)(6), a tym samym 71 jest typu [12231].
Rozklad na transpozycje: m = (1 5)(1 4)(2 7).
3.99.

=(1146)(2)(37109 135 4)(8)(1 )( 2), a tym samym 7 jest typu [143171].
=(16)(114)(34)(35)(313)(39)(310)(3 7), a zatem 7 jest parzysta.
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Wskazéwki dla Prowadzacych

3.8. 8 =512, zatem x = 3.

3.12.
a) 9-8-7-6-5=15120.
b) 9-9-8-7-6=27216.
c) 8-8-7-6=2688.

3.13. (365 - 364 - 363) - (365 - 364 - 363 - 362 - 361) = 365 - 3642 - 3632 - 362 - 361.

3.14.5-4-...-((b—x)+1) =60, stad = = 3.

3.17.
a) 5! = 120.
b) 2-4! = 48.
3.18.
a) 6! = 720.
b) 2-4! = 48.
3.20.

a) Traktujac tomy I1II jako jeden (wtedy mozliwe ustawienie I-IT lub II-I) otrzymujemy 2-4! =
48.

b) Korzystajac z (a): 5! —2-41 =341 =72,

Nie korzystajac: 2-3-3! (gdy jeden z tomdéw na pierwszej pozycji, drugi gdzies na lewo) plus
2-2-3! (gdy jeden z toméw na drugiej pozycji, drugi gdzies na lewo) plus 2 - 3! (gdy jeden z
tomoéw na trzeciej pozycji, a drugi doktadnie i tylko na piatej), co daje w sumie 3 - 4! = 72.

3.21. (a) Gdyby osoby staly w miejscu, mielibySmy 3!. Jednakze karuzela kreci si¢, wiec ich
polozenie wzgledem otaczajacych je przedmiotéw jest bez znaczenia, wazne jest jedynie ich potoze-
nie. Dlatego permutacje, ktére w trakcie krazenia przechodza jedna w druga, nalezy uznaé za
jednakowe. Jako ze z kazdej permutacji mozna za pomocg obrotu otrzymaé jeszcze dwie nowe,
pierwotna liczbe permutacji nalezy podzieli¢ przez 3, stad 2!. Analogicznie: (b) 3!'i (¢) (n — 1)\

3.22. Majac na uwadze rozwazania powyzej:

a) 3.
b) 4L
c) nl
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3.23. 4! (gdy 1 na pierwszej pozycji) plus 3 - 3! (gdy 1 na drugiej pozycji) plus 2 - 3! (gdy 1 na
trzeciej pozycji) plus 3! (gdy 1 na czwartej pozycji), co daje w sumie (4+3+2+1)-3! = 10-3! = 60.

3.27. Jesli ustalimy koniec i poczatek, wowczas liczba sposobéw wynosi ﬁofm, jesli natomiast
rozwazymy naszyjnik, wowczas nalezy uwzgledni¢ réwnowaznoéé tych permutacji, ktére w trakcie

krazenia przechodza jedna w druga, oraz tych, ktére powstaja przez lustrzane odbicie naszyjnika,

. |
tym samym otrzymujemy: % . % . %.

3.29. (3)-(5) =18

3.30. W przypadku nieistotnosci kolejnosci:

30 20 12 5\ 30! 20! 12! 5! 30!
10 8 7 5/ 10'-20!' 8!-12! 7!-5! 5!.0!  10!-8!-7!-5!

Biorac pod uwage kolejno$é¢ ustawienia:

30 20 12 )
10! - .8l 7 .51 = 30!.
(1) 10 () - (7) - 3) 20

3.36. (5) = 300, stad z(z — 1) = 600, zatem z = 25.

2
3.37. (3) = 10.
3.38.
a) (1) —7=14.
b) () —n
3.40.

a) Kazda najkrotsza droga z A do B musi zawiera¢ 10 odcinkow, z ktorych dowolne cztery
musza by¢ do gory”, a pozostate musza by¢ ,w prawo’. Stad liczba najkrotszych drog jest
rowna liczbie sposobéw wskazania, ktore cztery spoérod dziesieciu odcinkéw musza byé ,do
gbry”. Mamy (140 ) takich wyborow.

b) Uogolnienie: (”Zk) .

a) Rozwazmy krate 6 x 4. Jesli potraktujemy liczbe przebytych odcinkow w rzedzie i —1 jako x,
wowczas kazda z najkrétszych drog stanowi pewne rozwiazanie réwnania x; + xo +x3+ x4 +
x5 = 6. Istnieje wiec wzajemnie jednoznaczna zaleznos$¢ miedzy drogami i rozwiazaniami i
stad wynika, ze liczba tych rozwiazan wynosi (140).
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b) Uogolnienie: (”?i;l)

3.42. Kazdy taki wybér mozna utozsamié z pewnym rozwigzaniem réwnania x1 + -+ + xp = n,
gdzie x; jest nieujemne i okresla liczbe przedmiotéw typu ¢. Zatem liczba rozwiazan réwnania
wynosi (”']Ekzl)

3.43. Kazdy taki wybor réwnowazny jest wstawieniu k& — 1 barierek w n — 1 mozliwe miejsca
pomiedzy osobami w kolejce, zatem rozwigzanie: (Zj)

3.44. Zauwazmy, ze rozbicie n na dodatnie xz; réwnowazne jest rozdzieleniu kolejki na grupy w
zadaniu powyzej, zatem rozwiazanie: (Z:l).

3.45. Zauwazmy, ze réwnanie x1+- - -+x = n, gdzie z; jest nieujemne, rownowazne jest réwnaniu
(r1+1)+ -+ (xx+1) = n+k, gdzie z; + 1 jest nieujemne, czyli rownaniu y +---+yr = n+k,
gdzie y; jest dodatnie. Z poprzedniego zadania: ("Zle)

3.46. Niech xz; > 0,7 =1,...,5, bedzie liczbg pitek w pudle i. Wéwczas zachodzi x1 + 2 + x3 +
x4 + x5 = 30. Z porzedniego zadania otrzymujemy zatem, ze liczba rozmieszczen takich, ze zadne
pudlo nie jest puste, wynosi (249 )

3.47. Rozumowanie analogiczne do powyzszego prowadzi do: (:Lj)

3.48. Niech z; > 0,7 =1,...,r, bedzie liczba pilek w pudle i. Woéwczas zachodzi 1 +...x, = 1.
r—l—n—l)

Z zadania 42(b) otrzymujemy zatem, ze liczba wszystkich rozmieszczeri wynosi ( M

3.49. Problem réwnowazny jest wybraniu sposréd n — k 4+ 1 miejsc pomiedzy wolnymi n — k

krzestami (roztacznych) miejsc do wstawienia k krzesel. Tym samym szukana liczba to ("72‘“).

3.50. Dowod oprzemy na indukeji wzgledem n.

(0) Kolo bez zadnej linii ma jeden obszar.

(n) Zalozmy, ze liczba obszaréw utworzonych przez n prostych wynosi co najwyzej

n
1 .
+n+ (2)

(n+ 1) Zalozmy, ze mamy n + 1 prostych i rozwazmy (n + 1)-sza prosta [. Usuiimy ja. Z za-
tozenia indukcyjnego liczba obszaréw utworzonych przez n prostych wynosi co najwyzej
1+n+ (Z) Dodajmy z powrotem prosta [ (w ten sam sposob).

Jedli I nie przecina zadnej z istniejacych linii, to liczba obszaréw zwicksza sie o
jeden. Dodatkowo, za kazdym razem, kiedy linia [ przecina jedng z n linii wewnatrz
kota, liczba obszaréw ponownie powieksza si¢ o 1. Tym samym otrzymujemy, ze liczba
obszaréw wynosi co najwyzej

n(n—1) n(n—1)+2n
2

l+n+(G)+14+n = 1+(n+1)+ +n=1+(n+1)+ ==

= 1+ m+ )+ "2 =14+ (1) + ("3,

co nalezato wykazac.
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3.52.

-1 -1 -1 . (n—1)! (n—1)! —1)!
(afl,b,c) + (a,z—l,c) + (a,z,c—l) - (afnl)!-l))!-c! + a!-(zflgl-c! + a!-(b?-(cfl)!
_ a-(n—1)! b-(n—1)! c(n—1)!
- a(a—1)lble! + al-b-(b—1)!-c! al-bl-c(c—1)!
— (a+b+e)(n—=1)! _ n(n=1)! _  n ( n )
- al-bl-c! - alble! T oalble! T \ab,e/”

3.54. Majac na uwadze, ze (8) (Z) = 1 oraz ré6wnos¢ (Z) = (”;1) + (Zj), lewa strona rozwazanego

réwnania przyjmuje postacé
n—1 n—1 n—1 n—1
— A (=)t

)0

Zauwazmy, ze kazdy z czynnikéw (”;1), 1 <k <n—-2, wystepuje zar6wno ze znakiem '+, jak i ’—’,

+ +H(=1)" =0,

a zatem wspolczynniki te sumuja sie nawzajem do 0. Pozostaje 1— ("81) +(=1)n"t (Zj) +(-1)" =

1—14(=1)""1+ (=1)", co oczywiscie sumuje sie do 0.

3.60. Na podstawie zasady wlaczania-wylaczania otrzymujemy, ze |C|+ |[AN BN C| = 4. Za-
uwazmy, ze |A N B N C| moze byc réwne 0 lub 1. Mamy wtedy, ze |C| jest rowne 3 lub 4.

3.62. Niech F' oznacza zbiér os6b znajgcych francuski, N N D zbiér os6b znajacych niemiecki i
duriski, etc. Mamy wtedy, ze [ DUFUNUT| =194+ |DNNNT|. Ale2<|DNNNT| <5 (co
wynika z licznosci [DNN|i |[DNFNNNT|. Stad [ DUFUNUT| € {21,...,24}.

3.63. Niech D oznacza zbiér liczb podzielnych przez 2, T przez 3 i P przez pie¢, D N P zbiér liczb
podzielnych przez 2 i 5, itd. Z zasady wlaczania-wyltaczania otrzymujemy, ze liczb mniejszych od
100 i niepodzielnych przez 2,3,5, ani 7 jest 99 — |[DUTUPUS| =99 — (49433 + 19+ 14 — 16 —
9-7-6—-4—-2+3+2+1-0)=22.

3.72. Wszystkich podzbioréw zbioru 10-elementowego jest 2'0 = 1024. Maksymalna mozliwa
suma liczb z zadanego podzbioru to 98 +99 + ... + 107 = 1015. Na podstawie zasady szufladkowe;j
tatwo jest wykazaé¢ zadana wlasnosé — nalezy pamietaé, aby zbiory byly rozlaczne, a zatem jesli
nie sa — usuwamy czes¢ wspoélna.

3.88. (3) - (3) - (3) + (2) - (2) + () = 190.

3.93. Wyznaczona permutacja kolejnych zmian pozycji kart ma postaé
(1)(26 71218108 17 5)(3 11 13 4 16 19 15 14 9)(20),

a zatem, jako ze mamy dwa cykle dtugosci 9, potrzebujemy 9 przetozen.
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ZESTAW ZADAN NR 4

PRAWDOPODOBIENSTWO

PRZYKEAD 4.1. Czterem graczom rozdano 52 karty. Niech I, k = 1,2, 3,4, bedzie zdarzeniem
polegajacym na tym, ze pierwszy gracz otrzymatl co najmniej k aséw. Przez [Iy, I11;, IV} ozna-
czono analogicznie zdarzenia dla drugiego, trzeciego i czwartego gracza. Co mozna powiedzie¢ o
liczbie aséw u czwartego gracza, wiedzac, ze zaszlo zdarzenie:

a) IV,

b) NI,

¢) LNTLNITTT,

d) IV — IV,

e) LhNnNILNnIIL NIV,
f) 13N IV,

g) (IQ UIIQ) NI1157

Rozwigzanie.

a)

e)

f)

Zdarzenie IV polega na otrzymaniu co najmniej jednego asa przez czwartego gracza. Zdarze-
nie I'V] jest zdarzeniem przeciwnym temu zdarzeniu, a zatem polega na nieotrzymaniu przez
niego zadnego asa.

Zdarzenie Is N Iy polega na otrzymaniu co najmniej dwoch aséw przez pierwszego gracza
i na otrzymaniu co najmniej dwoéch aséw przez drugiego gracza. Poniewaz sa tylko cztery
asy, wiec powyzsze zdarzenie polega na otrzymaniu doktadnie dwoch aséw przez pierwszego
gracza i dokladnie dwoch aséw przez drugiego gracza. Oczywiscie w takim przypadku po-
zostali gracze nie mogli dosta¢ zadnego asa.

W zdarzeniu I N 11, N I11; zaréwno pierwszy, drugi i trzeci gracz nie otrzymali zadnego z
asow, stad wynika, ze gracz czwarty otrzymal doktadnie cztery asy.

Zdarzenie IV, oznacza, ze czwarty gracz posiada dwa, trzy lub cztery asy. Analogicznie,
zdarzenie IV3 oznacza, ze czwarty gracz posiada trzy lub cztery asy. Stad wynika, ze zdarze-
nie IV, — II15 polega na otrzymaniu przez czwartego gracza doktadnie dwoch aséw.

Zdarzenie Iy N I[1; N 111} N 1V] polega na otrzymaniu przez kazdego z graczy doktadnie po
jednym asie.

Zdarzenie I3NIV] polega na otrzymaniu przez pierwszego gracza trzech aséw i przez czwartego
gracza jednego asa.
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g) Zdarzenie (I U I13) N 1115 polega na otrzymaniu przez pierwszego albo drugiego gracza co
najmniej dwoch aséw i na otrzymaniu przez trzeciego gracza co najmniej dwoch aséow. Stad
wynika, ze albo pierwszy albo drugi gracz ma otrzymaé¢ dokladnie dwa asy i takze trzeci
gracz ma otrzymaé dwa asy, a zatem czwarty gracz bedzie pozbawiony asa. i

ZADANIE 4.2. WeZzmy pod uwage dwie wielkosci: X — wzrost meza, Y — zony. Kazdej parze
malzeniskiej mozna przypisa¢ punkt na ptaszczyznie o wspotrzednych (z,y), gdzie z > 0iy > 0
(I. éwiartka uktadu wspotrzednych). Niech zdarzenie A polega na tym, ze maz ma wzrost wiekszy
niz 1,8m; zdarzenie B — maz wyzszy od zony; zdarzenie C' — Zona ma wzrost wickszy niz 1, 8m.

a) Zilustrowaé¢ to zdarzenie geometrycznie.
b) Wyjasni¢, na czym polegaja zdarzenia ANBNC, A \(ANB), AnBNC.
¢) Wyjasni¢, dlaczego ANC C B.

ZADANIE 4.3. Rzucamy dwiema kostkami do gry. Niech zdarzenie A polega na tym, ze suma
oczek jest liczba nieparzysta, zdarzenie B — na otrzymaniu jedynki co najmniej na jednej kostce.
Opisa¢ zdarzenia AN B, AU B, AN B oraz obliczy¢ ich prawdopodobienstwa zakladajac, ze
zdarzenia elementarne w liczbie 36 sa jednakowo mozliwe.

PRZYKEAD 4.4. Dokonujemy trzech rzutéw moneta. Jakie jest prawdopodobienistwo zajscia
zdarzenia A polegajacego na tym, ze orzel pojawi sie dwa razy? Jakie jest prawdopodobienstwo
zajécia zdarzenia B polegajacego na tym, ze orzel pojawi sie co najmniej dwa razy? Jakie jest
prawdopodobienistwo zajscia zdarzenia C' polegajacego na tym, ze orzel pojawi sie co najwyzej
dwa razy?

Rozwigzanie. Zbiér zdarzen elementarnych jest nastepujacy:
{000, O0R, ORO,ROO,RRR, ORR,ROR,RRO}.

Majac na uwadze liczbe zdarzen elementarnych sprzyjajaca kazdemu ze zdarzeri, otrzymujemy

P(A)=2, PB)=%iPC)=1. i

ZADANIE 4.5. Wybieramy jedna z cyfr 1,2,3,4,5, a nastepnie z pozostatych — druga. Obliczy¢
prawdopodobienstwo tego, ze za pierwszym (drugim, obydwa razy) bedzie wybrana nieparzysta
liczba.

ZADANIE 4.6. Fabryka produkuje towar sztukowy: 3 razy tyle bialego co czarnego, a 5 razy tyle
biatego co niebieskiego. Jakie jest prawdopodobienistwo p tego, ze biorac sztuke losowo, otrzyma
sie sztuke czarna?

ZADANIE 4.7. W urnie sa kule o numerach 1, 2,3,4,5. Wybieramy losowo dwie kule bez zwraca-
nia. Obliczyé¢ prawdopodobieristwo p tego, ze otrzymamy kule o kolejnych rosnacych numerach.

ZADANIE 4.8. Cyfry 1,2,3,4,5 sa napisane na pieciu kartkach tak, ze kazdej cyfrze odpowiada
jedna kartka. Pobieramy losowo jednoczesnie trzy kartki. Jakie jest prawdopodobieristwo p tego,
ze suma otrzymanych liczb jest liczba parzysta?
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ZADANIE 4.9. Z elementéw a1, ag, ag utworzono wszystkie mozliwe permutacje. Obliczy¢ prawdo-
podobienstwo tego, ze w wybranej losowo permutacji:

a) sa nie mniej niz dwie inwersje;
b) element ay tworzy jedna inwersje.

TWIERDZENIE 4.9 Prawdopodobienstwo zdarzenia A polegajgcego na zajsciu przynajmmniej jed-
nego ze zdarzen Ay lub Ay réwna sie sumie prawdopodobienstw tych zdarzen zmmniejszonej o praw-
dopodobienstwo tgcznego ich zajscia, tzn.

P(A) = P(Al) + P(Ag) — P(A1 N Ag)

PRZYKEAD 4.10. Obliczy¢ prawdopodobienistwo tego, ze losujac z talii 52 kart jedna karte,
otrzymamy pika lub asa.

Rozwigzanie. Oznaczmy przez A; zdarzenie polegajgce na otrzymaniu pika, Ao zdarzenie polega-
jace na otrzymaniu asa, A zdarzenie polegajace na zaj$ciu przynajmniej jednego z wyzej wymienionych
zdarzen. Zauwazmy, ze zdarzenie A; N As polega na otrzymaniu asa pik. Tym samym ze wzoru

otrzymujemy
13 4 1 4
P(A) = P(A) + P(A2) - P(iNA) = o+ 5 — 5 = 75 f

ZADANIE 4.11. Dwaj mysliwi jednoczesnie ujrzeli zajaca i jednoczesnie strzelili do niego. Za-
ktadamy, ze dla kazdego z mysliwych prawdopodobieristwo zabicia jednym strzalem zajaca wynosi
1

3. Jakie jest prawdopodobieristwo tego, Ze zajac zostanie zastrzelony?

ZADANIE 4.12. 7 urny, w ktérej znajduje sie 20 kul biatych i 2 kule czarne, wyjmuje sie kolejno
n kul, przy czym kazda wyciagnieta kule ktadzie sie¢ z powrotem do urny. Znalez¢ najmniejsza
warto$é n taka, przy ktorej prawdopodobieristwo wylosowania chociaz raz czarnej kuli jest wieksze
od %

ZADANIE 4.13. Dane sa P(A) =
P(B\ A).

ZADANIE 4.14. Dane s P(AN B) =
Oblicz P(B) i P(B\ A).

3, P(ANB) = 1iP(AUB) = 2. Oblicz P(B), P(ANB),

P(AUB) = 1 i wiadomo, ze P(A\ B) = P(B\ A).

1
4 2

4.1 Prawdopodobienstwo warunkowe

DEFINICJA 4.1 Prawdopodobienistwem warunkowym P(A|B) zdarzenia A przy zalozeniu, ze za-
szto zdarzenie B nazywamy iloraz prawdopodobienistwa tgcznego zajscia zdarzen A i B do praw-
dopodobienistwa zajscia zdarzenia B:

Pan B), gdzie P(B) > 0.

PAIB) = =55

DEFINICIA 4.2 Mdowimy, ze zdarzenie A jest niezalezne od zdarzenia B, jesli zachodzi jeden z
dwdch przypadkéw: P(A|B) = P(A) i P(B) > 0 albo P(B) = 0.
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TWIERDZENIE 4.10
Na to, aby zdarzenia A i B byly niezalezne, potrzeba i wystarcza, aby P(AN B) = P(A) - P(B).

PRZYKEAD 4.15. Rzucamy trzema kostkami. Jakie jest prawdopodobienistwo, ze na zadnej kostce
nie wypadnie 6, jezeli na kazdej kostce wypada inna liczba oczek?

Rozwigzanie. Oznaczmy przez A zdarzenie polegajace na niewypadnieciu szdstki na zadnej z kostek,

a przez B zdarzenie polegajace na wypadnieciu na kazdej z kostek innej liczby ocze%g V\)/éwczas,
P(ANB

z klasycznej definicji prawdopodobienistwa oraz majac na uwadze wzoér P(A|B) = PB) otrzy-
mujemy, ze
5%3-3 (5) 1
P(A|B) = 6.65.4 = % =35
o () 2 f

ZADANIE 4.16. Rzucamy dwiema kostkami do gry. Obliczyé¢ prawdopodobienstwo:

a) zdarzenia A polegajacego na otrzymaniu sumy oczek nie wiekszej od czterech;
b) zdarzenia B polegajacego na otrzymaniu dwoch oczek co najmniej na jednej kostce;

c) zdarzenia A N B polegajacego na tym, ze co najmniej na jednej z kostek otrzymamy dwa
oczka i ze suma oczek nie bedzie wicksza od czterech;

d) zdarzenia polegajacego na tym, ze suma oczek nie bedzie wieksza od czterech, jesli wiadomo,
ze co najmniej na jednej kostce otrzymano dwa oczka.

ZADANIE 4.17. W pudetku sa dtugopisy: 10 czerwono-niebieskich, 2 niebieskie, 7 zielonych, i
zielono-czerwony. Losujemy jeden dlugopis.

a) Jakie jest prawdopodobienstwo zdarzenia A. polegajacego na tym, ze otrzymanym dlu-
gopisem mozna pisa¢ w kolorze czerwonym?

b) Jakie jest prawdopodobieristwo zdarzenia A. polegajacego na tym, ze otrzymanym diu-
gopisem mozna pisa¢ w kolorze czerwonym, jesli wiadomo, ze dlugopis ten pisze:

1) na niebiesko (zdarzenie A,,),
2) na zielono (zdarzenie A,)?

ZADANIE 4.18. W urnie znajduja sie 3 kule biale i 4 kule czarne. Jakie jest prawdopodobienstwo
zajécia zdarzenia B polegajacego na otrzymaniu dwoch kul biatych przy zatozeniu, ze losujemy z
urny dwa razy i po pierwszym losowaniu kula nie zostaje zwrécona do urny?

ZADANIE 4.19. Udowodnij, ze jesli zdarzenia A i B sa niezalezne, to niezalezne sa takze zdarzenia
AiBoraz Ai B.

PRZYKEAD 4.20. Rzucamy dwiema kostkami do gry. Niech A; oznacza zdarzenie polegajace na
wyrzuceniu nieparzystej liczby oczek na pierwszej kostce, As — parzystej liczby oczek na drugiej
kostce, A3 —nieparzystej badz parzystej liczby oczek na obu kostkach. Zbadaé niezaleznosé zdarzen
Ay, Ay i As.
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Rozwigzanie. Analizujac mozliwe zdarzenia elementarne otrzymamy, ze

P(4) = P(42) = P(45) = 3.

Ponadto P(A1 N Ay) = P(A1NA3) = P(A2N A3) = 1, a zatem zdarzenia Ay, Ay, A sa niezalezne
parami. W szczegdlnosci P(AaNAsz) = P(As)P(As). Zauwazmy, ze P(A;|(A2NAs)) = 0, gdyz jesli
zaszto zdarzenie As N As, tzn. wyrzuciliSémy na obu kostkach parzysta liczbe oczek, to niemozliwe
jest otrzymanie zdarzenia Aj, tj. wyrzucenia nieparzystej liczby oczek na jednej z kosci. Zatem
P(A;) - P(Ay) - P(A3) # P(A; N Az N A3) i zdarzenia nie sg niezalezne zespolowo. i

ZADANIE 4.21. Niech przestrzen zdarzen elementarnych bedzie zbiorem 3-elementowych ciagow
zero-jedynkowych. Rozwazmy zdarzenia:

a) na 1. wspolrzednej stoi 0;

b) na 1. i 3. wspolrzednej stoi 0;

c¢) na 1. 1 3. wspohrzednej mamy rozne wartosci;
d) na wszystkich wspotrzednych to samo.

Jakie jest klasyczne prawdopodobienistwo tych zdarzen? Czy zdarzenia te sa parami niezalezne?
Rozwazy¢ przestrzen dla ciagéw n-elementowych.

TWIERDZENIE 4.11 Jedli zdarzenia Ay, - - -, A, tworzg uktad zupetny zdarzen, to prawdopodobieristwo
dowolnego zdarzenia B wyliczamy ze wzoru

P(B) = P(Ay)- P(B|Ay) + ...+ P(Ay) - P(B|A,).

PRZYKEAD 4.22. W urnie sg 4 kule biate i 3 czarne. Losujemy dwie kule. Jakie jest praw-
dopodobieristwo wylosowania kul w réznych kolorach?

Rozwigzanie. Niech B oznacza zdarzenie polegajace na wylosowaniu za pierwszym razem kuli
biatej, a C — wylosowaniu kuli czarnej. Niech R oznacza wylosowanie za drugim razem kuli
réznej od tej za pierwszym razem. Woéwcezas z twierdzenia o prawdopodobienistwie zupelnym
(catkowitym) otrzymujemy

P(R) = P(B) - P(R|B) + P(C) - P(R|C) =

+

| w
Wl
-3

| =~
(NN

f

ZADANIE 4.23. W kazdej z 5 urn pierwszej serii znajduja sie 4 kule biate i 6 kule czarnych, w
kazdej z 8 urn drugiej serii znajduje sie 9 kul bialych i 6 kul czarnych. Siegamy losowo do jednej z
urn i i wyciggamy jedng kule. Jakie jest prawdopodobienistwo, ze wylosowana kula bedzie biata?

ZADANIE 4.24. Losujemy jedng kule z jednej z 4 urn typu A i 16 urn typu B. W kazdej z urn
typu A znajduje sie 7 kul biatych i 3 kule czarne, natomiast w kazdej z urn typu B znajduja sie
4 kule biate i 6 kul czarnych. Jakie jest prawdopodobienistwo zajscia zdarzenia C' polegajacego na
wylosowaniu kuli bialej?

ZADANIE 4.25. Mamy dwie urny z kulami: w I. urnie sa 2 kule biate i 4 czarne, w II. urnie sa
3 kule biate i 3 czarne. Rzucamy kostka do gry. Jesli wypadnie 1 lub 2, to losujemy kule z I.
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urny, jesli wypadnie 3, 4, 5, 6, to losujemy kule z II. urny. Jakie jest prawdopodobieiistwo, ze
wylosujemy kule biata?

ZADANIE 4.26. Z urny, w ktorej jest b kul biatych i ¢ kul czarnych, wyjeto losowo jedna kule. Jakie
jest teraz prawdopodobienistwo wylosowania kuli bialej, jesli nie znamy koloru kuli poprzednio
wylosowanej?

ZADANIE 4.27. Z urny, w ktorej jest b kul biatych i ¢ kul czarnych, wyjeto losowo jedna kule i
nie ogladajac jej, wrzucono do drugiej urny, w ktorej byto b; kul bialych i ¢; kul czarnych. Jakie
jest teraz prawdopodobieristwo wylosowania kuli biatej z drugiej urny?

ZADANIE 4.28. W urnie jest n kul, w tym k£ < n bialych. n os6b losuje kule po kolei bez
zwracania. Jakie jest prawdopodobienstwo wylosowania kuli bialej dla: (a) 2-giej osoby, (b) 3-ciej
osoby?

ZADANIE 4.29.*% Przeprowadzamy serie kolejnych doswiadczen tak, ze w wyniku kazdego z nich
moze zajé¢ zdarzenie A albo zdarzenie przeciwne A. Oznaczmy zajicie zdarzenia A w n-tym
doswiadczeniu przez A, i zdarzenia doii przeciwnego przez A, oraz odpowiednio przez p, praw-
dopodobieristwo zajscia zdarzenia A, i g, — odpowiednie prawdopodobieristwo zaj$cia zdarzenia
przeciwnego, tzn. p, = P(A,), ¢, = P(A,) =1 — p,. Niech teraz w przypadku zajscia zdarzenia
A w n-tym doswiadczeniu prawdopodobienstwo zajscia zdarzenia A w (n+1)-doswiadczeniu réwna
sie a. W przypadku za$, gdy nie zajdzie zdarzenie A w n-tym doswiadczeniu, prawdopodobieistwo
jego zajicia w (n+1)-szym do$wiadczeniu niech rowna sig b, tzn. P(A,11|A,) = a, P(An41]A,)=b.
W tak postawionym zagadnieniu nalezy obliczyé¢ prawdopodobieristwo zajscia zdarzenia A w
(n + 1)-szym doswiadczeniu znajac prawdopodobieristwa py, a, b.

ZADANIE 4.30.* Niech prawdopodobienstwo, ze po wyjezdzie z domu napotkamy na pierwszym
skrzyzowaniu zielony sygnal §wietlny, bedzie réwne % Sygnalizacja jest tak ustawiona, ze w przy-
padku zatrzymania si¢ na dowolnym skrzyzowaniu przy $wietle czerwonym prawdopodobienistwo
tego, ze na nastepnym skrzyzowaniu zastaniemy $wiatto zielone jest réwne %, natomiast praw-
dopodobieristwo tego, ze jesli na dowolnym skrzyzowaniu bedziemy mieli §wiatto zielone, to i na
nastepnym bedziemy mieli $wiatto zielone, jest réwne %0.

a) Obliczy¢ prawdopodobieristwo, ze po wyjezdzie z garazu na trzecim skrzyzowaniu bedziemy

mieli $wiatto zielone.

b) Obliczy¢ prawdopodobienistwo graniczne, tj. lim,, o pp+1, gdzie p, oznacza prawdopodobien-
stwo, ze po wyjezdzie z garazu na k-tym skrzyzowaniu bedziemy mieli §wiatto zielone.

4.2 Schemat Bernoulliego

TWIERDZENIE 4.12 Prawdopodobieristwo tego, zZe na n przeprowadzonych doswiadczeri wedtug
schematu Bernoulliego uzyska sie k sukcesow w dowolnej kolejnosci, wyraza sie wzorem

n _
Pn,k: (kﬁ) 'pk'qn ka

PRZYKEAD 4.31. W urnie mamy N kul, wéréd ktorych M jest biatych, pozostale sg czarne.
Losujemy n razy po jednej kuli, zwracajac ja za kazdym razem. Obliczy¢ prawdopodobienstwo
wylosowania k kul biatych.

gdzie0 <p<liqgq=1-—p.
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Rozwigzanie. Zwrot kuli za kazdym razem zapewnia staty sktad urny przy kazdym losowaniu, a co

za tym idzie, spelienie warunku niezaleznosci doswiadczen i jednakowego prawdopodobienstwa
wylosowania kuli bialej w kazdym doswiadczeniu réwnego % Szukane prawdopodobienstwo w

my$l twierdzenia Bernoulliego jest wiec nastepujace

<n> My g = My <n> Ay

P =
wk=\k) N N k N

)

f

ZADANIE 4.32. Pewna gra polega na rzucie kostka i moneta. Wygrana nastepuje przy lacznym
otrzymaniu piatki i orta. Jakie jest prawdopodobieristwo tego, ze w trzech grach wygrana nastapi
doktadnie raz?

ZADANIE 4.33. Co jest bardziej prawdopodobne u réwnego sita gry przeciwnika: (1) wygranie 3
partii z 4 czy 5 z 8?7 (2) wygranie nie mniej niz 3 partii z 4, czy nie mniej niz 5 partii z 87
ZADANIE 4.34. Obliczy¢ prawdopodobieristwo tego, ze na 7 rzutéw kostka co najwyzej 3 razy

wypadnie liczba oczek nie mniejsza niz 4.

ZADANIE 4.35. Dana jest urna, w ktorej sa kule: 6 czarnych i 9 biatych. Losujemy 5 razy
po jednej kuli, ktadac za kazdym razem wyciagnieta kule z powrotem do urny. Jakie jest praw-
dopodobieristwo tego, ze otrzymamy co najwyzej 3 razy kule biata?
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Odpowiedzi do zadani

4.3. P(ANB)=%, P(AUB) =2, P(ANB) = 1.

4.5. WprowadZmy nastepujace oznaczenia:

A — zdarzenie polegajace na wyrzuceniu nieparzystej liczba oczek za pierwszym razem;
B — zdarzenie polegajace na wyrzuceniu nieparzystej liczba oczek za drugim razem;
C — przekroj zdarzen A i B.

Woweczas zachodzi P(A) = 2, P(B) =2 i P(C)=P(ANB) = 3.

4.6. 2.

4.7.
3

4.8. 3.

4.9.

o
Nai
SN

4.11.

Nelloy]

4.12. 8.
4.13. P(B) =32, P(ANB)= 2, P(B\ 4) =

4.14. P(B)=3, P(B\ A) = 1.

8
4.16.
a) P(A) = ¢.
b) P(B) = .
¢) PLANB) = 4
d) P(A|B) = .

417, P(A) = B, P(AJA,) = 18, P(AJA.) = L.

4.18. 1.

4.21.
a) P(4) = 1.
b) P(B) = 1.
c) P(C)=1.
d) P(D) = 1.

Ogolnie: P(D) = 5.
Zdarzenia te nie sa parami niezalezne.
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34
4.23. 3.

23
4.24. 3.

4.25.
4.26. .

b i+l c . _ b
4.27. b+c  bi+ci+1 + b+c  bitci+1°

4.28. % (Patrz Zadanie 26.)

b
4.29. L.

4.30. Korzystajac ze wzoru otrzymanego w Zadaniu 4.29 otrzymujemy:

—(1— 3
o) = SOCOSOAON) | (0,505 (0,1 - 0,951 0, 837174

b) w granicy liczby skrzyzowan zbiegajacej do nieskoriczonosci: p = lim, o pnt1 ~ 0,513514.

121
4.32. 12

4.33.
a) Bardziej prawdopodobne jest wygranie 3 z 4 partii niz 5 z 8.

b) Bardziej prawdopodobne jest wygranie nie mniej niz 5 z 8 partii od wygrania nie mniej niz
3 z 4 partii.

1
4.34. 1

2072
4.35. 272,
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Wskazéwki dla Prowadzacych
4.2.

a) Zdarzenia A, B i C mozemy zakodowa¢ nastepujaco: A := {(m,z) € R x R : m > 1.8},
B:={(m,z) e RxR:m >z} oraz C :={(m,z) € Rx R:z> 1.8},

b) Zgodnie z opisem z podpunktu (a), zdarzenie A N B N C zapisujemy jako
{(m,2) ERXxR:m>18Am >zAz>18},

czyli polega ono na tym ze maz jest wyzszy od zony i oboje mierza wiecej niz 1.8 metra.
Zdarzenie
(ANB)={(m,z) e RxR:m>18A—-(m>2)}

odpowiada sytuacji w ktérej maz co prawda mierzy 180 cm wzrostu, ale nie jest wyzszy od
zony. Nastepnie,

ANBNC={(m2) ERxR:m>18Am<zAz>18}

jest zdarzeniem odpowiadajacym sytuacji, w ktorej oboje malzonkowie mierza wiecej niz 180
cm wzrostu i zona jest wyzsza od meza, jak w poprzednim przykladzie.

¢c) ANC ={(m,z) € Rx R:m > 1.8 Az < 1.8}, z czego wynika ze do zbioru AN C naleza
te pary (m, z) dla ktorych m > 1.8 < z czyli w szczegdlnosci pary speliajace m > z, ktore
naleza do B. poniewaz kazda para z ANC jest jakas parg ze zbioru B, otrzymalismy pozadane
zawieranie: ANC C B.

4.3. Zdarzenie AN B polega na otrzymaniu na obu kostkach nieparzystej sumy oczek i otrzymaniu
jedynki wytacznie na jednej kostce. Zdarzenie AU B polega na tym, ze suma oczek jest nieparzysta
albo chociaz na jednej kostce pojawia sie ’1’. Zdarzenie A N B polega na otrzymaniu jako sumy
oczek liczby nieparzystej przy jednoczesnym wykluczeniu jedynki na jakiejkolwiek kostce. Zbidr
zdarzen elementarnych sktada sie z nastepujacych jednakowo mozliwych zdarzei:

(i) : (12 i>6)A(L>]>6)}

Zbior ANB sklada si¢ z nastepujacych zdarzen elementarnych: (1,2),(1,4),(1,6),(2,1),(4,1),(6,1).
Korzystajac z klasycznej definicji prawdopodobieristwa, mamy, ze P(AN B) = % = %. Analo-
gicznie, liczba zdarzen elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu AUB wynosi 23, stad P(AUB) = %
— zauwazmy, ze ANB C AUB 1 P(AN B) < P(AU B); zbior AN B sklada si¢ z 12 zdarzen

elementarnych, stad P(AN B) = 1 — zauwazmy, z2e ANB C AUB i P(ANB) < P(AU B).

4.5. Zbior zdarzen elementarnych sktada sie ze wszystkich mozliwych par postaci (¢, 5), i # j, 1,7 €
{1,2,3,4,5}. Z zalozenia, kazde ze zdarzen elementarnych jest jednakowo prawdopodobne. Oz-
naczmy przez A, B i C zbiory zdarzen elementarnych sprzyjajacych zajsciu zdarzenia wymienionego
odpowiednio w punktach (a),(b) i (¢). Majac na uwadze liczbe zdarzen elementarnych sprzyjajaca
kazdemu ze zdarzen, otrzymujemy P(A) = 22 =2, P(B) = £ =21 P(C) = & = & = P(ANB).
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4.6. Oznaczmy ilosé czarnego towaru przez x. Wtedy biatego towaru bedzie 3z, a niebieskiego

%x. Wszystkiego towaru jest wiec %x Stad szukane prawdopodobienistwo jest réwne
x5
b= By - 237

4.7. Sprzyjajace sa tu te przypadki, w ktorych otrzymuje sie kule w nastepujacych uktadach:
(1,2), (2,3), (3,4) i (4,5). Wszystkich mozliwych przypadkow jest tyle, ile mozna utworzy¢ réznych
zbioréw dwuelementowych ze zbioru piecioelementowego, w ktorych do tego kolejnosé jest istotna,
tzn. (g) - 21 = 20. Zatem szukane prawdopodobieristwo to p = % = %

4.8. Na parzysto$¢ sumy nie ma wptywu kolejnosé sktadnikow, a cyfry w danej sumie nie
beda sie powtarzaly. Ilo§¢ wszystkich mozliwych trojek (skladnikow sumy) jest, bez uwzgled-
nienia porzadku, réwna (g) Ilos¢ przypadkoéw sprzyjajacych zdarzeniu jest rowna ilosci sposobéw
wylosowania dwoch cyfr nieparzystych i jednej sposrod parzystych, co ostatecznie daje

p= (2)(2)(1) _ %

4.9. Wypiszmy wszystkie mozliwe permutacje i zliczmy dla kazdej z nich ilo§¢ inwersji, i tak
w permutacji ajasas jest 0 inwersji, ajasas jest 1 inwersja, asajas jest 1 inwersja, asasa; sa 2
inwersje, asajas sa 2 inwersje, agasaq sa 3 inwersje. Element as tworzy inwersje w permutac-
jach podkreslonych. Korzystajac z zalozenia losowego wyboru permutacji i klasycznej definicji

prawdopodobieristwa otrzymamy p; = 1 i py = %

4.11. Zastrzelenie zajaca moglo nastapié¢ badz przez pierwszego mysliwego — zdarzenie Aq, badz
przez drugiego mysliwego — zdarzenie As, badZ przez obu mysliwych jednocze$nie — zdarzenie
Aj N As. Oznaczajac fakt zastrzelenia zajaca przez A, mamy

P(A) = P(A)) + P(As) — P(A N Ag) — 2+ 2 L5

O =

1 1
3 3
Istnieje potrzeba uzasadnienia wzoru P(A; N Ay) = P(A;) - P(Az), ale zalézmy, ze tak zachodzi
(bo zdarzenia sa niezalezne).

4.12. Jezeli przez F oznaczymy zdarzenie polegajace na tym, ze w n losowaniach przynajmniej
raz pojawi si¢ kula czarna, to E oznaczaé¢ bedzie zdarzenie, ze wéréd tych n losowan pojawity
si¢ kule wylacznie biale. Z warunku zadania mamy, ze P(E) = (22)", co tym samym daje
P(E)=1- (%)” > % Stad otrzymujemy, ze (%)” < %, czyli po zlogarytmowaniu n > 7, a wiec
n = 8.

4.13. Po pierwsze, jako ze P(A) = 1— P(A), mamy P(A) = % Nastepnie, majac na uwadze wzor
P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B), otrzymujemy, ze P(B) = %, a stad P(B) = 2. Idac dalej,
jako ze P(ANB) = P(A\ B) = P(A) — P(AN B) (bo zdarzenia A\ B i P(AN B) sa roztaczne),
mamy P(AN B) = 2. Podobnie, P(B\ A) = 0. (Wniosek: B C A.)
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4.14. Po pierwsze, majac na uwadze wzor P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B), otrzymujemy,
ze P(A) + P(B) = 3 (1). Z zaleinosci P(A\ B) = P(B\ A) otrzymujemy, ze P(4) = P(B).
Ostatecznie z (1) daje to P(B) = 2. Otrzymujemy réwniez P(B\ A) = P(B) — P(ANB) = %.

4.16. Korzystajac z klasycznej definicji prawdopodobienistwa, otrzymujemy:

d) Majac na uwadze wzoér P(A|B) = PUCB)  trzymujemy, ze

P(B) >
L3
P(AB)=£ = T
36

4.17.
a) Z klasycznej definicji prawdopodobienistwa, otrzymujemy, ze P(A.) = 5.

b) P(Ac’An) = % > P(Ac)> P(AC‘AZ) = % < P(Ac)

4.18. Oznaczmy przez Bj zdarzenie polegajace na wylosowaniu kuli bialej za pierwszym razem,
a przez By — kuli biatej za drugim razem. Jak wida¢ zajscie zdarzenia By jest zalezne od zajscia
zdarzenia Bj, gdyz po wylosowaniu pierwszej kuli biatej zmniejsza sie ilog¢ kul bialtych w urnie (bo
z def., A jest niezalezne od B, jesli P(A|B) = P(A) i P(B) > 0, lub P(B) = 0). Zajscie zdarzenia
B polega na tacznym zajsciu zdarzen By i By. Stad P(B) = P(B; N By) = P(By) - P(B2|By), a
poniewaz P(Bj) = % oraz P(Bs3|By) = %, stad P(B) = %

4.19.
P(A)-P(B) = P(4)-(1-P(B))=P(A) - P(AN(B))

= P(A\B)+P(ANB)—-P(ANB)=P(A\ B)=P(ANB).
Podobnie, zachodzi:
1 - P(AUB) = P(AN B) oraz

P(A)P(B) = (1-P(A)(1—-P(B))=1-P(A) - P(B)+ P(ANB)
= 1-P(A)—P(B)+P(A)P(B)=1—-P(AUB),
astad P(ANB) = P(A)P(B).

)

N[

4.21. W ogolnym przypadku, analizujac mozliwe zdarzenia elementarne otrzymamy, ze P(A) =
P(B) = 1, P(C) = }, P(D) = 5. Zdarzenia te nie sa parami niezalezne, bo np. P(AN B)
1#£PA)-PB)=5-1=1

4.23. Niech A oznacza zdarzenie polegajace na wybraniu urny typu pierwszego, a B — wybra-
niu urny typu drugiego. Niech C' oznacza wylosowanie kuli biatej. Wowczas z twierdzenia o
prawdopodobienistwie zupelnym otrzymujemy

8 9 34

P(C) = P(A) - P(C|A) + P(B) - P(C|B) = ==

5 2
13 5
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4.24. Niech A oznacza zdarzenie polegajace na wybraniu urny typu A, a B — wybraniu urny
typu B. Niech C' oznacza wylosowanie kuli biatej. Wowczas z twierdzenia o prawdopodobienstwie
zupelym otrzymujemy

23

P(C) = P(A) - P(C|A) + P(B) - P(C|B) =

1 7+4 4
5 10 5 10 50

4.25. Niech K2 oznacza zdarzenie polegajace na wypadnigciu na kostce 1 lub 2, a K o — zdarze-

nie don przeciwne. Niech B oznacza wylosowanie kuli biatej. Woéwczas z twierdzenia o praw-
dopodobienstwie zupelnym otrzymujemy

P(B) = P(B|K1;) - P(K1 ) + P(B[K1,) - P(K12) = %

(NN
Wl b

+

W =
Wl

4.26. Losowanie kuli z urny o ustalonym sktadzie pociaga za soba nastepujaca alternatywe wyk-
luczajacych sie zdarzen: albo wylosowano kule bialg — zdarzenie B, albo kule czarna — zdarzenie C'.
Woéwczas zdarzenie Z o ktérym mowa w zadaniu, polega na wylosowaniu kuli biatej w nastepnym
ciagnieciu. Z twierdzenia o prawdopodobienstwie catkowitym mamy zatem

P(Z) = P(B)-P(B|B)+ P(C)- P(BIC) = & - 5oy + 55 o1
b-(b—1+c)

_ b
(+c)-(b+c—1) ~ bte”

4.27. Zdarzenie B polegajace na wylosowaniu kuli biatej z drugiej urny moze zaj$¢é na skutek
jednego z dwu wykluczajacych sie zdarzeri — wylosowania albo kuli biatej za pierwszym razem —
zdarzenie Bj, albo odpowiednio kuli czarnej — zdarzenie przeciwne do B;. Tym samym, otrzymu-
jemy

- - b by +1 c b1
P(B) = P(By) - P(Ba|By) + P(By) - P(By|By) = . : :
(B)=PB1) - P(BalB) + PBL) - PBelBy) = o e e Y e e

4.28. Patrz Zadanie 26.

4.29. Zdarzenie A,;1 polega na zajéciu jednego z dwodch zdarzen wykluczajacych sie: A, N
Apy1 1 Ay N Apyr, a zatem A, = (A, N A1) U (A, N A1), Korzystajac z twierdzenia o
prawdopodobienistwie catkowitym mamy, ze

P(An+1) = P(An) : (An+1|An) + P(A_n) : P(An+1|A_n)~

Po wprowadzeniu podanych oznaczein mamy, ze pp11 = Pp - Gn + Gn - b. Wyznaczajac p,41 otrzy-
mujemy, ze

b L, b(1—c")

. c -
1- c) + 1—c ’
gdzie ¢ = a — b. Zauwazmy, ze uzyskany tutaj ciagg prawdopodobienistw jest najprostszym przy-
padkiem tzw. ,tancucha Markowa”. Przy przejsciu granicznym, gdy n — oo, otrzymujemy
b

l—a+b

Ciekawym jest fakt, ze p nie zalezy od poczatkowej wartosci py.

pn+1:p10n+b-(1+c+...—|—c"*1):(pl_

p=lim py4q =
n—oo
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4.30. Korzystajac ze wzoru otrzymanego w Zadaniu 4.29 otrzymujemy:

_0,95(1—(1—0,140,95)3) 0,95 3 .
) p3 = 1-0,14+0,95 + (0, 5— 170,1+0,95) ’ (0’ 10, 95) ~ 0,837174;

b) w granicy liczby skrzyzowan zbiegajacej do nieskoriczonosci: p = lim, o pnt1 ~ 0,513514.

4.32. Dos$wiadczenie polega na rzucie kostka i moneta. Bedziemy uwazaé¢ je za udane, jezeli
otrzymamy piatke i orta. Prawdopodobienistwo, ze doswiadczenie sie uda p = P(piatka i orzet).
Poniewaz zdarzenia polegajace na wyrzuceniu piatki i orta sie niezalezne, otrzymujemy p =

P(piatki) - P(orta) = % : % = % W naszym przypadku n =31 k = 1, zatem w my$l twierdzenia

Bernoulliego
3 1 11 121
Py = (=) (=)= 2
5 (1> (122 =57

4.33. Zaltozenie réwnej silty gry pociaga za soba, ze prawdopodobienistwo wygrania p rowne jest
prawdopodobienistwu porazki ¢ = % Rozegranie partii mozna uwazaé za przeprowadzenie doswiad-

czenia. Zakladajac dodatkowo, ze wynik jednej partii nie wptywa na wynik kolejnej, otrzymujemy
do$wiadczenia niezalezne. W celu obliczenia odpowiednich prawdopodobieristw mozna zatem za-
stosowaé wzor Bernoulliego.

a) Pia=(3) 3P @) =% Rs=0)-3) 3P’=4%
Zatem P43 > Pgs.
b) Puasret = Pra-+ Pra= (1) () + () = %

16°
Pisckss = Pos+ Pus+ Pur+ Pos = (3 (O + () + ) + () = &
Zatem Pj3<p<a < Pgs<p<s.

4.34. Sukces oznacza zdarzenie wypadniecia 4, 5 lub 6, zatem prawdopodobieristwo sukcesu wynosi
%. Mamy n=7 proéb, liczba sukceséw k spelnia k£ < 3, stad otrzymujemy prawdopodobienstwo
wypadniecia co najwyzej 3krotnie 4 5 lub 6 réwne:

Por ot Pz = (5>-<%>O-<%>7+(7> OO OROEORIORONO
— T 47420435 =8 =1
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ZESTAW ZADAN NR 5

FUNKCJE BOOLOWSKIE

ZADANIE 5.1. Ktore z ponizszych réwnosci sa tozsamosciowe w algebrze Boole’a B = {0,1}7

a
b
c
d

p+qr=q+pr
(rogr=roqr
(p+qr=pr(g+r)+aqr
p=q="p=>-q

)
)
)
)
ZADANIE 5.2. Dla jakich wartosci logicznych zmiennych zdaniowych p, g oraz r ponizsze formuty

sa (i) prawdziwe; (ii) falszywe?

a) =(p=q)
b) —pg & p
¢) ((p=gqr)=(—g= -p) = ¢

PRZYKEAD 5.3. Przedstaw implikacje = y za pomoca operatora NAND (dysjunkcja).

Rozwigzanie. Przypomnijmy, ze
NAND(z,y) = —(x Ay), NOR(z,y) = =(z Vy), -z = NAND(z,z) = NOR(z, z).

Z definicji wiemy, ze ¢ = y jest réwnowazne —x V y. Nastepnie, korzystajac z podwdjnego
zaprzeczenia oraz faktu, ze =(a V b) = —a A —b, otrzymujemy

-z Vy=-(=((-z) Vy)) = =(=(-z) A —y) = —(x A —y) = NAND(z, —~y) = NAND(x, NAND(y, y)). f

ZADANIE 5.4. Przedstaw:

a) zaprzeczenie implikacji y = x za pomoca operatora NOR,
b) f(x,y) =z V y za pomoca operatora NOR,

c) f(z,y) =z Ay za pomoca operatora NOR,

d) f(z,y) = -z Vy za pomoca operatora NOR,

e) f(x,y) =z Ay za pomoca operatora NAND,

f) f(z,y) =z Vy za pomoca operatora NAND.
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DEFINICJA 5.3 Funkcja progowa 17 (z1,...,2,) 0 n zmiennych z progiem k osigga wartosé 1,

jezeli liczba jedynek wsrdd (wartosci) argumentow x1, o, . .., T, wynosi przynajmniej k, tj. liczba
jedynek osiggnie lub przekroczy prog k. Formalnie funkcja progowa T} (x1,. .., x,) okreslona jest
nastepujgco:

(2 ) = 1 gdy liczba jedynek wsrod x1, ..., xi jest rowna lub wieksza od k,
RATL o) =0 przeciwnym przypadku.

W naszych rozwazaniach zaktadamy, ze 1 < k < n.

PRZYKEAD 5.5. Funkcje progowe dwoch zmiennych:

THa,y)=x+y,  Ti(x,y) =ay.

Zalozmy, ze mamy juz wyznaczone funkcje progowe n — 1 zmiennych. Za ich pomoca mozemy
skonstruowaé¢ wyrazenia dla funkcji progowych n zmiennych.

o k=1 T{(z1,...,Tn-1,2n) = Vi 5.
o I <k<mn: TPx1,...,Tn-1,2n) = Tgfl(:cl,...,xn,l) +T,:L:11(x1,...,xn,1) - Ty

Powyzsza zalezno$é wynika z nastepujacej obserwacji: prog k jest osiagniety wsréd zmien-
nych x1,...,T,_1,x, wtedy i tylko wtedy, gdy jest on osiagniety albo tylko wsréd zmiennych
Z1,...,Tn—1 albo jezeli x, = 1 i osiagniety jest prog k — 1 wsrdéd zmiennych zq,...,z,_1.

o k=n: T (x1,...,Tn—1,2n) = Nj—; Ti.

ZADANIE 5.6. Napisz wyrazenia dla wszystkich funkcji progowych

a) trzech zmiennych,

b) czterech zmiennych.

DEFINICIA 5.4 Wprowadimy oznaczenie x' = x oraz 2° = x. Nastepnie, dla dowolnego wektora
a € {0,1}", niech a(i) oznacza i-tq wspdtrzedng wektora a. Rozwazmy teraz wyrazenie mg(x) =
x‘f(l) A xg(2) AL /\mg(n). Zavwazmy, ze mq(x) =1 wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego i zachodzi
x; = a(t), czyli dla x = a. Wowczas dysjunkcyjna posta¢ normalna (ozn. DNF) funkcji f dana
jest wzorem:

f@y="\ mal).

a€f=1(1)

Rozwazmy teraz wyrazenie sq(x) = x;a(l) v x;a@) V.. Ve Zawwaimy, e Sq(z) = 0 wtedy i
tylko wtedy, gdy dla kazdego i zachodzi x; = a(i), czyli dla x = a. Wowczas koniunkcyjna postaé
normalna (ozn. CNF) funkcji f dana jest wzorem:

flz)= /\ Sa().

acf~1(0)
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PRZYKEAD 5.7. Funkcja f : B3> — B przyjmuje wartosci rowne 1 tylko dla wektorow (1,0,0),
(0,1,0) i (0,0,1). Przedstaw ta funkcje w postaciach normalnych (dysjunkcyjna — DNF i koni-
unkcyjna — CNF).

Rozwigzanie. W praktyce oznacza to, ze aby przedstawi¢ funkcje f w postaci DNF istotne sg te
argumenty, dla ktérych przyjmuje ona warto$é 1.

r Yy =z f(x,y, Z) r 'y =z ma(')

0 0 0 0 0 0 O

0 01 1 0 0 1|-2xzA-yAz
010 1 0 1 O0|-axAyA—z
0 1 1 0 011

1 00 1 1 0 0jzA-yA-z
1 01 0 1 0 1

1 1 0 0 1 10

1 11 0 1 1 1

Ostatecznie posta¢ dysjunkcyjna wyglada nastepujaco:
flzyy,2) =(x A—yAz)V(cz AyA—z)V(zA-yA-z).

Natomiast, aby przedstawi¢ funkcje f w postaci CNF istotne sa te argumenty, dla ktérych przyj-
muje ona wartos¢ 0.

x y z|flz,y,z2) Ty z Sa(*)

0 00 0 0 0 0 xVyVz
0 01 1 0 01

010 1 0 1 0

011 0 01 1| av-yV-z
1 0 0 1 1 00

1 01 0 1 0 1| avyV-z
1 10 0 1 1 0] -av-yVz
1 11 0 1 1 1|—-2zV-yV-z

Ostatecznie posta¢ koniunkcyjna wyglada nastepujaco:
flz,y,2) =@ VyVa)A@V-yV-2)A(zVyV-2)A(zV-yVz)A(-zV-yV-z). f

ZADANIE 5.8. Przedstaw ponizsze funkcje w postaciach normalnych DNF i CNF:

a) f(z,y,2) = (xV-y)A(yV-z),

b) f(x,y,2) =2V (=(y = 2)),

c) flx,y,z) = (= y) Az

d) f(z,y,2) =[x Vy) A(zV2)](xA2),
e) flz,y,2) = (xAy) & (zNy).

PRZYKEAD 5.9. Narysuj sie¢ boolowska dla funkcji f(z,y,2) = "z Ay V z V 1. Jaki jest koszt i
gleboko$é otrzymanej sieci?
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Rozwigzanie. Przyktadowa sie¢ boolowska przedstawia ponizszy rysunek (nalezy wspomnieé, ze
postaé sieci nie jest okreslona jednoznacznie). Koszt ponizszej sieci (liczba tzw.bramek) wynosi 8,
a jej glebokosé (dtugosé najdtuzszej $ciezki) wynosi 4. i

0 % 9
@\

ZADANIE 5.10. Narysuj sie¢ boolowska dla funkcji z zadania 5.10 przed i po zamianie na postacie
normalne. Jaki jest koszt i glebokos¢ otrzymanych sieci?

ZADANIE 5.11. Dla ponizszej sieci sprawdz wynik przy x1 = 0,29 = 1,y1 = 1,2 = 1.

ZADANIE 5.12. Jaki zbior przedstawia wyrazenie W (z,y, z) = zy + zz + yz, jezeli z = {1, 2,4},
y=1{1,3,5} oraz z = {2,3,5}.
ZADANIE 5.13. Niech X bedzie zbiorem studentéw, K — podzbiorem studentéw grajacych w
koszykowke, S — grajacych w siatkowke, P — uprawiajacych plywanie. Przedstaw wyrazenia
boolowskie opisujace nastepujace podzbiory:

a) studentow uprawiajacych tylko jedna dyscypline sportu,

b) studentéw uprawiajacych co najmniej jedna dyscypline sportu,

c) siatkarzy, ktorzy nie graja w koszykowke.

ZADANIE 5.14. Jaki ciag przedstawia wyrazenie W (x,y, z) = zy+xz+yz, jezeliz = (1,0,0,1,1,0,1),
y=(1,1,1,0,0,1,0) oraz z = (0,0,1,1,0,1,1).

PRzYKEAD 5.15. Dla wektorow = = (1,0,0,1,1),7 = (0,1,1,0,0),r2 = (1,0,1,0,0), policzy¢
Par(z) i Pary,(z),i =1,2.
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Rozwigzanie. Zgodnie z definicja:

5
Par(z) = @SCZ =11 DxoDx3 DTy D5, gdzie T = T1ToT3T4T5.
=1

Zatem Par(x) = 1. Nastepnie korzystajac z definicji

5
Par,(z) = @(SCZ'/\’I“Z‘) = (21 A1) B (22 AT2) B (23 AT3) B (X4 AT4) B (25 T5), gdzie v = x1T223245.
1=1
otrzymujemy, ze Pa?"(o,l,l,o,o)((la 0,0,1,1)) = 0 oraz Par(l,o,l,o,O)((l,O, 0,1,1)) = 1. i

ZADANIE 5.16. Dla wektorow z = (0,1,1),71 = (0,0,1),75 = (0,1,0),73 = (1,0,1),74 = (1,1,0),
policzy¢ Par(z) i Pary,(z),i = 1,2,3,4.

PRZYKLAD 5.17. Dany jest wektor x = (0,1,1). Dla jakich wektoréw r € B3, Par,(z) = 1?
Rozwigzanie. Zgodnie z definicja otrzymujemy, ze

3
Par(y, ryr5)((0,1,1)) = P (i Ari) = (0AT) & (LAT) & (LATS) =0@ 10 D13 =72 D13 = L.
=1

Rownosé ta pociaga za soba, ze albo ro = 11 r3 = 0 albo o = 01 r3 = 1; zauwazmy, ze rq jest

dowolne. Zatem szukane r € {(0,0,1),(1,0,1),(0,1,0),(1,1,0)}. i

ZADANIE 5.18. Dane sa 2 wektory:
a) z=(1,0,1) iy = (0,1,0). Dla jakich wektoréw r € B3 zachodzi Par,(x) = Par,(y)?

b) x = (1,1,0) i y = (0,0,1). Dla jakich wektoréw r € B3 zachodzi Par,(z) = Par,(y)?
¢) x=(0,1,0) iy = (0,0,1). Dla jakich wektoréw r € B3 zachodzi Par,(x) # Par,(y)?
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Odpowiedzi do zadani

5.1.

TAK: b) ¢)
NIE: a) d)

a) i) (p,q) = (1,0)
ii) pozostate przypadki

b) i) (p,q) = (1,0)
ii) pozostate przypadki

c) i) (p,q) €{(0,0,0),(0,0,1),(1,0,0), (1,0, 1)}
ii) pozostate przypadki

—(y = ) = NOR(NOR(y, y), x)
x V y = NOR(NOR(z, y), NOR(z,y))

x Ay = —(—(x Ay)) = NOR(NOR(z, x),NOR(y,y))

)
)
)
d) —z V y = NOR(NOR(NOR(z, z), y), NOR(NOR(z, =), )
) a Ay = NAND(NAND(z, ), NAND(z, y)))

)

x \V y = NAND(NAND(z, ), NAND(y, y/))

5.7.
T (z,y,2) =x+y+2z
T3(x,y,2) = 2y + yz + 22
Ti(x,y,2) = wyz
THa,y,z,t) =z +y+2+t
THx,y,2,t) = 2y + yz + 22 + 2t + Yyt + 2t
T, y, 2,t) = zyz + 2yt + yat + x2t
THx,y, z,t) = zyzt
5.10.

e Ay A-z)V (e Ay A-z2)V (e AyA-z) V(e AyAz)
xVyV-z)A(xV-yVz)A(xV-yV-z)A(—xVyV-z)

s AYyA-2)V(@eA-yA-2)V(@eA-yAz)V(@eAyA-z)V(cAyAz)
xVyVz)A(xVyV-z)A(xV-yV-z)

(
(
(
(
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“zAYANzZ)V(A-yAz)V(cAyAz)
xVyVz)A(xVyV-2)A(@xV-yVz)A(-xVyVz)A(—xV-yVz)

—~ —~

2 AYAzZ)V(cA-yA-z)V (e Ay A —z)
xVyVz)A(xVyV-az)A(xV-yVz)A(—zVyV-z)A(-xV-oyV-z)

5.13. s1=1,59=0,83=1

5.14. W(z,y,z) ={1,2,3,5}

5.15.
a) (K A=SA=P)V (—KAS-P)V (—~KA-SAP)
b) KVSVP

c) SA-K

5.16. W(z,y,2) = (1,0,1,1,0,1,1).
5.18. Par(z) = 0, Pary, (z) = Pary,(z) = Pary,(z) = Pary,(z) = 1
5.20.

a) 7€ {(0,1,1),(1,1,0),(1,0,1), (0,0,0)}

b) r €{(0,1,1),(1,1,0),(1,0,1),(0,0,0)}

c) r €{(0,1,0),(1,1,0),(0,0,1),(1,0,1)}
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ZESTAW ZADAN NR 6

TEORIA LICZB

PRZYKEAD 6.1. Niech r bedzie reszta z dzielenia b przez a. Zaldézmy, ze cla i c|b. Wykaz, ze c|r.
Rozwigzanie. Niechb=a-q+r. Mamy a=c-n,b=c-m,azatemr=b—a-qg=c-(m—n-q).

Tym samym c jest dzielnikiem r. 4

ZADANIE 6.2. Zalozmy, ze alb, gdzie a i b sa dowolnymi liczbami dodatnimi. Niech r bedzie
reszta z dzielenia ¢ przez a i niech s bedzie reszta z dzielenia ¢ przez b. Co jest reszta z dzielenia
s przez a?

TWIERDZENIE 6.3 Niech a = b mod m, ¢ =d mod m. Wowczas:

(a+c¢) = (b+d) modm,
(a—c¢) = (b—d)modm,
ac = bd mod m.

PRZYKEAD 6.4. Oblicz (50 - 51 4 15) mod 7.

Rozwigzanie. Jako ze 50 = 1 mod 7, 51 = 2mod 7 oraz 15 = 1 mod 7, na mocy powyzszego

twierdzenia otrzymujemy

(50-51+15)mod 7= (1-241) mod 7 = 3 mod 7. i

ZADANIE 6.5. Oblicz:

a) 15 - 36 mod 7,
b) 153 - (37)3 mod 7,
c) (264 18 +2004) mod 5,
d) 7000 mod 9,
e) 1958 mod 17,
f) 103 mod 11,
g) 239 mod 5,
h) 740 mod 10.

ZADANIE 6.6. Oblicz ostatnig cyfre liczby 2109,

Dla relacji przystawania modulo m zdefiniujmy klasy abstrakcji — dla dowolnej liczby catkowitej
x, klase abstrakcji elementu x definiujemy w nastepujacy sposob: [z] = {y | y = = mod m}.
Zauwazmy, ze klasy abstrakcji maja nastepujace wlasnodci:

— Jezeli x = y mod m, to [z] = [y].

— Jezeli [z] N [y] # 0, to [2] = [y].
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ZADANIE 6.7. Wyznacz klasy abstrakcji relacji kongruencji dla m = 6.
ZADANIE 6.8. Jak wygladaja dzialania dodawania i mnozenia w pierécieniu Zg.

ZADANIE 6.9. W pierscieniu Zg rozwigz nastepujace réwnania:

a) 1+x; =0,
b) 1429 =2,
c)b+ax3=0,

Rozwazmy dowolny element a nalezacy do pierscienia Z,,. Moéowimy, ze b € Z,, jest elementem
odwrotnym do a (ozn. a™ '), jeslia-b=1.

ZADANIE 6.10. Przedstaw tabliczke dodawania i mnozenia w ciele Z7, a nastepnie podaj elementy
odwrotne do 51 6 w Z7.

6.1 Najwiekszy wspolny dzielnik, elementy odwrotne

Algorytm Euklidesa wyznaczania NW D(a,b).
1. Dopdki a # b wykonuj:

l.a Jesli a > b, podstaw a := a — b;
1.b w przeciwnym wypadku podstaw b:= b — a.

2. Zwr6é a.

Szybki algorytm wyznaczania NW D(a,b).
1. Dopéki a - b # 0 wykonuj:

l.a Jesli a > b, podstaw a := a mod b;

1.b w przeciwnym wypadku podstaw b := b mod a.

2. Zwr6¢ max{a,b}.

PRZYKEAD 6.11. Oblicz NW D(32,12) uzywajac powyzszych dwoch algorytmow.

Rozwigzanie.

e Algorytm 1.

a | b
32|12
20 | 12
8 |12
8 | 4
4 | 4

Otrzymujemy zatem NW D(32,12) = 4.
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e Algorytm 2.

a|b
3212 32=2-12+8
8 |12 12=1-8+14
8 | 4 8=2-4+0
0|4

Otrzymujemy zatem NW D(32,12) = 4. §

ZADANIE 6.12. Oblicz NW D(a,b), gdzie:

a) a = 68,b = 36,
b) a = 600, b = 1050,
¢) a = 1547,b = 560.

TWIERDZENIE 6.13 Niech d bedzie najwiekszym wspolnym dzielnikiem dodatnich naturalnych
liczb a © b. Wowczas istniejq liczby catkowite x 1y takie, ze xa 4+ yb = d.

PRZYKEAD 6.14. Podaj z i y (catkowite), dla ktorych NW D(32,12) =z - 32 +y - 12.

Rozwigzanie. Aby rozwiagzaé powyzsze rownanie korzystamy z szybkiego algorytmu wyznaczania
NWD(a,b). Przypomnijmy wyliczenia tego algorytmu poczynione w zadaniu 6.11 w celu wyz-
naczenia NW D(32,12).

32 = 2-12+8
12 = 1-8+4
8 = 2440

Rozwazajac teraz kolejne kroki od przedostatniego réwnania, otrzymamy:
4 = 12—-1-8

12—-1-(32—2-12)
= (-1)-3243-12.

A zatem szukanymi liczbami sa z = —1iy = 3.

ZADANIE 6.15. Zastosuj powyzszy algorytm w celu rozwiazania nastepujacych réwnan:

a) 68z + 36y = NW D(68, 36),
b) 600z + 1050y = NW D(600, 1050),
¢) 1547z + 560y = NW D(1547, 560).

Zauwazmy, ze jezeli liczba a z przedziatu 1 < a < m — 1 jest wzglednie pierwsza z m, tzn.
NWD(a,m) =1, wowczas a ma w Zj, element odwrotny wzgledem mnozenia:

NWD(a,m) =1, a zatem
istnieja x i y takie, ze x -a+y-m=1

z-a+y-m=1 /modm
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z-a=1modm
x:afl.

PRZYKEAD 6.16. Znajdz element odwrotny do 7 w Zag.

Rozwigzanie. Aby znalezé rozwigzanie, znowu korzystamy z roszerzonego algorytmu Euklidesa.

Rozszerzony algorytm Euklidesa.

Wejscie: dwie liczby naturalne a i b.
Wyjscie: NW D(a,b) oraz liczby calkowite x,y takie, ze xa + yb = NW D(a,b).
1. Podstaw ¢c:=0; x4 :=1; yo :==0; 25, = 0; yp = 1.
2. Dopoki a - b # 0, wykonuj:
2.a Jesli a > b, to
2.a.1 ¢c:=a+0b
2.a.2 a:= a mod b;
2.3 o =24 — Ty C
2.4 Yo =Ya — Yp - C.
2.b W przeciwnym wypadku
2.b.1 c:=b+a;
2.b.2 b:=bmod a;
2.b.3 xp=xp — 24 - C
2b4d yp=yp — Ya - C
3. Jeslia>0,tox:=x41Yy:=y,.
w przeciwnym wypadku, jesli b > 0, to ¢ := xp; 1 y := yp.
4. Zwro¢ NW D(a,b) := a + b oraz liczby x i y.

Wykonanie algorytmu ilustruje ponizsza tabela.

a|l b | c|lza| Yo || ® | W
71260l 1] 0 0 1
715310 -3|1
215 ||1 -1 -3 |1
211|214 ]|-1]-11] 3
ol 11|226]|-71 —-11] 3

Otrzymujemy NW D(26,7) = 1, a zatem bedzie istnial element odwrotny do 7 w Zgs. Ponadto
odczytujemy, ze 1 = (—11) -7+ 3-26. Stad 77! = —11 mod 26 = 15, czyli 15 jest elementem
odwrotnym do 7 w Zag. §

ZADANIE 6.17. Znajdz elementy odwrotne do wszystkich elementéw odwracalnych w Zg.
ZADANIE 6.18. Znajdz element odwrotny do 11 w Zqg.

ZADANIE 6.19. W pierscieniu Zg rozwiaz réwnania 3-x1; = 1 oraz 3 - xo = 2.

ZADANIE 6.20. W pierscieniu Z17 rozwiaz réwnania 8 - 1 = 2 oraz 9 - xo = 4.

ZADANIE 6.21. Znajdz catkowite rozwiazanie (x,y) spelniajace rownanie 17x + 40y = 1.
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6.2 Uktady réwnan, szyfry liniowe

TWIERDZENIE 6.22 Rozwazmy funkcje liniowg (x) postaci ax = b mod m, gdzie 0 < a ib < m.
Wowczas:

1) Jezeli NW D(a,m) = 1, wowczas istnieje rozwigzanie, ktdre mozemy wyznaczyé znajdujgc

a™!, poniewaz x = a tax = a~'b mod m.

2) Jesli NW D(a,m) = d, wowczas rozwigzanie istnieje wtt d|b. I w tym przypadku kongruencja
(%) jest réwnowazna kongruencji a’z = b mod m/, gdzie ' = (a/d), b’ = (b/d), m' = (m/d).

PRZYKEAD 6.23. Niech a = 71 b = 12. Korzystajac z przeksztatcenia afinicznego
C(z) = (ax +b) mod n

zaszyfruj wiadomosé AZURE RAY w 26-literowym alfabecie.
Rozwigzanie. Przyjmujac A =0,7Z =25,U =20,R =17, F =4,Y = 24, otrzymujemy:
C(0) = (7-0+ 12) mod 26 = 12, czyli M,
C(25) = (7-25+12) mod 26 = 5, czyli F,
C(20) = (7-20 + 12) mod 26 = 22, czyli W,
C(17) = (7- 17+ 12) mod 26 = 1, czyli B,
C(4) = (7-4+12) mod 26 = 14, czyli O,
C(24) = (7-24 +12) mod 26 = 24, czyli Y,
a tym samym zaszyfrowana wiadomosé brzmi MEFWBO BMY. 4

ZADANIE 6.24. Niech a = 71 b = 12. Korzystajac z przeksztalcenia afinicznego
C(z) = (ax +b) mod n

zaszyfruj wiadomosé INFORMA w 26-literowym alfabecie.

PRZYKEAD 6.25. W przechwyconym kryptogramie najczesciej wystepujaca litera jest K, potem
D. Wiedzac, ze w jezyku angielskim najczesciej wystepuja litery E i T oraz ze uzyto funkeji
kodujacej postaci C(x) = (ax 4+ b) mod m, wyznacz te funkcje oraz funkcje dekodujaca.

Rozwigzanie. Z warunkow zadania otrzymujemy, ze C'(4) = 10 oraz C(19) = 3, czyli — przyjmujac
C(z) = ax + b — otrzymujemy nastepujacy uktad rownan:

4a + b = 10 mod 26
19a + b = 3 mod 26

Odejmujac stronami, otrzymujemy réwnanie 15a¢ = —7 mod 26 = 19 mod 26, a stad a = 157! -
19 mod 26. Korzystajac z rozszerzonego algorytmu Euklidesa wyznaczamy 1571 w Zog, otrzymujac
15-1 = 7. A zatem a = 7- 19 mod 26 = 3. Nastepnie np. z drugiego réwnania wyznaczamy b:

b =10 —4a mod 26 = 10 — 4 - 3 mod 26 = —2 mod 26 = 24 mod 26.

A zatem funkcja kodujaca C(x) jest postaci C(x) = 3z + 24.
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Funkcje dekodujaca D(y) = ay+ b mozemy wyznaczy¢é w podobny sposéb przyjmujac D(10) =
4, a tym samym otrzymujac nastepujacy uktad réwnan:

10a + b = 4 mod 26
3a + b =19 mod 26

Otrzymamy w rezultacie D(y) = 9y + 18.
Innym sposobem jest spojrzenie na funkcje dekodujaca jako na funkcje odwrotng do funkcji
C(z), a tym samym policzenie D(y) ze wzoru na C(z). A dokladnie, przeksztalcamy:

y =3z +24
y—24=3z
37boy—371.24=12.
Jako ze 37! = 9 w Zag, otrzymujemy x = 9y + 18. Stad D(y) = 9y + 18. 4

ZADANIE 6.26. W diugim kryptogramie zaszyfrowanym za pomoca przeksztalcenia afinicznego
najczesciej wystepuje litera H, potem C.

a) Odszyfruj fragment wiadomosci .. WVB... .

b) Zaszyfruj wiadomos¢é HIGH.

PRZYKEAD 6.27. Rozwiaz ponizszy uktad rownari:

14z + y = 1 mod 26
24x + y = 15 mod 26

Rozwigzanie. Odejmujac stronami (II—I) otrzymujemy réwnanie 10z = 14 mod 26. Zauwazmy, ze
zachodzi NW D(10,26) = 2 oraz i 2|14, a zatem zgodnie z twierdzeniem 6.22 rozwazamy réwnanie

5r = 7 mod 13.
Jako ze 57! = 8 w Z;3, otrzymujemy
z=5"-7mod 13 =8-7mod 13 = 4 mod 26.

Zauwazmy, ze jest to rozwiazanie w Zi3, a my szukamy rozwiazan w Zog. Jako ze rozwiazaniami
rownania bz = 7 mod 13 sa dowolne liczby postaci x = 4 + 13n, gdzie n € Z, rozwiazan réwna-
nia 10z = 14 mod 26 szukamy wtlasnie posrod liczb postaci (4 + 13n) mod 26. W konsekwencji
otrzymujemy, ze drugim rozwiazaniem w Zog, oprocz x = 4, jest takze x =4 + 13 = 17.

Pozostaje wyznaczy¢ y np. z pierwszego réwnania:

—dla z = 4 otrzymujemy y = 1 — 142 mod 26 = 1 — 14 - 4 mod 26 = 23;

—dla z = 17 otrzymujemy y = 1 — 14x mod 26 =1 — 14 - 17 mod 26 = 23.

A zatem szukanymi rozwigzaniami w Zgg sa x =4 iy =23 oraz x =171y =23. 1§

ZADANIE 6.28. Rozwiaz ponizszy uktad réwnan.

3z +y =1mod 27
9z + y = 13 mod 27
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PRZYKEAD 6.29. Rozwigz réwnanie 22 — 3z + 2 = 0 mod 53.

Rozwigzanie. Réwnanie 22 — 3z + 2 = 0 mod 53 rownowazne jest réwnaniu
(x —2)(x — 1) = 0 mod 53.
Zatem rozwigzania sg nastepujace: x = 2 mod 53 oraz z = 1 mod 53.

ZADANIE 6.30. Rozwiaz nastepujace réwnania:

a) 2 — 2z = 0 mod 11,
b) 2% = 4 mod 23.

6.3 Chinskie twierdzenie o resztach

ZADANIE 6.31. Dla jakich par reszt a; i ag istnieja liczby spelniajace ponizsze uktady kongru-
encji?

b)

a) {alzamodél 0

a1 = a mod 3
as = a mod 6

a1 = a mod 3
as = a mod 6

as = amod 5

Uwaga. Uprzedzajac rozwiazanie, zauwazmy, ze ilos¢ par reszt, dla ktérych istnieje liczba spetnia-
jaca uktad kongruencji wynosi (a; - az)/d, gdzie d = NW D(a1,a2).

TWIERDZENIE 6.32 (Chinskie twierdzenie o resztach) Niech my, ..., m, bedq dodatnimi liczbami
wzglednie pierwszymi, to znaczy dla kazdej pary 1 < i < j < r mamy NWD(m;,m;) = 1, oraz
niech ay,...,a, bedg dowolnymi resztami. Wtedy istnieje liczba catkowita a taka, Ze:

a1 = a mod my
as = a mod msy

a, = a mod m,

W szczegdlnosci, rozwiqzaniem powyzszego uktadu jest a = .y a;M; N;, gdzie:

Mi = M/ml,
M= szl myg,
a N; spetnia N; M; = 1 mod m;.

Ponadto, jezeli liczby a i b sq rozwigzaniami powyzszeqo uktadu kongruencyi, to ich réznica a — b
dzieli sig przez tloczyn wszystkich liczb my, czyli przez M = []i_; m;.

PRZYKEAD 6.33. Rozwiaz ponizszy ukltad kongruencji.

2=amod3
0=amod4

Rozwigzanie. Zgodnie z twierdzeniem 6.32, wyznaczamy:
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M =3-4=12, czyli My =12/3 = 4, zatem Ny -4 =1 mod 3, stad Ny = 1.
M =3-4=12, czyli My =12/4 = 3, zatem N3 -3 = 1 mod 4, stad Ny = 3.

Zatem a; =2, a9 =0,astada=2-4-14+0-3-3mod 12=8. §

ZADANIE 6.34. Rozwiaz ponizsze uktady kongruencji.

a) 1=amod3 b) 2 =amod 3 0 ;igigjg
4 = amod 5 3=amod5 5:amod7

ZADANIE 6.35. Niech m; i mo beda dowolnymi liczbami catkowitymi. Dla jakich par reszt a; i
as istnieje liczba a spelniajaca ponizszy uktad kongruencji?

ap=amodm; (0<a; <mg—1)
az =amodmg (0<as <mg—1)

PRZYKEAD 6.36. Ile wynosi reszta z dzielenia 1997199919 przez 157

Rozwigzanie. Rozwazmy uklady kongruencji:

1=M mod 3 1 =2mod3
4 = M mod 5 4 =z modbH

Majac na uwadze Chinskie twierdzenie o resztach, zachodzi (3-5)[(M —x), astad M —x = k-3-5,
czyli M = k - 15 + z. Pozostaje zatem wyznaczy¢ x. Rozwazmy ponizszy uktad kongruencji.

1=2mod3
4 =1x mod 5

Uktad ten wystepuje w zadaniu 6.32(a) — otrzymujemy zatem, ze z = 4. Jako ze 4 jest jedyna
liczba ze zbioru {0,...,14}, ktora spetnia kongruencje (bo 3 i 5 sa wzglednie pierwsze), zatem
otrzymujemy, ze 1997199919 mod 15 = 4. {

ZADANIE 6.37. Ile wynosi reszta z dzielenia 19831583279 przez 207

6.4 Pierwiastki kwadratowe

Liczbe y nazywamy pierwiastkiem kwadratowym liczby x w pierScieniu Z,,, jesli
z = y* mod m.

Na przyktad tatwo sprawdzi¢, ze w Zs pierwiastkami 4 sa 2 i 3, poniewaz 22 mod 5 = 32 mod 5 = 4,
a np. liczba 2 nie posiada pierwiastka. Ponadto zauwazmy, ze jesli y jest pierwiastkiem x, woéwczas
m — y takze:

(m—y)? =m?=2my+y* = y° =z
W ogélnym przypadku rozwazmy liczbe m, ktora jest iloczynem k réznych liczb pierwszych p; <
po < ... < pr. Wezmy teraz dowolna liczbe y, dla ktorej:

ymodp; =1 lub gy modp =—1,
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ymodp, =1 lub gy modpy=—1,

ymodp,=1 1lub ymodp,=—-1.
Wéwezas y> mod p; = 1,3 =1,...k, i z Chiniskiego twierdzenia o resztach wynika, ze
y>=1modpy-...-p.

Jesli 2 < pp < pg < ... < pg, wowczas 1 # —1 mod p;, ¢ = 1....,k i tym samym bedziemy mieli
2F rozmych pierwiastkow z 1:

y1: ymodp;,=1,i=1,... k.

yo: ymodp; =-1, ymodp, =1, i=2,...,k.

Yo ymodp;=—1,¢1=1,... k.

PRZYKEAD 6.38. Ile jest pierwiastkow kwadratowych z 1 w Z3g? Wskaz je.

Rozwigzanie. Jako ze 30 = 2 -3 - 5, wszystkie szukane pierwiastki wyznaczy¢ mozna z kolejnych
uktadéw réwnan:

1. yymod2=1, yy mod3 =1, y; mod 5 =1;

2. ypmod2=1, yomod 3 =1, ypo mod 5 = —1;

3. y3mod2=1, ygmod 3 =—1, ygmod 5 =1;

4. yymod2 =1, yy mod 3 =—-1, yg mod 5= —1;
5. ysmod 2= —1, ys mod 3 =1, y; mod 5 =1;

6. ysmod 2= —1, ygmod 3 =1, yg mod 5 = —1;
7. yymod 2= —1, y7 mod 3 = —1, y; mod 5 = 1;
8. ygmod 2= -1, ygmod 3 =—1, ygmod 5 = —1.

Zauwazmy jednak, ze p1 =211 = —1 mod 2, a tym samym beda tylko cztery rézne pierwiastki
kwadratowe, tzn. wystarczy wyznaczy¢ tylko liczby y1, yo, y3 oraz y4.

1. Liczba y; spelniajaca

y1 mod 2 =1

yp mod 3 =1

y1 mod 5 =1
jest y1 = 1.

2. Liczba ys spelniajaca

yomod 2 =1
yomod 3 =1
yomod 5 =—-1=4

jest yo = 19.
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3. Liczba y3 spelniajaca

yzmod 2 =1

ysmod 3 =—1=2

ysmod 5 =1
jest y3 = 11.

4. Liczba y4 spelniajaca

ygmod2 =1
ygmod3=—-1=2
ygmodbH=—-1=4

jest yq = 29.

A zatem wszystkimi pierwiastkami kwadratowymi z 1 w Zsg sa 1, 11,19 oraz 29. 4

ZADANIE 6.39. Pokaz, ze w Z1¢5 jest osiem pierwiastkéw kwadratowych z 1.

6.5 Algorytmy mnozenia i potegowania

Algorytm mnozenia liczb (Algorytm rosyjskich chlopow)

Wejscie: dwie liczby naturalne a i b.
Wyjscie: iloczyn a - b.
1. Podstaw A :=a; B :=b.
2. Dopoki B # 0, wykonuj:
2.a A:=2-A;
2.b K := K div 2;

3. Dodaj te wyrazy z kolumny odpowiadajgcej wartosciom A,
dla ktérych w kolumnie odpowiadajacej wartoéciom B jest liczba nieparzysta.

PRZYKEAD 6.40. Zastosuj powyzszy algorytm w celu obliczenia 24 - 20.

Rozwigzanie. Kolejne kroki algorytmu przedstawia ponizsza tabela.

A | B
24 | 20
48 | 10
% | 5
192 | 2
384 | 1
768 | 0

A zatem 24 - 20 = 96 + 384 = 480. 4

ZADANIE 6.41. Czy w powyzszym algorytmie ma znaczenie, ze a > b? Sprawdz teze dla 20 - 24.
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ZADANIE 6.42. Zastosuj powyzszy algorytm w celu obliczenia

a) 36 - 15,
b) 41 - 21.

Algorytm mnozenia modulo.

Wejscie: liczby naturalne a, b i m.
Wyjscie: a - b mod m.

1. Podstaw A :=a; B :=b.

2. Dopoki B # 0, wykonuj:
2.a A:=2-Amodm;
2.b B:= B div 2;

3. Dodaj te wyrazy z kolumny odpowiadajacej wartosciom A, dla ktérych w kolumnie odpowiada-
jacej wartosciom B jest liczba nieparzysta.

PRZYKEAD 6.43. Zastosuj powyzszy algorytm w celu obliczenia 24 - 20 mod 7.

Rozwigzanie. Kolejne kroki algorytmu przedstawia ponizsza tabela.

A | B
24 1 20

ULy W ot &
O = oot

Otrzymujemy zatem, ze 24 - 20 mod 7 = (6 + 5) mod 7 = 4. §

ZADANIE 6.44. Zastosuj powyzszy algorytm w celu obliczenia:

a) 36 - 15 mod 7,
b) 41 - 21 mod 5.

Algorytm szybkiego potegowania modulo.

Wejscie: podstawa a oraz wyktadnik k.
Wyjscie: a* mod m.

1. Podstaw A :=a; K := k.
2. Dopoki K # 0, wykonuj:

2.a A:= A? mod m;
2.b B:= B div 2;

3. Wymnoz te wyrazy w kolumnie A, dla ktérych w kolumnie K jest liczba nieparzysta.
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PRZYKEAD 6.45. Zastosuj powyzszy algorytm w celu obliczenia 8'' mod 21.

Rozwigzanie. Kolejne kroki algorytmu przedstawia ponizsza tabela.

== == (oo s
SEEN N

Otrzymujemy zatem, ze 8! mod 21 = 8-1-1 mod 21 = 8. 4

ZADANIE 6.46. Zastosuj powyzszy algorytm w celu obliczenia:

a) 4 mod 15,
b) 8% mod 65,
c) 1254 mod 65,
d) 1032 mod 33.

6.6 Funkcja Eulera
Niech n bedzie dowolna liczba dotatnia. Funkcje Fulera definiujemy nastepujaco:
p(n)={1<b<n : NWD(bn) =1},

czyli ¢(n) jest to liczba liczba elementéw wzglednie pierwszych z n. Funkcja Eulera ma nastepujace
wlasnoéci:

1) ¢(1) =1.

2) ¢(p) =p — 1, gdzie p jest liczba pierwsza.

3) ¢(p®) = p® — p~ 1, gdzie p jest liczba pierwsza.

4) p(Pr - per) = (P8 =P ) (p2r — p2r 1), gdzie p; jest liczba pierwsza, i = 1,..., 7.

PRZYKEAD 6.47. Ile jest dodatnich liczb wzglednie pierwszych z 12007

Rozwigzanie. Jako ze 1200 = 2 - 3 - 52 interesuja nas liczby dodatnie niepodzielne przez 2,3 lub
5 i nie wieksze od 1200. Z zasady wlaczania/wytaczania tych liczb jest

1200 — (N(2) + N(3) + N(5) — N(2,3) — N(2,5) — N(3,5) + N(2,3,5)) =
1 1 1 1 1 1 1

=1200-(1— = — = — = _ _
( 2 3 5+2-3+2-5+3-5 2-3-5)
1 1 1
=1200-(1—=<)- (1 — <) (1 — =) = 320.
(1-3)-0-5-0-7)

Mozemy roéwniez zastosowaé tutaj funkcje FEulera:

#(1200) = ¢(2* - 3-52) = #(2) - ¢(3) - #(5%) = 8-2-20 = 320. ¢

ZADANIE 6.48.*% Korzystajac z rozumowania przeprowadzonego w powyzszym zadaniu, wykaz
wlasnosci (3) 1 (4).
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TWIERDZENIE 6.49 (Male Twierdzenie Fermata) Jesli NW D(a,m) = 1, to a®™ = 1 mod m.

PRZYKEAD 6.50. Korzystajac z funkcji Eulera oblicz 771 w Zgg.
Rozwigzanie. Zauwazmy, ze z Malego Twierdzenia Fermata wynika nastepujacy wniosek:
Jesli NW D(a,m) = 1, wowczas w Lo, zachodzi a=* = a®(™=1,
Tym samym otrzymujemy, ze
7-1 —  79(20)-1 _ 7(;5(22-5)71 _ 7(2272)-(571)71
= TT=7".72.(7?)2=97-9-92=97-9-1=9963 =9 3.

ZADANIE 6.51. Korzystajac z funkcji Eulera oblicz 571 w Zg;.

PRzZYKEAD 6.52. Udowodnij, ze 10-a potega kazdej liczby catkowitej jest postaci 11k lub 11k+1.
Rozwigzanie. Jedli 11]a, to oczywiscie 11]|a'®. Zalézmy zatem, ze 11 nie dzieli a. Wowczas
NWD(a,11) = 1 i z Malego Twierdzenia Fermata otrzymujemy, ze a®Y) = 1 mod 11, czyli
a'® = 1 mod 11, a zatem a'® = 11k + 1 dla pewnego k.

ZADANIE 6.53. Udowodnij, ze kwadrat liczby catkowitej jest zawsze postaci 5k, 5k+1 lub 5k —1.

ZADANIE 6.54. Udowodnij, ze 9-ta potega kazdej liczby catkowitej jest postaci 19k lub 19k + 1
lub 19k — 1.

ZADANIE 6.55. Udowodnij, ze 20-a potega kazdej liczby catkowitej jest postaci 25k lub 25k + 1.

Wskazéwka. a® —1 = (a* — 1)(a'® + a'? + a® + a* + 1).

6.7 Szyfry RSA

PRZYKEAD 6.56. Korzystajac z algorytmu RSA zaszyfruj wiadomos$é x = 10 od Boba do Alicji.
Klucz, ktory upublicznita Alicja, to (e,n) = (9, 87).

Rozwigzanie. W algorytmie RSA klucz do szyfrowania (e,n) jest jawny i funkcja szyfrujaca jest
nastepujaca:
C(z) = z° mod n.

Zatem nalezy wyliczy¢ 107 mod 87. Korzystajac z algorytmu szybkiego potegowania modulo otrzy-
mujemy C'(10) = 76, czyli zaszyfrowana wiadomos¢, ktora Bob przesle Alicji, to 76. 4

PRZYKEAD 6.57. Odszyfruj wiadomosé y = 76, ktora otrzymata Alicja. Klucz prywatny Alicji
to (n,d) = (87,25).

Rozwigzanie. Funkcja deszyfrujaca, ktorej powinna uzyé¢ Alicja to
D(y) =y mod n.

Zatem musimy wyliczy¢ D(76) = 76%° mod 87. Korzystajac z algorytmu szybkiego potegowania
modulo otrzymujemy D(76) = 10. Stad wiadomos¢, ktora zostata przestana Alicji, to 10. 4

PRZYKEAD 6.58. Sprobuj odszyfrowaé wiadomosé y = 29 przeznaczong dla Alicji, znajac tylko
jej klucz publiczny (e,n) = (9, 33).
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Rozwigzanie. Aby odszyfrowaé wiadomosé, musimy sprobowaé wyliczyé wartosé d. Aby to uczynié,
musimy poznadé rozktad liczby n na dwa czynniki pierwsze p oraz q. W naszym przypadku zachodzi
n=233=23-11. Zatem p = 31iq = 11. (W rzeczywistosci liczba n zawiera kilkaset bitéw i poznanie
jej rozktadu nie jest prosta sprawa). Teraz musimy wyliczy¢ ¢p(n) = ¢(33) = 2-10 = 20. Liczba d w
algorytmie RSA jest liczba odwrotna do e w Zy,,). Stosujac jedna z poznanych metod, wyliczamy
9~! = 9 mod 20. Zatem znamy juz klucz prywatny Alicji (n,d) = (33,9) i wykorzystujac funkcje
deszyfrujaca D(y) = y% mod n, wyliczamy D(29) = 8 mod 33. f

ZADANIE 6.59. Klucz publiczny Alicji to (e,n) = (11,85) (p =5, ¢ = 17).

a) Zaszyfruj wiadomosé 6.

b) Zaszyfruj wiadomosé 23.
¢) Odszyfruj wiadomosé 22.
d) Odszyfruj wiadomosé 29.

6.8 Test Fermata

Algorytm testu pierwszosci (test Fermata).

1. Losuj liczbe 2 < a < n, d := NWD(a,n).
2. Jesli d > 1, to liczba n nie jest pierwsza; STOP.

n—1

3. Jesli d =1, to niech p :=a""" (mod n).

3.a Jezeli p # 1, to liczba n nie jest pierwsza; STOP.

3.b Jezeli p = 1, to liczba n jest prawdopodobnie pierwsza; STOP.

PRZYKEAD 6.60. Zastosuj powyzszy test dla n = 21 oraz:

a) a=2;
b) a = 8.
Rozwigzanie.

a) Jako ze NWD(2,21) = 1, korzystajac np. z algorytmu szybkiego potegowania, obliczamy
p = 229 mod 21, otrzymujac p = 4. A zatem algorytm zwréci odpowiedz «liczba 21 nie jest
PLETWSZA.

b) Natomiast w przypadku, gdy a = 8, otrzymamy NW D(8,21) = 1 oraz p = 8% mod 21 = 1.
Zatem algorytm zwrdci odpowiedz: liczba 21 jest prawdopodobnie pierwsza. §

ZADANIE 6.61. Zastosuj test Fermata dla liczb:

a) a =5 oraz n = 39,
b) a = 12 oraz n = 65.
¢) a =17 oraz n = 561.
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6.9 Zadania dodatkowe
PRZYKEAD 6.62. Udowodnij, ze liczba v/2 jest niewymierna.

Rozwigzanie. Zalozmy, ze liczba /2 jest wymierna, a zatem moze by¢ zapisana jako 7+ Z réwnosci
V2 = 7 otrzymujemy, ze 20% = a®. Rozwazmy teraz faktoryzacje obudwu stron, a w szczegdlnosci
liczbe wystapienn dwojki. Zatézmy, ze w rozkladzie b dwojka wystepuje m razy, a w rozkltadzie a
— odpowiednio n razy. Woéwczas 2 wystepuje 2m + 1 razy w rozkltadzie 2b% i 2n razy w rozkladzie
a?. Tym samym, 2m + 1 = 2n. Ale ze jest to niemozliwe dla dowolnych liczb naturalnych m i n,
otrzymujemy sprzecznoscé. f

ZADANIE 6.63.* Udowodnij, ze liczba /p, gdzie p jest liczba pierwsza, jest niewymierna. Udowod-
nij fakt bardziej ogdlny: liczba \/n, gdzie n jest dowolng liczbg naturalng nie bedaca kwadratem
zadnej innej liczby, jest liczba niewymierna.

ZADANIE 6.64.* Analogicznie do zadania powyzej, sformuluj i udowodnij twierdzenie o niewymier-
nosci odpowiednich liczb postaci /n.

ZADANIE 6.65.*% Wykaz, ze wérod dowolnych n liczb ze zbioru {1,2,...,2n — 1} znajda sie dwie
wzglednie pierwsze.

ZADANIE 6.66.* Udowodnij, ze istnieje nieskonczenie wiele liczb pierwszych.

Wskazéwka. Rozwazy¢ liczbe liczbe n! 4+ 1 1 dowolny jej dzielnik p bedacy liczba pierwsza.

ZADANIE 6.67.*% Udowodnij, ze dla dowolnej liczby dodatniej & istnieje ciag k kolejnych liczb
ztozonych.

Wskazowka. Rozwazyé ciag liczb (k+ 1)!+2,(k+ 1)1 +3,...,(E+ 1!+ (E+1).

ZADANIE 6.68.* Niech n bedzie liczba naturalna. Policzmy ¢(d) dla kazdego z dzielnikow n oraz
zsumujmy wszystkie uzyskane wartosci. Czym jest ta suma? Sformutuj wniosek i go udowodnij.

ZADANIE 6.69.*% Dla danego n rozwazmy sume ZNWD(d n)=1 d. Czym jest ta suma? Sformutuj
wniosek i go udowodnij.

TWIERDZENIE 6.70 (The Prime Number Theorem)
Niech m(n) oznacza liczbe liczb pierwszych pomiedzy 1,2,....,n. Wowczas m(n) ~ .

PRZYKEAD 6.71. lle jest 200-cyfrowych liczb pierwszych?

Rozwiqza%e. 7 powyzszego twierdzenia wynika, ze liczb pierwszych C(l)gglajwyZej 200-cyfrowych jest
okoto %, a liczb pierwszych co najwyzej 199-cyfrowych jest %. Otrzymujemy zatem, ze

liczb pierwszych 200-cyfrowych jest okoto

10200 10199
- ~1.95- 107,
200ln10 1991n10

Zauwazmy, ze liczba dowolnych liczb 200-cyfrowych wynosi 10290 — 101 = 9. 10199 czyli 200-
cyfrowych liczb pierwszych jest duzo. §
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Algorytm testu pierwszosci (test Millera-Rabina).

1. Sprawdzamy, czy n jest potega jakiej$ liczby naturalnej.
Jesli jest, to liczba n nie jest pierwsza; STOP.
2. Losujemy liczbe 2 < a < n i sprawdzamy:
jesli d = NWD(a,n) > 1, to liczba n nie jest pierwsza; STOP.

w

. Znajdujemy liczby m i k takie, ze n — 1 = m - 2¥, gdzie m jest nieparzyste.

4. Obliczamy p = a™ mod n.

4.a Jesli p =1, to liczba n jest pierwsza; STOP.

4.b Obliczamy po kolei:

2 k
a® modn, a*™modn, ..., a®>™ modn.

4.c Jesli zadna z tych liczb nie jest réwna 1, to n nie jest pierwsza; STOP.

4.d Zalézmy, ze a®™ mod n = 1. Rozwazmy p/ = a®~ '™ mod n.

4.d.1 Jesli p’ # —1, to liczba n nie jest pierwsza; STOP.

4.d.2 W przeciwnym wypadku — liczba n jest pierwsza.

PRZYKEAD 6.72. Zastosuj powyzszy test dla n = 21 oraz a = 8.

Rozwigzanie. Sprawdzamy, czy 21 nie jest potega zadnej liczby — nie jest. Otrzymujemy nastepnie
NWD(8,21) = 1, a zatem przechodzimy do kroku 3.: dla a = 8 i n = 21 wyznaczone m i k sa
rowne odpowiednio 5 i 2. Wyznaczamy teraz p = 8% mod 21 = 8, a nastepnie wyliczamy po kolei:
825 mod 21 = 1,
82°5 mod 21 = 1.
Otrzymujemy, ze i = 1. A ze p/ = 82"5 mod 21 = 85 mod 21 = p =8 # —1, stad «liczba 21 nie
jest pierwsza». 4

ZADANIE 6.73. Zastosuj test Millera-Rabina dla liczb:

a) a =5 oraz n = 39,
b) a = 12 oraz n = 65,
¢) a =17 oraz n = 561.
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Odpowiedzi do zadani

6.2. Reszta z dzielenia s przez a jest r.
6.5. a) 1;b) 1;¢) 2;d) 7;e) 3; f) 10; g) 3; h) 1.

6.6. Ostatnia cyfra liczby 200 jest 6.

6.7.
0] ={...,—12,-6,0,6,12,...},
1] ={..,-11,-5,1,7,13,...},
2] ={...,—10,—-4,2,8,14,...},
B8] ={..,-9,-3,3,9,15,...},
[4] ={...,—8,-2,4,10,16,...},
5] ={..,—7,-1,5,11,17,...}.

6.15. a) d=4,2 = —-1,y=2;b) d =150,z =2,y = —1.
6.17. Elementy odwrotne: 371 =3,51 =5 71 =7
6.18. 1171 =7.

6.19. Tr1 = 3,.’E2 = 6.

6.20. 1 = 13, T = 8.
6.21. x=—-7,y=3.
6.24. QZVGBM.

6.26. a) LOW, b) GXPG.
6.28. 2 =21y=22, 2=111y=22, oraz x =201y = 22.

6.30.

a) =0 mod 11 lub x = 2 mod 11,
b) z = 2 mod 23 lub z = 21 mod 23.

6.31.
a) (0,0), (1,1), (2,2), (3,3), (0,4), (1,5), (2,0), (3,1), (0,2), (1,3), (2,4), (3,5).
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b) (0,0), (1,1), (2,2), (3,3), (0,3), (1,4), (2,5).
c) Wszystkie pary.

6.34. a) a=4;b) a=38; ¢) a = 68.

6.35. Pary postaci (ag, (a1 + d - i) mod mg).
6.37. 19.

6.39. Pierwiastki: 1,29,34,41,64,71,76,104.
6.44. a) 1; b) 1.

6.46. a) 1; b) 1;¢) 1;d) 1.

6.51. 17.

6.59. a) 29; b) 22; ¢) 23; d) 79.

6.61.

a) n = 39 nie jest pierwsza.
b) n = 65 jest prawdopodobnie pierwsza.
¢) n = 561 nie jest pierwsza.

6.73.

a) n = 39 nie jest pierwsza.
b) n = 65 nie jest pierwsza.
¢) n = 561 nie jest pierwsza.
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Wskazéwki dla Prowadzacych

6.2. Mamy b = a-m, ¢ = a-q+ric = bt+s. Zatem s = c—b-t = (a-q+r)—(a-m)-t = (g—m-t)-a+r.
Jako ze 0 < r < a, reszta z dzielenia s przez a jest r.

6.6. Nalezy policzy¢ 2% mod 10.

6.26.
a) Funkcja deszyfrujaca D(y) = (az + b) mod 26 spelia nastepujacy uktad rownan.

7a +b =4 mod 26
2a +b =19 mod 26

Odejmujac stronami otrzymujemy (—15) =96 11 = 5a mod 26. Zatem a = 5! - 11 mod 26.
Wyznaczamy element odwrotny do 5 w Zgg: 57 ' = 21. Stad a = 21 - 11 mod 26 = 23.
Ponadto b = (19 — 2-23) mod 26 = 19 — 46 mod 26 = 25 . Stad D(y) = 23y + 25 mod 26, a

zatem fragment wiadomosci brzmi ...LOW....

b) Funkcje szyfrujaca C(z) wyznaczamy albo z odpowiedniego uktadu réwnan, albo z faktu, ze
jest ona funkcja odwrotna do funkcji D(y). Otrzymujemy zatem, ze C'(x) = 172+ 17, a tym
samym zaszyfrowana wiadomosé to GXPG.

6.28. Odejmujac stronami (II—I) otrzymujemy réwnanie 6z = 12 mod 27. Zauwazmy, ze zachodzi
NWD(6,27) = 3 oraz i 3|12, a zatem zgodnie z twierdzeniem 6.22 rozwazamy réwnanie

2z = 4 mod 9.
Jako ze 271 = 5 w Zg, otrzymujemy
z=2"-4mod9 =5 4mod9=2mod 9.

Zauwazmy, ze jest to rozwigzanie w Zg, a my szukamy rozwigzan w Zgy. Jako ze rozwiazaniami
rownania 2z = 4 mod 9 sa dowolne liczby postaci x = 24-9n, gdzie n € Z, rozwiazan rownania 6x =
12 mod 27 szukamy wlasnie posrod liczb postaci (2 + 9n) mod 27. W konsekwencji otrzymujemy,
ze drugim i trzecim rozwiagzaniem w Zsoy, oprocz x = 4, jest odpowiednio takze x = 2+ 9 = 11
oraz x = 2+ 18 = 20.

Pozostaje wyznaczy¢ y np. z pierwszego réwnania:

—dla z = 2 otrzymujemy y = 1 — 3x mod 26 = 1 — 3 - 2 mod 27 = 22;

—dla x = 11 otrzymujemy y =1 — 3z mod 26 =1 — 3 - 11 mod 27 = 22;

—dla z = 20 otrzymujemy y = 1 — 3z mod 26 = 1 — 3 - 20 mod 27 = 22.

A zatem szukanymi rozwigzaniami w Zgg sa x =2iy =22, x=11iy=22oraz z =201 y = 22.

6.30.

a) Rownanie 22 — 2z = 0 mod 11 réwnowazne jest rownaniu (r — 2)z = 0 mod 11. Zatem
rozwigzania sa nastepujace: £ =2 mod 11 i x = 0 mod 11.
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b) Réwnanie 22 = 4 mod 21 réwnowazne jest réownaniu (r — 2)(x + 2) = 0 mod 23. Zatem
rozwiazania sg nastepujace: x = 2 mod 23 i = 21 mod 23.

6.31.

a) Wystarczy sprawdzi¢ kolejnych 24 liczb (bo mamy mod 4 oraz mod6). Zatem sprawdzajac
kolejne liczby np. od 0 do 23 otrzymamy pary: (0,0), (1,1), (2,2), (3,3), (0,4), (1,5), (2,0),
(3,1), (0,2), (1,3), (2,4) 1 (3,5).

4 | 6 4 | 6
R O 121 0 0
010 0 131 1 1
1 1 1 141 2 2
2 2 2 151 3 3
313 3 16 | O 4
410 4 17 ] 1 )
5 1 ) 18| 2 0
6 2 0 19| 3 1
71 3 1 201 0 2
8 10 2 21 | 1 3
9 1 3 22 | 2 4
10 | 2 4 23| 3 )
11| 3 )

b) Analogicznie — otrzymamy pary: (0,0), (1,1), (2,2), (3,3), (0,3), (1,4), (2,5).

¢) Analogicznie — otrzymamy wszystkie pary.

6.34.

a)
M =3-5=15, czyli My = 15/3 = 5, zatem N; -5 =1 mod 3, stad N; = 2.
M =3-5=15, czyli My =15/5 = 3, zatem Ny -3 = 1 mod 5, stad Ny = 2.
ap=1,a3=4,stada=1-5-24+4-3-2=34mod 15 =4.

M =3-5=15, czyli My =15/3 = 5, zatem N; -5 =1 mod 3, stad N; = 2.
M =3-5=15, czyli My =15/5 = 3, zatem Ny -3 = 1 mod 5, stad Ny = 2.
a1 =2,a3=3,stada=2-5-24+3-3-2=38mod = 8.

M =3-5-7=105, czyli M; = 105/3 = 35, zatem Nj - 35 = 1 mod 3, stad N1 = 2.
M =3-5-7=105, czyli My =105/5 = 21, zatem N5 - 21 = 1 mod 5, stad Ny = 1.
M =3-5-7=105, czyli M3 =105/7 = 15, zatem N3 -15 =1 mod 7, stad N3 = 1.
a1 =2,aa=3,a3=>5,stada=2-35-2+3-21-1+5-15-1 mod 105 = 68.
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6.35. a1 = a mod my, czyli a1 mod m1 = a, stad a = a1 + mq - [1. Analogicznie a = as + mo * lo.
Otrzymujemy zatem, ze a; + mq - Iy = ag + mg - la, czyli ag = a1 + mq - l1 — mg - lo. Niech
NWD(my,mq) = d, wowezas ag = a1 +d-[(m1/d) -1y — (ma/d) - l3]. Jako ze kazdy ze sktadnikow
roznicy w nawiasie jest catkowity, réznica rowniez, stad ao = ay+d-i , po uwzglednieniu zatozenia
0 ag, dochodzi mod may, czyli pary sa postaci (a1, (a1 + d - i) mod my).

6.37. Rozwazmy ponizsze dwa uktady kongruencji.

3 =M mod 4 3 =2z mod 4
4 = M mod 5 4 =z modbH

Majac na uwadze Chinskie twierdzenie o resztach, zachodzi (4-5)[(M —x), astad M —x = k-4-5,
czyli M = k - 20 + z. Pozostaje zatem wyznaczy¢ x. Rozwazmy ponizszy uktad kongruencji.

3 =2 mod 4
4 =1x mod5H

Zachodzi:

M =4-5=20, czyli My =20/4 =5, zatem N; -5 = 1mod 4, stad N; = 1,
M =4%5 =20, czyli My =20/5 =4, zatem Ny -4 =1 mod 5, stad Ny = 4;
a1=3,a3=4,stadx=3-5-14+4-4-4=15+64 =79 =94 19.

Otrzymujemy x = 19. Jako ze 19 jest jedyna liczba ze zbioru {0, ..., 19}, ktora spetnia kongruencje
(bo 415 sa wzglednie pierwsze), zatem reszta wynosi 19.

6.39. Jako ze 105 = 3 -5 7, wszystkie pierwiastki kwadratowe wyznaczy¢ mozna z nastepujacych
zaleznodci:

1. yymod3 =1,y mod5=1, yy mod 7 = 1.

2. yymod3 =1,y mod5=1, yp mod 7 = —1.

3. y3mod3=1,y3smodb=—1, ygmod 7= 1.

4. yymod3=1,ys mod5=-1, yg mod 7= —1.

5. ysmod3 =1, ys mod 5 =1, ys mod 7 = 1.

6. ygmod3 =1, yg modb =1, yg mod 7= —1.

7. y7ymod3=1,y; mod5=—1, yy mod 7= 1.

8. ygsmod 3 =1, yg mod 5= —1, ygmod 7= —1.
Jakoze 1 # —1 mod p, p € {3,5, 7}, otrzymamy osiem r6znych pierwiastkow: 1,76, 64,34, 71,41,29,104.
6.48.

(3) Jako ze n = p?, interesuja nas tylko liczby niepodzielne przez p. Z zasady wlaczania/wytaczania
tych liczb jest



(4) Jesli n = p{* ... -p&r, to interesuja nas liczby niepodzielne przez zadne z p;, i = 1,...,r. Z
zasady wlaczania/wytaczania tych liczb jest

1 1 1 1 - 1
:n—<1—(—+...+—)+( +...+—)+ —1) 7>:
b1 Dr p1 - P2 Pr—1-DPr pr--.."Dr
1 1
D1 Pr
1 1
= 1 1—— -par 1—— =
P (1= )
= (P —p ) (2 =P ).

ZADANIE 6.74. 51 Jako ze a = 5 oraz m = 21 = 3 -7, otrzymujemy ¢(21) = (3—1)-(7—1) =12
oraz NWD(5,21) = 1. Zatem z Malego Twierdzenia Fermata otrzymujemy, ze

sl 511 _ 5p(3-1(7T-1)-1 _ 511
= 552 ((5%))? =21 5-4- (4%)? =21 20 16% =91 (—1) - (=5)* =p1 —4 =21 17.

6.53. Jedli 5a, to oczywiscie 5|a?. Zalézmy zatem, ze 5 nie dzieli a. Woéwezas NW D(a,5) = 1
i z Matego Twierdzenia Fermata otrzymujemy, ze a®® = 1 mod 5, czyli a* = 1 mod 5. A zatem
5/(a* — 1), czyli 5/(a? — 1) - (a® +1). Jako ze 5 jest liczba pierwsza, wiec albo 5|(a? — 1) albo
5/(a®> +1). Stad a = 5k + 1 lub a = 5k — 1 dla pewnego k.

6.54. Jesli 19]a, to oczywiscie 19|a®. Zalozmy zatem, ze 19 nie dzieli a. Wowcezas NW D(a, 19) =
1, a z Malego Twierdzenia Fermata, a®(!?) = 1 mod 19, czyli a'® = 1 mod 19. A zatem 19|(a'®—1),
czyli 19|(a® — 1) - (a® + 1). Jako ze 19 jest liczba pierwsza, wigc albo 19|(a® — 1) albo 19|(a” + 1).
Stad a = 19k 4+ 1 lub @ = 19k — 1 dla pewnego k.

6.55. Jesli 5|a, to oczywiscie 5%|a® i wowcezas 25|a?0. Zalézmy zatem, ze 5 nie dzieli a. Wowczas
NWD(a,5) = 1, a z Malego Twierdzenia Fermata, a®®) = 1mod 5, czyli a* = 1 mod 5, a stad
a*™ = 1 mod 5) dla dowolnego n.

Skorzystajmy teraz ze wskazowki. Skoro a?’—1 = (a*—1)-(a'®+a'?+a®+a*+1) i z poprzednich
rozwazan mamy, ze zaréwno (a* — 1) = 0 mod 5, jak i (a'® +a'? +a® 4+ a* +1) = 0 mod 5, zatem
(a® — 1) = 0 mod 25. Stad a?® = 1 mod 25, czyli a = 25k + 1 dla pewnego k.

6.61.

a) d = NWD(5,39) = 1, zatem musimy obliczy¢ p réowne 5% mod 39. Korzystajac np. z
algorytmu szybkiego potegowania otrzymamy, ze p = 25. Zatem algorytm zwréci odpowiedz
«liczba 39 nie jest pierwsza».

b) d = NWD(12,65) = 1, p = 125 mod 65 = 1, zatem algorytm zwroci odpowiedz «liczba 65
jest prawdopodobnie prerwsza».

c) d=NWD(17,561) = 17, zatem algorytm zwréci odpowiedz «liczba 561 nie jest pierwszay.
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6.63. Zalozmy, ze liczba /p jest wymierna, a zatem moze by¢ zapisana jako . Z rownosci

\/P = % otrzymujemy, ze pb? = a?. Rozwazmy teraz faktoryzacje obudwu stron, a w szczegolnosci
liczbe wystapien liczby p. Zalézmy, ze w rozkladzie b liczba pierwsza p wystepuje m razy, a
w rozkladzie a — odpowiednio n razy. Wowczas p wystepuje 2m + 1 razy w rozkladzie pb? i 2n
razy w rozkladzie a®. Tym samym, 2m + 1 = 2n. Ale ze jest to niemozliwe dla dowolnych liczb
naturalnych m i n, otrzymujemy sprzecznosc¢: liczba /p nie jest wymierna.

W ogélnym przypadku, jesli n jest liczba ztozonag nie bedaca potega innej liczby naturalnej,
wowczas w rozkladzie n istnieje liczba pierwsza p, ktéra wystepuje nieparzysta liczbe razy. Z
réwnosci \/n = § wynika, ze nb? = a?. Rozwazmy teraz faktoryzacje obudwu stron, a w szczegol-
nosci liczbe wystapieni liczby p. Zalézmy, ze w rozktadzie b liczba pierwsza p wystepuje m razy,
a w rozkladzie a — odpowiednio n razy. Woéwczas p wystepuje 2m + k razy w rozktadzie nb?,
gdzie k jest liczba nieparzysta, i 2n razy w rozktadzie a?. Tym samym, 2m + k = 2n. Ale ze jest
to niemozliwe dla dowolnych liczb naturalnych m i n (k nieparzyste), otrzymujemy sprzecznosé:
liczba /n nie jest wymierna.

6.64. Niech n bedzie liczba naturalng nie bedaca k-ta potega innej liczby naturalnej. Zalézmy,
ze ¥n jest wymierna. Wowczas, niezaleznie od tego, czy n jest liczba zlozong czy pierwsza, z
zalozenia o niebyciu k-ta potega innej liczby naturalnej wynika, ze w rozkladzie n istnieje liczba
pierwsza p, ktora wystepuje ¢ razy oraz k [ t. Z réwnosci ¥/n = 7 mamy, Zze nb* = aF, a zatem
liczba wystapieri p w rozkladzie lewej strony nie bedzie podzielna przez k, w przeciwienstwie do
liczby wystapieri po prawej stronie. Otrzymujemy sprzeczno$é.

6.65. Rozwazmy szufladki {1},{2,3},{4,5},...,{2n —2,2n — 1}. Woéwczas albo sposrod n liczb
znajda sie dwie, ktore beda w tej samej szufladce {i,7 + 1}, co oznacza, ze sa wzglednie pierwsze,
albo tez jedna z nich rowna jest 11 jest ona wzglednie pierwsza z kazda inna.

6.66. Wystarczy pokazaé, ze dla dowolnej liczby naturalnej n istnieje liczba pierwsza p wicksza
od n. Rozwazmy zatem liczbe n!+ 1 i dowolny jej dzielnik p # 1 bedacy liczba pierwsza. Zaldzmy,
ze p < n. Wowczas z definicji n! mamy, ze p | n!l. Ale to prowadzi do wniosku, ze p dzieli roznice
(n!'+ 1) —n! = 1. Sprzecznos¢, zatem p > n.

6.67. Niech n = k + 1 i rozwazmy cigg n! 4+ 2,n! + 3,...,n! + n. Czy mozliwe jest, aby ktoras
z tych liczb byla pierwsza? Oto6z nie. Po pierwsze, pierwsza liczba jest parzysta, poniewaz n! i 2
sa parzyste. Druga liczba jest podzielna przez 3 (n > 2), itd. W ogolnosci, n! + ¢ jest podzielne
przez i, 1 = 2,3,...,n. Zatem liczby te nie sg pierwsze i jest ich doktadnie n — 1 = k.

6.68. Sprawdzenie dla paru liczb prowadzi do przypuszczenia, ze suma jest n. Aby to udowod-
ni¢, rozwazmy ulamki postaci %, %, ..., 1 uprosémy je najbardziej jak to mozliwe. Najpierw
zauwazmy, ze mianowniki w rozwazanych nieskracalnych utamkach sa wytacznie podzielnikami n.
Rozwazmy zatem dowolny z otrzymanych nieskracalnych utamkéw — jest on postaci g, gdzie d
jest dzielnikiem n, a 1 < a < di NWD(a,d) = 1, jako ze utamek jest nieskracalny (oznaczmy te

wlasnosci a przez (x)).

e [le w danym ciggu jest nieskracalnych utamkéw z tym samym mianownikiem d? Ot6z co
najwyzej ¢(d) — tyle ile jest liczb wzglednie pierwszych z d.

99



e Pytanie, czy dla dowolnego § spetniajacego (x) w pierwotnym ciagu utamkéw wystepuje
skracalny do niego? Niech n = k - d i niech a spelia (x). Woéwczas utamek % = % <1
wystepuje w naszym ciagu.

Tym samym istnieje wzajemna jednoznaczno$é¢ pomiedzy wszystkimi mozliwymi utamkami

postaci § spetniajacymi () a nieskracalnymi utamkami powstatymi z pierwotnego ciaggu. Jako ze

liczba wszystkich utamkéw wynosita n, teza zachodzi.

6.69. Sprawdzamy dla kilku liczb, np. dla n = 1 oraz n = 2 suma wynosi 1, .... Zalézmy, ze
n > 2. Jedli k jest wzglednie pierwsze z n, woéwczas n—k takze: suma tych liczb daje n. Zauwazmy,
ze k # n/2. Jako ze jest ¢(n)/2 takich par, rozwazana suma wynosi n¢(n)

6.73.

a) 39 nie jest potega zadnej liczby naturalnej oraz NW D(5,39) = 1. Zatem dlaa =51n =39
wyznaczone m i k sg rowne odpowiednio 19 i 1. Nastepnie, p = 59 mod 39 = 8, a zatem
wyliczmy:

5219 mod 39 = 25 # 1.

Stad «39 nie jest pierwsza».

b) 65 nie jest potega zadnej liczby naturalnej oraz NWD(12,65) = 1. Zatem dla a = 12 i
n = 65 wyznaczone m i k sa rowne odpowiednio 1 i 6. Nastepnie, p = 12! mod 65 = 12, a
zatem wyliczmy kolejno:

122 mod 65 = 14mod # 1.
124 mod 65 = 1.

Otrzymujemy, ze i = 2. A ze p' = 122" mod 65 = 14 # —1, stad «65 nie jest pierwsza».

c¢) 561 nie jest potega zadnej liczby naturalnej oraz NW D(17,561) = 17, a zatem «561 nie jest
PLETWSZAY.
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ZESTAW ZADAN NR 7

STOSY, KOLEJKI, DRZEWA

Operacje na stosie. Operacje na kolejce.

— Dodanie elementu na wierzch stosu. — Dodanie elementu na koniec kolejki.
— Zdjecie elementu z wierzchu stosu. — Usuniecie elementu z poczatku kolejki.
— Sprawdzenie, czy stos jest pusty. — Sprawdzenie, czy kolejka jest pusta.

Drzewa. Drzewo posiada wierzchotek wyrézniony zwany korzeniem. Ponadto dowolny wierz-
chotek moze mie¢ dziecko/syna (relacja ojciec-syn), ale — za wyjatkiem korzenia — dowolny wierz-
chotek jest synem doktadnie jednego innego wierzchotka. Wierzchotki nie posiadajace synéw zwane
sa lisémi. Wysokosé/gtebokosé drzewa to dlugosé najdluzszej $ciezki od korzenia do liscia. Za-
uwazmy, ze przy tak okreslonej definicji, dla kazdego elementu w drzewie istnieje doktadnie jedna
Sciezka prowadzaca od korzenia do tego wierzchotka.

Drzewa binarne. W drzewie binarnym kazdy wierzchotek ma co najwyzej dwoch synoéw. Wierz-
chotki mozna etykietowaé ciggami ztozonymi z 0 i 1. Wowczas korzeil drzewa oznaczony jest przez
A, natomiast jesli jaki§ wierzchotek oznaczony jest przez x, to jego lewego syna etykietujemy x0,
prawego zl. Przy takim etykietowaniu wierzchotkéw kolejne bity wierzchotka wyznaczaja Sciezke
od korzenia do tegoz wierzchotka: 0 — w lewego syna, 1 — w prawego syna.

7.1 Algorytmy przeszukiwania drzew

Algorytm przeszukiwania drzewa binarnego w giab.

1. Odwiedzamy korzen, wktadamy go na STOS, i zaznaczamy jako odwiedzony.
2. Dopoki STOS nie jest pusty, powtarzamy:
2.a. jezeli v jest wierzchotkiem na wierzchu stosu, to sprawdzamy, czy istnieje syn u wierzchotka
v, ktory nie byt jeszcze odwiedzony (najpierw lewy, potem prawy syn);
2.b. jezeli u jest takim wierzchotkiem, to odwiedzamy u, wktadamy go na STOS i zaznaczamy
jako odwiedzony;
2.c. jezeli takiego u nie ma, to zdejmujemy v ze stosu.

Uwaga. Zauwazmy, ze w dowolnym kroku wierzchotki na STOSIE tworza Sciezke od korzenia do
wierzchotka aktualnie odwiedzanego.

Algorytm przeszukiwania drzewa binarnego wszerz.

1. Odwiedzamy korzen, wstawiamy go do KOLEJKI i zaznaczamy jako odwiedzony.
2. Dopéki KOLEJKA nie jest pusta, powtarzamy:

2.a bierzemy wierzchotek v z poczatku KOLEJKI;
2.b wstawiamy wszystkich synéw v na koniec KOLEJKI i zaznaczamy je jako odwiedzone.
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PRZYKEAD 7.1. Przeszukaj metoda ,w gltab” i ,wszerz” ponizsze drzewo binarne.

A
0 1
00 01 10 11
011
Rozwigzanie.
w glab
etykieta | stos
A A
0 A0
00 | A,0,00 WSZerz
Y etykieta | kolejka
0| A0 e
01 | A,0,01 o1l o1
0(1)1 17878?011 00,01 | 1,00, 01
. )\’0’ 10,11 | 00,01,10,11
)\’ — 1 01,10,11
011 | 10,11,011
1 — | 11,011
10 | A\, 1,10 B 01,1
1] A1 s
11 | A\ 1,11
1] A1
A

ZADANIE 7.2. Przeszukaj metoda ,w glab” i ,wszerz” ponizsze drzewa.

0111 0110 1111 1110
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Przeszukiwanie drzewa w kolejnosci postorder.

Aby przeszuka¢ (pod)drzewo majace swoj korzen w wierzchotku x:
1. Przeszukujemy jego lewe poddrzewo (z korzeniem w z0).
2. Przeszukujemy jego prawe poddrzewo (z korzeniem w z1).
3. Odwiedzamy wierzchotek x (korzen drzewa).

Przeszukiwanie drzewa w kolejnosci inorder.

Aby przeszuka¢ (pod)drzewo majace swoj korzen w wierzchotku x:
1. Przeszukujemy jego lewe poddrzewo (z korzeniem w z0).
2. Odwiedzamy wierzchotek x (korzen drzewa).
3. Przeszukujemy jego prawe poddrzewo (z korzeniem w z1).

Przeszukiwanie drzewa w kolejnosci preorder.

Aby przeszuka¢ (pod)drzewo majace swoj korzen w wierzchotku x:
1. Odwiedzamy wierzchotek = (korzen drzewa).
2. Przeszukujemy jego lewe poddrzewo (z korzeniem w z0).
3. Przeszukujemy jego prawe poddrzewo (z korzeniem w z1).

PrRzYKEAD 7.3. Wypisz etykiety kolejno przeszukiwanych A
wierzchotkéw przy przeszukiwaniu rekurencyjnymi metodami
postorder, inorder i preorder podanego obok drzewa binarnego. 0 1

Rozwigzanie. Etykiety kolejno przeszukiwanych wierzchotkow

sa nastepujace: 00, 01 10 11
— postorder: 00,011,01,0,10,11,1, A;
— inorder: 00,0,01,011, X,10,1,11;
— preorder: \,0,00,01,011,1,10, 11. i 011

ZADANIE 7.4. Wypisz etykiety kolejno przeszukiwanych wierzchotkéw przy przeszukiwaniu reku-
rencyjnymi metodami postorder, inorder i preorder drzew z zadania 7.2.

7.2 Drzewa wyrazen arytmetycznych

Przyktadem zastosowan drzew binarnych sa drzewa wyrazen arytmetycznych. W takim drzewie
liscie etykietowane sa stalymi albo zmiennymi. Pozostate wierzcholki etykietowane sa operacjami
arytmetycznymi. Kazdemu wierzchotkowi w drzewie mozemy przypisaé wyrazenie arytmetyczne
wedlug zasady:
— dla liSci wyrazeniami sa etykiety tych lisci (state lub zmienne);
— jezeli wierzchotek x ma etykiete op, a jego synom x0 i x1 przypisano odpowiednio wyrazenia
W (z0) 1 W(z1), to wierzchotkowi x przypisujemy wyrazenie W(x) = W (x0) op W (z1).

Postacie wyrazen arytmetycznych (postaé pre- jak i postfixowa nie wymagaja nawiasowania):
— notacja infixowa:  ((2-a) + (3/d));
— notacja prefixowa: + - a2 /3d;
— notacja postfixowa: 2a - 3d/ +.

Majac drzewo wyrazenia arytmetycznego, aby otrzymaé postaé¢ postfixowa/infixowa/prefixowa
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tego wyrazenia, nalezy przeszuka¢ to drzewo odpowiednio metoda postorder/inorder/preorder i
wypisaé po kolei etykiety odwiedzanych wierzchotkéw. Przy czym w celu otrzymania postaci
infixowej, przy przeszukiwaniu inorder za kazdym pdéjsciem w lewo wstawiamy nawias otwierajacy,
przy powrocie z prawej i wyjsciu z wierzchotka nawias zamykajacy.

Algorytm obliczania wartoSci wyrazenia w postaci postfixowe;j.

Dla kolejnych elementéw zapisu wyrazania powtarzamy:

1. Jezeli element jest stata albo zmienng, to wktadamy jego wartos¢ na stos.

2. Jezeli element jest znakiem operacji, to zdejmujemy dwie wartosci ze stosu, wykonujemy operacje
na tych wartosciach, a nastepnie obliczong wartos¢ wktadamy na wierzch stosu.

3. Po przejsciu catego wyrazenia, jego warto$¢ znajduje sie na stosie.

PRZYKLAD 7.5.

a) Narysuj drzewo dla wyrazenia ((2-(a +3))/(b+4)).
b) Przedstaw to wyrazenie w postaci prefixowej i postfixowej.
c¢) Nastepnie oblicz wartos¢ tego wyrazenia dla postaci postfixowej przy a = 2 oraz b = 1.

Rozwigzanie. (a) Analizujac nawiasowanie otrzymamy nastepujace drzewo wyrazenia.

/

(b) Szukane postacie prefixowa i post- (c) Zgodnie z algorytmem obliczania wartosci
fixowa otrzymywane sa przez wypisanie wyrazenia w postaci postfixowej dla kolejnych el-
etykiet wierzchotkéw przy przeszukiwaniu ementow wyrazenia 223 + - 14 + / powtarzamy:

drzewa w kolejnoéci preorder i odpowie-

dnio metoda postorder. stos

2
2,2
2,2,3
2,5

10

10, 1
10,1,4
10,5
2.

e Postac prefixowa: / -2 + a3 + b4.

e Postac postfixowa: 2a3 + - b4 + /.

\‘Fhu»—l.-Fooww‘

Wartos¢ wyrazenia dla a +21b=1 wynosi 2.

ZADANIE 7.6. Dla wyrazen (a) 23 + 5 /7 - 31 — -oraz(b)13 + 587 — — / oblicz ich
warto$é, narysuj odpowiednie drzewa oraz przedstaw te wyrazenia w postaci infixowej i prefixowe;j.
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7.3 Drzewa przeszukiwan binarnych

Niech W(z) oznacza warto$é¢ przechowywana w korzeniu o etykiecie x drzewa T,.

Algorytm wstawiania elementu do drzewa przeszukiwan binarnych.
Niech y bedzie wstawianym elementem do drzewa T),.
1. Jesli drzewo T, jest puste, to W (x) := y (wezet z wartoscia y staje sie korzeniem drzewa T7.).
2. W przeciwnym razie poréwnaj zawarto$¢ y z zawartoscia korzenia drzewa T :
2.a. jesli y < W(x), to wstaw y do lewego poddrzewa T, drzewa T;
2.b. jesliy > W(x), to wstaw y do prawego poddrzewa T, drzewa T,.

Algorytm szukania elementu w drzewie przeszukiwan binarnych.

Niech y bedzie szukanym elementem w drzewie T),.
1. Jesli drzewo T, jest puste, to rozwazanego elementu nie ma na drzewie.
2. W przeciwnym razie poréwnaj wartos¢ y z wartoscig w korzeniu x drzewa Tj:
2.a. jesli y = W(x), to w drzewie znalezliSmy element y;
2.b. jesli y < W(x), to szukaj y w lewym poddrzewie T,;
2.c. jesliy > W(x), to szukaj y w prawym poddrzewie T}

PRZYKEAD 7.7. Narysuj drzewo poszukiwari binarnych powstale przy wstawianiu kolejnych liczb

30,43, 8,50,40, 20,19, 22, a nastepnie przeszukaj to drzewo w celu sprawdzenia, czy elementy 40 i
18 naleza do rozwazanego drzewa.

Rozwigzanie. Kolejne etapy powstawania drzewa sa nastepujace (wezly biale to wezty odwiedzane
przez algorytm, a wezel czerwony to wstawiony wezel).

30 30 (< 43) (8 <) 30 30 (< 50)

[ ]

\43 8 /\43 8 43 (< 50)
50

30 (< 40) (20 <) 30 (19 <) 30 (22 <) 30
8 43 8 43

(40 <) (< 20)

20
40 50 40 50
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Jesli chodzi o wyszukanie elementéw 40 oraz 18, to wykonanie algorytmu przedstawione jest
na ponizszych rysunkach; biate wezty sa weztami odwiedzanymi przez algorytm, a czerwony wezet
jest wezltem z szukana wartoscia (o ile wezet taki istnieje).

30 (< 40) (18 <) 30

8 (40 <) 3
20
40 50
19 22 (18 <) 19 22
istnieje wezel o wartosci 40 brak wezla o wartosci 18 il

ZADANIE 7.8. Narysuj drzewo poszukiwan binarnych powstale przy wstawianiu kolejnych liczb
15,20,23,16,13,9,14,4, 1, a nastepnie przeszukaj to drzewo w celu sprawdzenia, czy elementy 40

i 4 naleza do rozwazanego drzewa.

ZADANIE 7.9. Narysuj drzewo poszukiwar binarnych powstale przy wstawianiu kolejnych wyrazéw
stowik, wrobel, kos, jaskotka, kogut, dzieciot, gil, kukutka, szczygiet, sowa, kruk, czubatka, a nastep-
nie wypisz kolejno przeszukiwane wierzchotki przy przeszukiwaniu rekurencyjng metoda inorder.
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Odpowiedzi do zadani

7.2. Przeszukanie w glab.

a)
etykieta | stos
Al A
0| A0
00 | A,0,00
0| A0
01 | A,0,01
011 | A,0,01,011
0110 | A,0,01,011,0110
011 | A,0,01,011
0111 | A,0,01,011,0111
011 | A,0,01,011
01 | A,0,01
0 A0
Al A
1|1 A1
11 | A 1,11
111 | A 1,11,111
1110 | A,1,11,111,1110
111 | A 1,11, 111
1111 | A 1,11,111, 1111
111 | A 1,11,111
11 | A 1,11
1] A1
Al A
Przeszukanie wszerz.
a)
etykieta | kolejka
Al A
0,110,1
00,01 | 1,00,01
10,11 | 00,01,10,11
— | 01,10,11
011 | 10,11,011
— | 11,011
111 | 011,111
0110,0111 | 111,0110,0111
1110,1111 | 0110,0111,1110,1111

0111,1110,1111
1110, 1111
1111
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b)

etykieta | stos

a,b,e,i,m
a,b, e,
a,b,e
a,b

a

a,c
a7cﬂf

a, ¢, fa.j
a,c, f,j,mn
a, ¢, fa.j
a7cﬂ f?j?o
a7cﬂ f?.?
a7cﬂf
a,c

a

D AN 0% SN A D o0 e S e me d DO o

etykieta | kolejka

a | a
c| bc
e | cde
g | defg
h|ef,gh
i f7g7h’7:
J|9hig
k| hoi, 4,k
— | 4,4,k
IL,m | 4,k 1,m
n,o | k,l,m,n,o
— | Il,m,n,o
— | m,n,o
— | n,o
— o




7.4.

Postorder: 00,0110,0111,011,01,0,10,1110,1111,111,11, 1, \.
Inorder: 00,0,01,0110,011,0111, A, 10,1,11,1110,111, 1111.
Preorder: A,0,00,01,011,0110,0111,1,10,11,111,1101, 1111.

b)
Postorder: h,d,l,m,i,e,b,n,0,7, f, k,g,c,a.
Inorder: h,d,b,l,i,m,e,q, f,n,j,0,c,9,k.
Preorder: a,b,d, h,e,i,l,m,c, f,j,n,0,g,k.
7.6. (a) Zgodnie z algorytmem obliczania wartosci wyrazenia 23 + 5 /7 - 31 — - w postaci

postfixowej dla kolejnych elementéw wyrazenia powtarzamy:

stos
2
2,3
)

.5

7

. \]\Cﬂ"’b&l\?‘

= = Ot

7,3
7,3,1
7,2
14

— W

Otrzymujemy zatem, ze wartos¢ wyrazenia wynosi 14. Drzewo wyrazenia otrzymujemy podczas
wykownywania algorytmu obliczenia tej wartosci.

Szukane postacie otrzymywane sa przez wypisanie etykiet wierzchotkéw przy odpowiednim przeszuki-
waniu drzewa:

e postac infixowa (przeszukanie inorder): ((((2+43)/5)-7)-(3 —1));

e postaé prefixowa (przeszukanie preorder): - - / + 2357 — 3 1.
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(b) Zgodnie z algorytmem obliczania wartosci wyrazenia 13 + 58 7 — — / w postaci postfixowej
dla kolejnych elementéw wyrazenia powtarzamy:

stos

—_
w

e
%@910101

— 00 oo

J

~ | \\10001"1‘03»4‘

Otrzymujemy zatem, ze warto$¢ wyrazenia wynosi 1. Drzewo wyrazenia otrzymujemy podczas
wykownywania algorytmu obliczenia tej wartosci.

Szukane postacie otrzymywane sa przez wypisanie etykiet wierzchotkéw przy odpowiednim przeszuki-
waniu drzewa:

e postaé¢ infixowa (przeszukanie inorder): ((1+3)/(5 — (8 =7)));

e postaé prefixowa (przeszukanie preorder): / + 13— 5 — 8 7.

7.8.

15 Wyszukanie y = 40:
15 — 20 — 23 — brak.

Wyszukanie y = 4:
9 14 16 23 15—-13—-9—4.
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7.9. Drzewo przeszukiwan binarnych przedstawia sie nastepujaco.

Kolejne wartosci weztéw w porzadku inorder: czubatka, dzieciol, gil, jaskotka, kogut, kos, kruk,
kukutka, stowik, sowa, szczygiet, wrobel.
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ZESTAW ZADAN NR 8

REKURENCIJA

Rekurencja jest to zdolno$¢ programu (procedury lub funkcji) do wywolywania samego siebie.
Dziatanie pocedury rekurencyjnej mozna zilustrowaé poprzez drzewo rekursji, w ktéorym korzen
odpowiada poczatkowemu wywotaniu procedury, a dla dowolnego wierzchotka x odpowiadajacemu
pewnemu wywolaniu procedury, jego synowie oznaczaja rekurencyjne wywotania w celu wykonia-
nia obliczen dla x.

Przyktadem algorytmu rekurencyjnego moze by¢ rekurencyjna wersja algorytmu Euklidesa,
ktory oblicza najwiekszy wspolny dzielnik liczb a i b (a,b > 0).

Algorytm (rekurencyjny) Euklidesa NWD(a, b).

1. Jeslia-b=0, zwré¢ a + b;
2. W przeciwnym przypadku:
2.a. jezeli a > b, zwr6¢ NWD(a mod b, b);
2.b. w przeciwnym przypadku, zwr6¢ NWD(a, b mod a).

Zauwazmy, ze w tym wypadku drzewo rekursji bedzie mialo zawsze postaé $ciezki.

Innym przyktadem algorytmu rekurencyjnego moze by¢ algorytm sortowania ciagu liczb (znakow).
Dla uproszczenia bedziemy zakladaé, ze dlugosé ciagu jest potega dwojki.

Algorytm sortowania przez scalanie merge-sort(C).

1. Jesli C' ma tylko jeden element, zwréc C.
2. W przeciwnym przypadku:

2.a. podziel C' na potowy Cy i Co;

2.b. merge-sort(Ch);

2.c. merge-sort(Ch);

2.d. potacz C1 i Cy w jeden ciagg C* z zachowaniem kolejnosci i zwr6é¢ C*.
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Uwaga. Krok (2.d) nosi nazwe scalania i przebiega nastepujaco. Na poczatku ciag wynikowy jest
pusty i ustawiamy po jednym wskazniku na poczatku kazdego ze scalanych ciagéw. Nastepnie (az
zabraknie elementow) poréwnujemy wskazywane elementy, a mniejszy z poréwnanych elementow
przepisujemy na cigg wynikowy i przesuwamy wskaznik w tym ciagu, z ktérego byl wzicty element
do ciagu wynikowego.

PrzYKrAD 8.1. Scal nastepujace ciagi liczb: (2,5,10,13,16,23) i (1,3,4,7,15,20).

Rozwigzanie. Aktualne pozycje wskaznikow oznaczone sg przez pogrubienie czcionki.

(2,5,10,13,16,23) (1,3,4,7,15,20) = |
2,5,10,13,16,23) (1,3,4,7,15,20) = [1]
2.5,10,13,16,23) (1,3,4,7,15,20) = [1,2]
2,5,10,13,16,23) (1,3,4,7,15,20) = [1,2,3]
2,5,10,13,16,23) (1,3,4,7,15,20) = [1,2,3.4]
2,5,10,13,16,23 ) =
2,5,10,13,16,23

( )
( )
( )
( )
( ) (1,3,4,7,15,20) = [1,2,3,4,5]
( )
(2,5,10,13,16,23)
( )
( )
( )
( )
( )

(
(
(
(
(
(1,3,4,7,15,20) = [1,2,3,4,5.,7]
(1,3,4,7,15,20) = [1,2,3,4,5,7,10]
2,5,10,13,16,23) (
2,5,10,13,16,23) (
2,5,10,13,16,23) (
2,5,10,13,16,23) (
2,5,10,13,16,23) (

)
)
1,3,4,7,15,20) = [1,2,3,4,5,7,10,13]

1,3,4,7,15,20) = [1,2,3,4,5,7,10,13,15]|

1,3,4,7,15,20) = [1,2,3,4,5,7,10,13,15,16]

1,3,4,7,15,20) = [1,2,3,4,5,7,10,13,15,16,20]

1,3,4,7,15,20) = [1,2,3,4,5,7,10,13,15,16,20,23) ti

ZADANIE 8.2. Scal nastepujace ciagi liczb: (4,8,12,14,20,30,31) i (1,5,9,10,11,21,22).

PrzYKEAD 8.3. Uzywajac procedury merge-sort posortuj ciag liczb 3,7,6,1,8,5,2,4. Narysuj
drzewo rekursji powstajace podczas obliczen.

Rozwigzanie.

3,7,6,1,8,5,2,4

drzewo rekursji

\ ‘
a N
, N
N
N
N
ilustracja scalania

ZADANIE 8.4. Uzywajac procedury merge-sort posortuj ciag liczb 8,4,5,2,6,3,7,1. Narysuj
drzewo rekursji powstajace podczas obliczen.

PRZYKEAD 8.5. Przypusémy, ze mamy trzy paliki A, Bi C. Na paliku A znajduje sie n krazkéw

réznej wielkosci, osadzonych w porzadku od najwiekszego na dole do najmniejszego na gorze.
Paliki B i C sa poczatkowo puste. Nalezy przenie$é wszystkie krazki z palika A na palik B,
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postugujac si¢ w razie potrzeby palikiem C', przy czym:

(i) mozna przenosi¢ tylko po jednym krazku;
(ii) nie mozna umieszczaé krazka wiekszego na mniejszym.

Algorytm Przetéz(n, A, B, C'): przektadanie n krazkéw z palika A na B korzystajac z palika C.
1. Jeslin =1, to przetéz krazek z A na B.
2. W przeciwnym przypadku:
2.a. przetdéz(n —1,A,C, B);
2.b. przetéz n-ty krazek z A na B,
2.c. przetéz(n—1,C, B, A).

PRZYKLAD 8.6. Zakladajac, ze wierzcholek o etykiecie s—5+ odpowiada wywotaniu procedury

przetdz(n, A, B,C), narysuj drzewo rekursji dla przektadania czterech krazkow z palika A na B;
wypisz ciag przetozen.

Rozwigzanie. Drzewo rekursji przedstawia sie nastepujaco.

Sposob przektadania krazkow wyznaczony jest przez przeszukanie powyzszego drzewa w porzadku
inorder, wypisujac za kazdym razem, kiedy odwiedzamy wezel, wykonanie odpowiedniego przetoze-
nia krazka n w kroku 2.b: #n: A — B.

#1: A—C; #2: A— B; #1: C — B; #3: A— C; #1. B — A,
#2: B—C; #1: A— C; #4: A— B; #1: C — B; #2: C — A;
#1: B— A; #3: C — B; #1: A— C; #2:. A— B; #1. C — B. i

ZADANIE 8.7. Zakladajac, ze wierzcholek o etykiecie 4= odpowiada wywolaniu procedury

przetdz(n, A, B,C), narysuj drzewo rekursji dla przektadania pieciu krazkow z palika A na B;
wypisz ciag przetozen.

PRZYKEAD 8.8. Rozwazmy ponizszg funkcje zdefiniowana za pomocg wzoru rekurencyjnego

{f(0)=1;

fn)=2-f(n—1), n>1.

Korzystajac z indukeji matematycznej wykaz, ze f(n) = 2.
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Rozwigzanie.
1. Krok bazowy. Dla n = 0 mamy f(0) =1 = 2°.
2. Zalozenie indukecyjne. Zalozmy, ze dla pewnego n > 0 zachodzi f(n) = 2.
3. Krok indukcyjny. Rozwazmy n + 1. Z definicji funkcji f mamy, ze f(n+1) =2- f(n). Z

zalozenia indukcyjnego mamy, ze f(n) = 2", a zatem f(n+1) = 22" = 2n+1 i

ZADANIE 8.9. Dana jest funkcja h: N — N

{ h(0) = 1;

h(n)=2-h(n—1)4+1, n>1.
Oblicz h(1),h(2),h(3). Co oblicza funkcja h?

ZADANIE 8.10. Udowodnij indukcyjnie, ze algorytm przekladania krazkéw wymaga 2" — 1
przetozeri do przeniesienia n krazkdw.

PRZYKEAD 8.11. Dana jest funkcja D:N x N — N

D(z,0) = x;
D(z,y+1) = D(z,y) + 1, y > 0.

Oblicz D(2,3). Co oblicza funkcja D7
Rozwigzanie. Wyznaczmy najpierw D(2,3).

D(2,3)=D(2,2) +1=(D(2,1)+1)+1=((D(2,0)+1)+1)+1=2+1+1+1=5,

Wyznaczajac kilka innych wartosci mozemy wywnioskowaé, ze funkcja D(x,y) wyznacza sume
liczb = i y. Pozostaje to udowodni¢ — dowdd indukeyjny przeprowadzimy wzgledem y.

1. Krok bazowy. Dla dowolnego z > 0 oraz y = 0 mamy D(x,0) =z = x + 0.
2. Zalozenie indukcyjne. Dla dowolnego x > 0 oraz pewnego y > 0 zachodzi D(x,y) = = + y.

3. Krok indukecyjny. Rozwazmy dowolne x > 0 oraz y + 1. Z definicji funkcji D mamy, ze
D(z,y+1) = D(x,y) + 1. Z zalozenia indukcyjnego otrzymujemy, ze D(x,y) = x +y, a
zatem D(z,y+1)=(z+y)+1=z+ (y+1). i

ZADANIE 8.12. Dana jest funkcja M:N x N — N

M(z,0) = 0;
M(z,y+1)=M(x,y)+z, y>0.

Oblicz M (4,3). Co oblicza funkcja M?

ZADANIE 8.13. Dana jest funkcja X:N — N

X(1) =1,
{ X(n)=XXn-1)+1, n>2.

Co oblicza funkcja X7
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ZADANIE 8.14. Dana jest funkcja ¢:N — N

{ 9(1) =1

gn)=gn—1)+2n—1, n>2.

Wykaz, ze g(n) = n?.

ZADANIE 8.15. Dana jest funkcja ¢:N — N

{ 9(1) =1;

gn+1)=2-g(n)—1, n> 1.
Wykaz, ze g jest funkcja stala.

ZADANIE 8.16. Funkcja Ackermanna okreslona jest nastepujaco (i, j, k > 1, naturalne):

AL, j,k) =j+k;
A+ 1,5,k +1) = A(i, 5, A(i + 1,4, k)), gdy i,k > 1.

a) Oblicz A(2,4,1), A(2,7,2), A(2,4,3) oraz A(3,4,1), A(3,4,2), A(3,7,3).
b) Udowodnij, ze A(2,5,k) = j - k oraz A(3,7,k) = j*.

J
¢) Oblicz A(4,2,1), A(4,2,2), A(4,2,3). Udowodnij, ze A(4,j,k) = j I*.

PRZYKEAD 8.17. Zapisz definicje rekurencyjna dla ciagu ag, a1, ag, . . ., gdzie a, = (n+1)(2n+3).

Rozwigzanie. W oparciu o definicje ,rozwinmy” wyraz a,+1.
ans1 = (N+2)(2n+5) = 2n24+9n+10 = 202 +5n+3+4n+7 = (n4+1)(2n+3) +4n+7 = ap,+4n+7.

W konsekwencji otrzymujemy, ze

ag = 3;
ap = Gp—1+4n+3, n > 1. #
ZADANIE 8.18. Zapisz definicje rekurencyjna dla ciagu ag, a1, ag, ..., gdzie a, =2 — (—1)".

PRZYKEAD 8.19. Dla 2 € N,y € N przedstaw rekurencyjna definicje funkcji wyktadniczej ¥ i
udowodnij za pomocg indukcji jej poprawnoscé.
Rozwigzanie. Funkcje wykltadnicza p(x,y) = ¥ mozna przedstawi¢ za pomoca nastepujacego
wzoru rekurencyjnego.
{ p(z,0) = 1;
p(z,y+1) =p(z,y) =, gdy y > 0.

1. Krok bazowy. Dla dowolnego x > 0 oraz y = 0 mamy p(z,0) =[wzér]= 1 = 2°.

2. Zalozenie indukcyjne. Dla dowolnego x > 0 oraz pewnego y > 0 zachodzi p(x,y) = aY.
3. Krok indukcyjny. Rozwazmy dowolne x > 0 oraz y + 1.

p(z,y + 1) =[wzor]= p(z,y) - v =|zalozenie|= 2¥ - x = 2¥+1L. il

ZADANIE 8.20. Przedstaw rekurencyjng definicje operacji odejmowania jedynki w liczbach natu-
ralnych, ktora okreslona jest wzorem max{x—1,0}. Udowodnij za pomoca indukcji jej poprawnosc.
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ZADANIE 8.21. Przedstaw rekurencyjng definicje operacji odejmowania w liczbach naturalnych,
ktora okreslona jest wzorem max{x — y,0}. Udowodnij za pomoca indukcji jej poprawnosé.

PRZYKEAD 8.22. Postac¢ funkeji rekurencyjnej mozna obliczy¢ (lub oszacowac) metodg iteracyjng.
W metodzie tej rozwijamy kolejne wyrazy funkcji. Rozwazmy dla przyktadu funkcje T'(n), o ktorej
wiemy, ze

T(1) =1;

Tn)<2-T(5)+mn, n>2.
Dla uproszczenia zaldézmy, ze n jest pewna potega dwojki. Wowcezas funkcje T rozwijamy w
nastepujacy sposob.

n n n n , n
T(n) :n+2-T(§) :n—i—2(§ +2-T(Z)) :n—i—n—i—4-T(Z) :n+...+n+21-T(§).

Iteracje powtarzamy, az ostatni sktadnik bedzie zawieral T'(1), czyli wtedy, gdy i = logy n. Otrzy-
mujemy w konsekwencji, ze

logy
T(n)=n+...+n+2" - T(1)=n Y 14+2°" =nlogyn+n. f

; i=1

PRzZYKEAD 8.23. Zastosuj metode iteracyjna w celu wyznaczenia funkcji 7'(n), o ktorej wiemy,
ze
T(1)=1;
{ Tn)<3-T([%])+n, n>2.
Rozwigzanie. Dla uproszczenia zaldézmy, ze n jest pewna potega czworki. Wowcezas funkcje T
rozwijamy w nastepujacy sposob:

n

16

n

3
=n+°n+9.T
) = n+n+9-T(1;

. ):n+—n+...+(Z)Z_1n+3Z-T(£).

T(n) =n+3-T(}) = n+3(5 +3.T( - .

Iteracje powtarzamy, az ostatni sktadnik bedzie zawieral T'(1), czyli wtedy, gdy i = log, n. Otrzy-
mujemy wtedy, ze

3 3.1 4 =3
T(n)=n+n+...+() n+3Z-T(1)§nZZ_;(Z)Z+3°g4".

Jako ze Z?io(%)i = 4, 3l8an — plogs3 oraz log,3 < 1, a tym samym zachodzi nl°&13 < n,
otrzymujemy, ze
T(n) <4n+n =bn. il

ZADANIE 8.24. Metoda iteracyjna znajdz (doktadne) rozwigzanie ponizszych zaleznosci rekuren-
cyjnych.
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0 { T(1) =1,
T(n)=3-T([5]) +n, n>2.
T(1) =1,

d) { Tn+1)=n-T(n)+n!, n>1.

{ T(1) = A;

)\ T(n)=2.T(2)+ B
T(1) = A;

£ { T(n)=2-T(%)+ Bn, n > 2.
T(1) = A;

8) { T(n)=2-T(%)+Bn+C, n>2.

Stale A, B i C sa dowolne (ale ustalone). W przypadkach (a-c) oraz (e-g) przyjmij, ze rozwiazanie
jest okreslone dla n = 2% k € N.

ZADANIE 8.25.*% Dana jest zalezno$¢ rekurencyjna

{ T(a) € R;
T(n)=T(n—-a)+T(a)+n, n>a.

dla @ > 1 oraz n = k - a dla pewnego k € N. Znajdz rozwiazanie tej rekurencji.

8.1 Zadania dodatkowe

PRZYKEAD 8.26.* Posta¢ funkeji rekurencyjnej mozna obliczy¢ (lub oszacowaé) metodg podstawia-
nia. W metodzie tej odgadujemy rozwiazanie ogolne, probujemy je udcidli¢ i wykazujemy jego
poprawno$¢. Dla przyktadu oszacujmy funkcje T'(n) z Przyktadu 8.22:

{ T(1) = 1;

Tn)<2-T(5)+mn, n>2.

Zgadujemy, ze T'(n) < c(nlogyn + n) dla jakiejs stalej ¢ > 0. Wykazemy, ze powyzsza nier6wnosé
zachodzi dla dowolnego n > 1 (bedacego potega dwojki).

1. Krok bazowy.

Dla n =1 jest to prawda: mamy T(1) =1<c¢-(1-loggl+1)=¢, dlac>1.
2. Zalozenie indukcyjne.

Niech n > 2 i zalozmy, ze T'(n') < ¢ - (n'logyn’ +n’) dla wszystkich 1 < n' < n.
3. Krok indukcyjny.

Wowecezas z warunkéw na funkcje T i z zalozenia indukcyjnego mamy, ze

T(n)<2-c- (glog2%+g)+n:cnlogzg+2n.
Jako Ze logy 5 < loggn — 1, n > 2, otrzymujemy

T(n) <c-nloggn—cn+2n <c-nloggn+n, dla c> 1. il
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PRZYKEAD 8.27.* Dana jest funkcja T:NT — N

{ T(1) = A;
T(n)=4-T([3]) +n.

Udowodnij, ze T(n) < B - (n? —n) dla n € N* oraz pewnych A, B € N. Jakie warunki musza
spelia¢ A1 B?

Rozwigzanie.
1. Krok bazowy.
Jako ze T(1) = 1, sugerowana nieréwnosé¢ T'(n) < B - (n? — n) przyjmujaca postaé¢ T(1

)
B- (12 —1) = 0 pociaga za soba, ze A = 0. A zatem dlan =1, A = 0 oraz dowolnego B >
spetniony jest krok bazowy: T(1) =0< B - (12 — 1).

<
0

2. Zalozenie indukcyjne.

Niech n > 2 i zalézmy, ze dla pewnego B zachodzi T'(n) < B - ("? — i) dla wszystkich
1<n<n.

3. Krok indukcyjny.

Rozwazmy rekurencyjng posta¢ funkcji T'(n) = 4 - T(|5]) + n. (Dla ulatwienia zaktadamy,
ze n jest potega dwojki.) Z zalozenia indukcyjnego otrzymujemy, ze

T(n) < [za}oZeniQe indukeyjne dla T'(|2)] <4-B-((3)*-%)+n
= 4-B- (-2 +n=B-(n*-2n)+n<B-(n?—n)— Bn+n.

Zauwazmy, ze dla B > 1 zachodzi —Bn +n < 0, a tym samym dla A = 0 oraz B > 1
otrzymamy, ze T(n) < B - (n? — n), co nalezalo wykazac. i

ZADANIE 8.28.*% Dana jest funkcja T:N — N

{ T0)=T1)=T(2) =1;
T(n)=Tn—-2)+T(n—-3), n>3.

Udowodnij, ze T'(n) < (3)" dlan € N.

ZADANIE 8.29.* Dana jest funkcja T:NT — N

{ T(1) = 1;
T(n)=T([2])+ 1, n>2.

Udowodnij, ze T'(n) = O(logy n).

ZADANIE 8.30.* Dana jest funkcja T: {2¥ : k € N} — N

{ T(1) =1;

T(n)=2-T(5)+2, n>2.
Udowodnij, ze T'(n) = an + b dla pewnych a i b. Wyznacz te stale.
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TWIERDZENIE 8.71 (o rekurencji uniwersalnej) Niech dana bedzie funkcja T : Nt — NT okreslona
zaleznosciq reukrencyjng

T(n)=a-T(; p)+fn),
gdziea > 1,b>1, a ¢ oznacza |3 | lub [§]. Wowczas:

1. Jesli f(n) = O(n'°82=€) dla pewnego ¢ > 0, to T'(n) = O(n'%&r9).

2. Jesli f(n) = ©(n'°8 ), to T(n) = O(n'°% *log, n).

3. Jesli f(n) = ©(n'°8 4+¢) dla pewnego € > 0 oraz jesli af(y) <cf(n) dla pewnej statej c < 1
i wszystkich dostatecznie duzych n, to T(n) = O(f(n)).

PRZYKEAD 8.31.*% Wskaz oszacowania rozwiazan zaleznosci rekurencyjnych z Zadania 8.24 (za
wyjatkiem pkt. d) korzystajac z twierdzenia o rekurencji uniwersalnej i poréwnaj je z otrzymanymi
dokladnymi rozwiazaniami.

Rozwigzanie.

a)
)
)
)
)
)

g)

f(n) = 11i funkcja f rognie wolniej niz n'°822 = n, stad T'(n) = O(n).
f(n) = n i funkcja f rosnie wolniej niz n'°823, stad T'(n) = O(n!823).
f(n) = n? i funkcja f rosnie tak samo, jak n'°824 stad T'(n) = ©(n?logyn).
nie dotyczy

(n) = B i funkcja f rosnie wolniej niz n'°822 = n, stad T'(n) = O(n).

(n)

o0 o

= @

f
f(n) = Bn i funkcja f rosnie tak samo, jak n'°®22 stad T'(n) = ©(nlogyn).
f(n) = Bn+ C i funkcja f rosnie tak samo, jak n'°®22 stad T'(n) = O(nlogyn).

ZADANIE 8.32.* Korzystajac z twierdzenia o rekurencji uniwersalnej wskaz oszacowania rozwigzan
nastepujacych réownan rekurencyjnych.

a) T(n)=9-T([%]) +n.

3
c) T(n)=3-T([%]) +nlogyn
d) T(n) =3-T([3]) +n
e) T(n) =4-T([3]) +n
f) T(n) =4-T([3]) +n?
g) T(n) =4 -T([3]) +n’
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Odpowiedzi do zadani

8.9. h(n) = 2"+ — 1.

1. Krok bazowy. Dla n = 0 mamy h(0) =[wzér]= 1 = 20+ — 1,
2. Zalozenie indukcyjne. Dla pewnego n > 0 zachodzi h(n) = 2"+ — 1.
3. Krok indukcyjny. Rozwazmy n + 1.

h(n + 1) =[wzér]= 2 - h(n) + 1 =[zalozenie]= 2 - (2"T! — 1) + 1 =2"+2 4+ 1.

8.10. T(n) = 2" — 1.

1. Krok bazowy. Dla n = 1 mamy 7T'(1) =[algorytm|= z = 2! — 1.
2. Zalozenie indukcyjne. Dla pewnego n > 1 zachodzi T'(n) = 2™ — 1.
3. Krok indukcyjny. Rozwazmy n + 1.

T(n + 1) =[algorytm|= 2 - T(n) + 1 =[zalozenie]= 2 - (2" — 1) + 1 = 2" — 1.

8.12. M(z,y)=xz"y.

1. Krok bazowy. Dla dowolnego x > 0 oraz y = 0 mamy M (z,0) =|wzor|=0 =z - 0.
2. Zalozenie indukcyjne. Dla dowolnego x > 0 oraz pewnego y > 0 zachodzi M(x,y) = x - y.
3. Krok indukcyjny. Rozwazmy dowolne x > 0 oraz y + 1.

M(z,y + 1) =|wzor|= M(x,y) + = =|zalozenie|=z -y +z =2 (y + 1).

8.13. X(n) =n.

1. Krok bazowy. Dla n =1 mamy X (1) =[wzor|= 1.
2. Zalozenie indukcyjne. Dla pewnego n > 1 zachodzi X (n) = n.
3. Krok indukcyjny. Rozwazmy n + 1.

X(n+1) =[wzor|= X (X (n)) + 1 =[zalozenie|= X (n) + 1 =|zalozenie|= n + 1.

8.14.

1. Krok bazowy. Dla n = 1 mamy g(1) =[wzér|= 1 = 12.
2. Zalozenie indukcyjne. Dla pewnego n > 1 zachodzi g(n) = n?.
3. Krok indukcyjny. Rozwazmy n + 1.

g(n + 1) =[wzor|= g(n) + 2n + 1 =[zalozenie]= n? +2n + 1 = (n + 1)2.

8.15.

1. Krok bazowy. Dla n = 1 mamy g(1) =[wzor|= 1.
2. Zalozenie indukcyjne. Dla pewnego n > 1 zachodzi g(n) = 1.
3. Krok indukcyjny. Rozwazmy n + 1.

g(n+1) =[wzor|=2- g(n) — 1 =|zalozenie|]=2-1—-1=1.

8.16. A(2,j,k) =7 k.

1. Krok bazowy. Dla dowolnych j > 1 oraz k = 1 mamy A(2,j,1) =|wzor|=j =7 1.
2. Zalozenie indukcyjne. Dla dowolnych j > 1 oraz pewnego k > 1 zachodzi A(2,j,k) = j - k.
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3. Krok indukcyjny. Rozwazmy dowolne j > 1 oraz k + 1.
A(2,),k + 1) =[wzor|= A(1,j, A(2,j, k)) =|zalozenie|= A(L,5,7 - k) = j+j-k=j(k+1).

A(3,5.k) = j*.

1. Krok bazowy. Dla dowolnych j > 1 oraz k = 1 mamy A(3,j,1) =[wzor]= j = j'.
2. Zatozenie indukcyjne. Dla dowolnych j > 1 oraz pewnego k > 1 zachodzi A(3,7j,k) = j*.
3. Krok indukcyjny. Rozwazmy dowolne j > 1 oraz k + 1.

A(3, 5,k + 1) =|wzor|= A(2, 5, A(3, j, k) =lzalozenie]= A(2,5,j*) = j - j* = j**.

A4, 4. k) =57 I+,

1. Krok bazowy. Dla dowolnych j > 1 oraz k = 1 mamy A(4, j, 1) =[wzor]= 5. y
2. Zalozenie indukcyjne. Dla dowolnych j > 1 oraz pewnego k > 1 zachodzi A(4,j,k) = j~ 143
3. Krok indukcyjny. Rozwazmy dowolne j > 1 oraz k + 1.

g A L
A4, 4,k +1) =|wzor|= A(3, 7, A(4, j, k)) =|zatozenie]= A(3,,5  J*) = ji b _ ALY

8.18.

ag = 1;
anp=4—an_1, n>1.
albo

ag = 1;
Un = ap_1+2-(-1)" 1 n>1.

8.20. Posta¢ rekurencyjna funkcji odejmowania jedynki od liczby naturalnej, tj. max{z — 1,0}:

minus(0) = 0;
minus(1) = 0;
minus(z) = minus(x — 1) + 1, z > 2.
Dowod.
1. Krok bazowy. Dla z = 0 mamy minus(0) =[wzor|= 0 = max{0 — 1,0}.
Dla x = 1 mamy minus(1) =[wzér|]= 0 = max{1 — 1,0}.

2. Zalozenie indukcyjne.
Rozwazmy pewne x > 2 (bo dla z = 01ix = 1 juz wykazalismy) i zal6zmy, ze dla wszystkich
0 < 2/ < z zachodzi minus(z’) = max{z’ — 1,0}.
3. Krok indukcyjny.
minus(x) = [wzor] = minus(x — 1) + 1 = [zalozenie] = max{(z — 1) — 1,0} +1
= max{z — 1,1} = [z > 2] = max{zx — 1,0}.
8.21. Postaé¢ rekurencyjna funkcji odejmowania dwoch liczb naturalnych, tj. max{x — y,0}:

minus(z, 0) = z;
minus(0, y) = 0;
minus(z,y) = minus(z — 1,y — 1), =,y > 1.
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Dowod.
1. Krok bazowy. Dla y = 0 mamy minus(x,0) =|wzor|= x = max{z — 0,0}.
Dla z = 0 mamy minus(0, y) =[wzor|= 0 = max{0 — y, 0}.

2. Zalozenie indukcyjne.

Rozwazmy pewne x,y > 1 i zalézmy, ze dla dowolnych 0 < 2’/ < z oraz 0 < 3 < y zachodzi

minus(z’,y’) = max{z' —y/, 0}.

3. Krok indukcyjny.
minus(z,y) = [wzér] = minus(z — 1,y — 1)
= |[zalozenie] = max{(x — 1) — (y — 1),0} = max{z — y,0}.
8.24.
a) Funkcje T rozwijamy w nastepujacy sposob:
T(n) :1+2~T(g) :1+2(1+2-T(%)) = 1+2+4-T(%) = 1+...+2Z’*1+2i-T(%).
Iteracje powtarzamy, az ostatni sktadnik bedzie zawieral T'(1), czyli wtedy, gdy i = logy n. Otrzy-

mujemy wtedy

Tn)=1+... 420 420. TQ)=n—14+2"2"=p —14+n=2n—1.

b) Funkcje T rozwijamy w nastepujacy sposob:
n n n n , n
T(n) :n2+4-T(§) = n2+4((§)2+4-T(Z)) = n2+n2+42-T(Z) :n2+...+n2+42.T(§).

Iteracje powtarzamy, az ostatni sktadnik bedzie zawieral T'(1), czyli wtedy, gdy i = logy n. Otrzy-
mujemy wtedy

logy n
T(n)=n’+...+n2+4"-T(1)=n" ) 1+4°8" =n’logyn+n’.
N——_— ——
=1

)

¢) Funkcje T rozwijamy w nastepujacy sposob:

n

T(n) :n—|—3-T(g) :n+3(g+3-T(%)) :n+§n+9-T(%) :n-(1+...+(g)i—1)+3i-T(§).

2

Iteracje powtarzamy, az ostatni sktadnik bedzie zawieral T'(1), czyli wtedy, gdy i = logy n. Otrzy-
mujemy wtedy

T(n)=n- (1+...+(;)H) +3.TQ) =n-(2 nl%22 —2) 4 3l82m = 3. plos23 _ 9y
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d) Funkcje T rozwijamy w nastepujacy sposob:

T(n) = nl4+n-T(n-1)
nl+n-(n—1)-T(n—-2)+ (n—1))
2nl+n-(n—1)-T(n—2)

}f.ré!—i-n-(n—l)-(n—k—i—l)-T(n—k).

Iteracje powtarzamy, az ostatni sktadnik bedzie zawieral T'(1), czyli wtedy, gdy k = n — 1. Otrzy-
mujemy wtedy
Tn)=(n—-1)-nl+n!-T(1)=n-nl

e) Funkcje T rozwijamy w nastepujacy sposob:

T(n) :B+2'T(g) :B+2(B+2’T(%)) :B+2B+22'T(%) =B-(1+...+2i*1)+21'.T(%).

Iteracje powtarzamy, az ostatni sktadnik bedzie zawieral T'(1) = A, czyli wtedy, gdy i = log, n.
Otrzymujemy wtedy

T(n)=B-(14...427H)+2".7(1) = B- (2" 1)+ 2"°2". A= (n—1)-B+n-A= (A+B) -n—B.

f) Funkcje T rozwijamy w nastepujacy sposob:

")) = Bn+Bn+22-T(%) = Bn-(1+...+1)+2 - T(=).

n
T(n) = Bn+2T(3) = Bnt2(B3 +2-T(; 1 >

n

2
Iteracje powtarzamy, az ostatni sktadnik bedzie zawieral T'(1) = A, czyli wtedy, gdy i = log, n.
Otrzymujemy wtedy

logy 1
T(n)=Bn-(1+...+1)+2"T(1) = Bn Z 1+2°.7T(1) = Bn-logy n+2"°%2". A = Bnlog, n+ An.
i=1

i

g) Funkcje T rozwijamy w nastepujacy sposob:

T(n) = C+Bn+2-T(g) = C+Bn+2(C+Bg+2-T(%)) = (C+2C)+(Bn+Bn)+22-T(g) -

. 4 n
=C-(1+...+2 1)+Bn-(1+...+1)+21-T(§).
Iteracje powtarzamy, az ostatni sktadnik bedzie zawieral T'(1) = A, czyli wtedy, gdy i = log, n.
Otrzymujemy wtedy
Tn)=C-(1+...+2"Y+Bn-1+...+1)+2°.T(1) =
—_——

i

= C(n— 1)+ Bnlogyn + 2'°82"A = Bnlogyn + (A+ C)n — C.
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8.25. Funkcje T rozwijamy w nastepujacy sposob:
T(n) = n+T(a)+T(n—a)

ol
NS
S +
+
N
S+
|f:
= 3
Ee,
5+
3
N S
@\_/
- 4+
N

3

|

[\
£

—a+ ((n—2a)+T(a) +T(n—3a))
—(a+2a) +T(n— 3a)

—(a+2a)+ ((n—3a)+T(a)+T(n—4a))
—(a+2a+3a)+4-T(a)+T(n—4a)
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+
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~— — — —
— — N N

I
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+
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(@)= (1+2+...4+(—1))a+T(n—ka)
— i-(n+T() - o4 T(n—ia).

Iteracje powtarzamy, az ostatni sktadnik bedzie postaci T'(a), tj. gdy n — ia = a, czyli wtedy, gdy

i:%:%:k—l. Otrzymujemy wtedy

kE—1)(k—2 k—1)(k—2
T(n):(k:—l)-(n—i—T(a))—%-a—l—T(a):(k—l)-n—i—k-T(a)—%-a.
8.28.
1. Krok bazowy. Dla n = 1,2,3 mamy:

T(1) =|wzor|=1 < (
T(2) =|wzor|=1 < (
T(3) =[wzor|=1 < (3)3.

) .

1
b
)%

O[S0 [

2. Zalozenie indukcyjne. Rozwazmy n > 4 i zalozmy, ze dla 3 < n’ < n zachodzi T(n’) < (%)"/.
3. Krok indukcyjny.
T(n) =[wzér|= T(n — 2) + T(n — 3) =[zalozenie|< ()" 2+ (3)" 2= (3+1)- (3)" .
Ale zachodzi 5 +1 < 81, stad T(n) < 52 - (3)" 3 = (%

8.29. Mamy wykazac, ze istnieja stale a i b takie, ze T'(n) < a -logyn + b. Zaktadamy, ze n jest
potega dwojki.

1. Krok bazowy.
Dlan =1 mamy T(1) =[wzor|=1<a-0+4+b=a-logy 1+ b, dla dowolnego a i b > 1.
2. Zalozenie indukcyjne.

Rozwazmy n > 2 i zalozmy, ze dla 1 < n’ < n zachodzi T(n’) = O(logyn'), tzn. istnieja
stale a i b takie, ze
T(n') <a-loggn' +b

dla dowolnego n’ < n (n’ jest potega dwojki).
3. Krok indukcyjny.
T'(n) =[wzor|=T(5) + 1 =|zalozenie|< a -logy § +b+1 = a- (logyn —log, 2) + b+ 1. Stad
T(n)<a-loggn+b+(1—a)<a-logon+b, oilea > 1.

Zatem mozna przyja¢ np. a =1, b = 1.
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8.30.
1. Krok bazowy.

Dla n =1 mamy 7'(1) =|wzér|= 1= a + b, dla pewnych a i b.
2. Zalozenie indukcyjne.

Rozwazmy n > 2 i zalozmy, ze dla 1 < n’ < n zachodzi T'(n’) = an’ + b dla pewnych (tych
samych, co wyzej) a i b.
3. Krok indukcyjny.
T'(n) =[wzor|= 2 -T(5) + 2 =|zalozenie|= 2 - (a- § +b) +b = an + 2b + 2.
Jako ze chcemy wykazaé, ze T'(n) = an + b, stad a 1 b musza spetniaé¢ an + 2b+ 2 = an + b.

Stad b = —2. Uwzgledniajac z pkt. (1) fakt, ze a +b = 1 otrzymujemy a = 2. Zatem nalezy
przyja¢ a =3, b = —2.

8.32.

lo;

1
b) f(n) =11 funkcja f rosnie tak samo, jak n #3° =n0, stad T(n) = ©(logy n).
¢) f(n) = nlogyn i funkcja f rosnie szybciej niz n'°843, oraz 3 - % log, 2 < % -nlogyn, a zatem

a) f(n) = n i funkcja f rognie wolniej niz n'°8:% = n2, stad T(n) = O(n?).
= 6(

T(n) = O(nlogyn).

d) f(n) = n i funkcja f rosnie wolniej niz n'°%23, stad T'(n) = O (n!°823).

e) f(n) = n i funkcja f rognie wolniej niz n'°824 = n2, stad T'(n) = O(n?).

f) f(n) =n? i funkcja f rosnie tak samo, jak n'°824, stad T'(n) = O(n?logyn).

g) f(n) =n31 f roénie szybciej niz n'°€24 = n?, oraz 4 (2)3 < 1 -n3, stad T(n) = O(n?).
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ZESTAW ZADAN NR 9

ELEMENTY TEORII GRAFOW

Graf nieskierowany G = (V, E) jest to para sktadajaca sie z niepustego skoriczonego zbioru wierz-
chotkéw V' oraz zbioru krawedzi F, gdzie krawedzie to nieuporzadkowane pary wierzchotkéw:

E C {{u,v} | w,veV}

Graf prosty to taki graf, dla ktorego:

(1) jesli {u,v} € E, to u # v (brak petli);
(2) co najwyzej tylko jedna para {u,v} € E (brak multikrawedzi).

Dwa wierzchotki u i v sa sgsiednie, jesli krawedz e = {u,v} € E. Mowimy wowczas, ze wierz-
cholki u, v sa incydentne z ta krawedzia. Podobnie dwie rézne krawedzie sa sgsiednie, jesli maja
przynajmniej jeden wspolny wierzcholek. Stopiern wierzchotka v jest liczbg krawedzi z nim incy-
dentnych (ozn. deg(v)). Wierzchotek stopnia 1 nazywany jest lisciem, a wierzcholek stopnia 0
— wierzchotkiem izolowanym. Ciag liczb ¢ = (dy,ds, ..., d,) nazywamy ciagiem grafowym, jesli
istnieje graf G o n wierzchotkach, ktérych stopnie rowne sa odpowiednim wyrazom ciggu ¢. W
dalszej czesci skrypu poprzez ,graf” w domysle rozumiemy ,graf prosty”, w przeciwnym wypadku
wyraznie méwimy ,multigraf”.

FAKT 9.1 Niech G = (V, E) bedzie dowolnym multigrafem. Wowczas ), - deg(v) = 2|E|.

veV

Zauwazmy, ze 7z powyzszego faktu wynika, ze suma stopni w dowolnym multigrafie G = (V| E) jest
liczba parzysta, a w szczegolnosci, ze liczba wierzchotkdéw o nieparzystym stopniu jest parzysta.

ZADANIE 9.2. Narysuj grafy o nastepujacych ciagach stopni:

a) (4,3,2,2,1).
b) (3,3,3,3,3,3).

ZADANIE 9.3. Wykaz (np. przez odpowiedni rysunek), ze:

a) dla dowolnego parzystego n > 4 istnieje n-wierzchotkowy graf, ktorych wszystkie stopnie
wynoszg 3;

b) dla dowolnego nieparzystego n > 5 istnieje graf o n + 1 wierzchotkach, sposrod ktorych
doktadnie n jest stopnia 3;

¢) dla dowolnego n > 5 istnieje graf o n wierzchotkach, ktorych wszystkie stopnie wynosza 4.
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TWIERDZENIE 9.4 (Havel 1955, Hakimi 1962)
Niech ¢ = (s,t1,...,ts,d1,da, ..., dy) bedzie nierosngcym ciggiem liczb. Wowczas cigg stopni ¢ jest
ciggiem grafowym wtedy i tylko wtedy gdy ciqg stopni (t1—1,...,ts—1,d1,ds, ..., dy) jest grafowym.

PRZYKEAD 9.5. Ktore z nastepujacych ciggoéw sg grafowe?

a) (5,5,4,4,3,2,2,1,1).
b) (6,5,4,3,2,2,2,2).

Rozwigzanie. Zauwazmy, ze w przypadku (a) liczba wierzchotkéw o nieparzystym stopniu jest
nieparzysta, a zatem suma stopni jest nieparzysta i w konsekwencji otrzymujemy, ze dany ciag nie
jest ciagiem grafowym.

W przypadku (b) warunek konieczny — suma stopni ma by¢ parzysta — jest spetniony:

6+5+4+3+24+2+2+2=26.
Skorzystajmy zatem z twierdzenia 9.4. Otrzymujemy:
(6,5,4,3,2,2,2,2) jest ciagiem grafowym
-~
b-1,4-1,3-1,2—-1,2—-1,2—-1,2) = (4,3,2,1,1,1,2) jest ciagiem grafowym
-~
(4,3,2,2,1,1,1) jest ciagiem grafowym
-
3-1,2-1,2-1,1-1,1,1) = (2,1,1,0,1,1) jest ciagiem grafowym
-
(2,1,1,1,1,0) jest ciagiem grafowym
-~
(1-1,1-1,1,1,0) = (0,0,1,1,0) jest ciagiem grafowym

-~

(1,1,0,0,0) jest ciagiem grafowym
-

(1-1,0,0,0) = (0,0,0,0) jest ciagiem grafowym.

Jako ze graf o czterech wierzchotkach i bez krawedzi ma ciag stopni rowny (0, 0,0, 0), ciag (0,0, 0,0)
jest ciagiem grafowym, a zatem na mocy twierdzenia 9.4 ciag (6, 5,4, 3,2,2,2,2) jest takze ciagiem
grafowym.

Zauwazmy, ze juz dla ciagu (1,1,0,0,0) widaé¢, Ze ciag ten jest ciagiem grafowym — graf o
pieciu wierzchotkach, z ktorych dowolne ustalone dwa wierzchotki potaczone sa krawedzia, ma ciag
stopni rowny (1,1,0,0,0) — a zatem juz na tym etapie mozemy skorzystac¢ z twierdzenia 9.4. 4

PRZYKEAD 9.6. Narysuj graf (prosty) o ciagu stopni (6,5,4,3,2,2,2,2).

Rozwigzanie. W poprzednim zadaniu, w oparciu o twierdzenie 9.4, wykazalidmy, ze rzeczywiscie
taki graf istnieje. Okazuje sie, ze dowdd ten moze byé uzyty do konstrukcji szukanego grafu.
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e Krok 1. Otrzymalismy, ze ciag (0,0,0,0) jest ciagiem grafowym. Niech G; bedzie grafem
o ciagu (0,0,0,0), a dokladnie, niech G; bedzie 4-wierzchotkowym grafem o wszystkich
stopniach réwnych zero. Z poprzednich rozwazan zachodzi

(0,0,0,0) = (1 —1,0,0,0) jest ciagiem grafowym
=
(1,1,0,0,0) jest ciagiem grafowym.

Zatem do grafu G dodajemy jeden wierzchotek, ktory taczymy krawedzia z wybranym
wierzchotkiem stopnia 0, otrzymujac tym samym graf G o ciagu stopni (1, 1,0,0,0).

e 7 poprzednich rozwazan zachodzi
(0,0,1,1,0) = (1 —1,1—1,1,1,0) jest ciagiem grafowym
=
(2,1,1,1,1,0) jest ciagiem grafowym.

Zatem do grafu G dodajemy jeden wierzchotek, ktory taczymy krawedziami z dwoma
wybranymi wierzchotkami stopnia stopnia 0, otrzymujac tym samym graf G o ciagu stopni

(2,1,1,1,1,0).

e 7 poprzednich rozwazan zachodzi
(2,1,1,0,1,1) =(3—-1,2—-1,2—-1,1 — 1,1, 1) jest ciagiem grafowym
=
(4,3,2,2,1,1,1) jest ciagiem grafowym.

Zatem do grafu G3 dodajemy jeden wierzchotek, ktory taczymy krawedziami z dwoma
wybranymi wierzchotkami stopnia stopnia 1, oraz z wierzchotkiem stopnia 2 i 0, otrzymujac
tym samym graf G4 o ciagu stopni (4,3,2,2,1,1,1).

| N\
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e 7 poprzednich rozwazan zachodzi
(4,3,2,1,1,1,2) = (b—-1,4—-1,3—-1,2—-1,2 — 1,2 — 1,2) jest ciagiem grafowym

54
(6,5,4,3,2,2,2,2) jest ciagiem grafowym.

Zatem do grafu G4 dodajemy jeden wierzchotek, ktory taczymy krawedziami z trzema wierz-
chotkami stopnia stopnia 1, z wierzchotkiem stopnia 2, 3 oraz 4, otrzymujac tym samym
szukany graf (prosty) G5 o ciagu stopni (6,5,4, 3,2,2,2,2).

ZADANIE 9.7. Ktore z nastepujacych ciaggéw sa grafowe?

a) (4,4,4,4,3,3).

b) (7,6,5,4,4,3,2,1).
¢) (6,6,5,5,2,2,2,2).
d) (6,6,5,5,3,3,3,3).

Dla ciagow, ktore sa grafowe, narysuj odpowiednie grafy (proste).

ZADANIE 9.8. Wykaz indukcyjnie, ze istnieje graf o ciagu stopni (n,n,n—1,n—1,...,2,2,1,1).

ZADANIE 9.9. Niech G bedzie grafem (prostym) o co najmniej dwoch wierzchotkach. Wykaz, ze
G zawiera co najmniej dwa wierzchotki tego samego stopnia. Czy jest to prawda dla multigraféw?

Wskazowka. Skorzystaé z zasady szufladkowej Dirichleta.

PRZYKEAD 9.10. Przyjmujac, ze G jest grafem prostym o n wierzchotkach i m krawedziach
wykaz indukcyjnie, ze m < @ Dla jakich grafow zachodzi réwnosé?

Rozwigzanie. Dowod indukceyjny.

(1) n=1. Wowczas graf G jest jednym wierzchotkiem i jako graf prosty ma 0 = @ krawedzi.

(2) Zalozmy, ze dowolny graf prosty o 1 < n’ < n wierzchotkach ma co najwyzej w
krawedzi.

(3) Niech G bedzie dowolnym grafem o n > 2 wierzchotkach. Niech v bedzie dowolnym wierz-
chotkiem G. Usurimy ten wierzchotek z G wraz z incydentnymi do niego krawedziami. Otrzy-
many graf G’ ma n’ = n—1 wierzcholkéw i, z zalozZenia indukcyjnego, co najwyzej %
krawedzi. Usuniety wierzcholek v w grafie G byt sasiedni z co najwyzej n— 1 wierzchotkami z
grafu G', zatem laczna liczba krawedzi w grafie G nie przekracza W +n—1= @
krawedzi.

, .. -1
Roéwnosé m = n(nT)

zachodzi dla graféw pelnych. i
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ZADANIE 9.11. Niech k£ > 0. Ustal, dla jakich wartosci n istnieje chociaz jeden n-wierzchotkowy
graf prosty posiadajacy doktadnie:

a) k wierzchotkow izolowanych;
b) k wierzchotkow wiszacych (lisci).

ZADANIE 9.12. Jaka jest maksymalna i minimalna liczba krawedzi w n-wierzchotkowym grafie
prostym posiadajacym doktadnie:

a) k wierzchotkow izolowanych;
b) k wierzchotkow wiszacych (lisci).

9.1 Drogi i cykle

Niech dany bedzie dowolny multigraf G = (V, E). Marszrutq w G nazywamy skonczony ciag
krawedzi postaci {vg, v1}, {v1,v2}, ..., {vg—1, vx }; kazda marszruta jednoznacznie wyznacza pewien
ciag wierzchotkdéw vg, vy, . . ., vg. Liczbe krawedzi w marszrucie nazywamy jej dtugosciqg. Marszrute,
w ktorej wszystkie krawedzie sa rézne, nazywamy taricuchem. Jesli ponadto wszystkie wierzchotki
sa rozne (za wyjatkiem ewentualnie vy = wvg), to laricuch nazywamy drogq (prosta) lub Sciezkqg.
Lancuch badz droga sa zamkniete, gdy vg = vi. Droge prosta, zamknieta i zawierajaca przynaj-
mniej jedna krawedz nazywamy cyklem. Multigraf G = (V, E) jest spdjny, jezeli dla dowolnych
dwoch wierzchotkéw w, v € V istnieje $ciezka taczaca je.

ZADANIE 9.13. Znajdz/narysuj graf o pieciu wierzchotkach, ktory:

a) posiada jeden cyKkl;
b) posiada trzy cykle;
c) posiada pie¢ cyKkli.

ZADANIE 9.14. Uzasadnij, ze jezeli kazdy z dwoch réznych cykli grafu G zawiera krawedz e, to
w G istnieje cykl, ktéry nie zawiera krawedzi e.

Podgrafem multigrafu G = (V, E) nazywamy dowolny multigraf H = (V', E’) taki, ze V! C V oraz
E’' C E. Podgrafem indukowanym przez podzbior wierzchotkow V' C V multigrafu G = (V, E)
nazywamy taki podgraf H = (V', E') multigrafu G, ze kazda krawedz e € E, ktorej obydwa korce
naleza do V’, nalezy do E’ (i zadna inna, z definicji podgrafu).

ZADANIE 9.15.

a) Znajdz/narysuj graf o szesciu wierzchotkach i siedmiu krawedziach, ktory nie posiada pod-
grafu bedacego cyklem dlugosci 4 (ozn. Cy).

b) Znajdz/narysuj graf o szeSciu wierzchotkach i dwunastu krawedziach, ktory nie posiada
podgrafu bedacego grafem petnym o czterech wierzchotkach (ozn. Ky).

9.2 Izomorfizm grafow

Dwa multigrafy G1 = (V1,E1) i Go = (Va, Ey) sa izomorficzne, jesli istnieje wzajemnie jednoz-
naczna odpowiednios$¢ h : Vi — V5 pomiedzy wierzchotkami G i wierzchotkami G5 taka, ze

{u,v} € By < {h(u),h(v)} € Es.
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TWIERDZENIE 9.16 Jezeli dwa multigrafy G1 = (Vi, E1) @ Go = (Va, Eg) sq izomorficzne, to:

(1) G1 @ G2 magq tyle samo wierzchotkow: |Vi| = |Va|.
(2) G1 @ Gy majq tyle samo krawedzi: |E1| = |Es|.
(3) dla dowolnego k multigrafy G1 i Go majg tyle samo wierzchotkow stopnia k.

ZADANIE 9.17. Narysuj wszystkie grafy ze zbiorem wierzchotkow V = {a,b, c}. Ktore z nich sa
izomorficzne? Nastepnie narysuj wszystkie nieizomorficzne grafy o czterech wierzchotkach.

ZADANIE 9.18. Narysuj dwa najmniejsze (w sensie liczby wierzchotkow i krawedzi) nieizomor-
ficzne grafy o takiej samej liczbie wierzchotkow i krawedzi.

ZADANIE 9.19. Wykaz, ze ponizsze grafy sa izomorficzne.

&

ZADANIE 9.20. Wykaz, ze ponizsze multigrafy nie sg izomorficzne.

&

ZADANIE 9.21. Ktore z ponizszych grafow (b)-(d) nie sa izomorficzne z grafem (a)? Uzasadnij
odpowied?z.

ohy O

a) b) C) d)

ZADANIE 9.22. Istnieja tylko dwa nieizomorficzne grafy o ciagu stopni (3, 3, 3,3, 3,3,6). Wskaz je.

Niech G bedzie grafem prostym ze zbiorem wierzchotkéw V. Dopetnienie G grafu G jest grafem
prostym z tym samym zbiorem wierzchotkow V', w ktéorym dwa wierzcholki sg sasiednie wtedy i
tylko wtedy, gdy nie sg sasiednie w GG. Graf prosty, ktory jest izomorficzny ze swoim dopelnieniem
nazywamy samodopetniajgcym.

ZADANIE 9.23. Wykaz, ze liczba wierzchotkéw grafu samodopelniajacego wynosi 4k lub 4k + 1.
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9.3 Drzewa

TWIERDZENIE 9.24 Niech T bedzie grafem o n wierzchotkach. Wdwczas nastepujgce warunki sq
rownowazne:

(1) T jest drzewem.

(2) T nie zawiera cykli i ma n — 1 krawedzi.

(3) T jest spdjny i ma n — 1 krawedzi.

(4) T jest spdajny, ale usuniecie dowolnej krawedzi e rozspaja T (kazda krawedZ jest mostem).
(5) Dowolne dwa wierzchotki grafu T potgczone sq doktadnie jedng drogq.

(6) T nie zawiera cykli, lecz dodanie dowolnej nowej krawedzi tworzy doktadnie jeden cykl.

ZADANIE 9.25. Znajdz/narysuj dwa nieizomorficzne drzewa o tym samym ciagu grafowym.

PRZYKEAD 9.26. Wykaz, ze dowolne drzewo T = (V, E), |V| > 2, posiada przynajmniej 2 liscie.
Rozwigzanie. Zatdzmy, ze w drzewie istnieje co najwyzej jeden liéé, a zatem wszystkie wierzchotki
za wyjatkiem co najwyzej jednego sa stopnia przynajmniej dwa. Tym samym zachodzi

> deg(v) =2(|V| - 1) +1=2V| -1

veV
Ale z drugiej strony, korzystajac z zaleznodci ) | ., deg(v) = 2|E| oraz faktu, ze w drzewie zachodzi
|E| = |V| -1, otrzymujemy ), deg(v) = 2|V| — 2 — sprzecznos¢. i
ZADANIE 9.27. Niech T bedzie drzewem, ktérego wierzchotki sa wylacznie stopnia 3 lub 1. Jesli
T ma dziesie¢ wierzchotkéw stopnia 3, to ile wowczas ma lisci?
ZADANIE 9.28. W drzewie T $rednia stopni wierzchotkéw jest rowna 1.99. Ile krawedzi ma 17
ZADANIE 9.29. Wykaz, ze jesli T jest drzewem, w ktorym wszystkie stopnie wierzchotkéw sa

nieparzyste, wowczas liczba krawedzi drzewa T jest réwniez nieparzysta.

Drzewo spinajace (rozpinajgce) multigrafu G = (V, E) to dowolne drzewo T = (V, E’) takie,
ze B C E. Zauwazmy, ze T ma taki sam zbior wierzchotkow co G, i kazde drzewo spinajace
multigrafu G jest jego podgrafem. Mozna wykazaé, ze kazdy spojny multigraf posiada drzewo
spinajace. W literaturze wystepuja dwa szczegdlne drzewa spinajace — sa to drzewa przeszukiwan
DFS i BFS, ktore oméwione zostana w nastepnej sekcji, natomiast ponizej przedstawiony jest inny
prosty algorytm wyznaczania drzewa spinajacego.

Algorytm konstrukcji drzewa spinajacego.

Niech G = (V, E) bedzie spojnym (multi)grafem.

1. Dopoki (multi)graf nie jest drzewem, usuii dowolng krawedz dowolnego cyklu.

PRzZYKEAD 9.30. Zastosuj powyzszy algorytm i wyznacz drzewo spinajacego ponizszego grafu.
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Rozwigzanie. Zgodnie z algorytmem, wykonujemy:

» Rozwazamy cykl o wierzcholtkach 1,2,5,3 i usuwamy np. krawedz {1, 2}.
» Rozwazamy cykl o wierzchotkach 2,3,5 i usuwamy np. krawedz {3,5}.
» W otrzymanym grafie nie ma juz cykli.
Otrzymujemy zatem nastepujace drzewo spinajace T' = (V, E'), gdzie
V =1{1,2,3,4,5} oraz E' = {{1,3},{2,3},{2,5},{3,4}}. ¢

ZADANIE 9.31. Skonstruuj drzewa spinajace dla podanych nizej grafow.
b)

Niech T' = (V, E’) bedzie dowolnym drzewem spinajacym grafu G = (V, E). Cykl bazowy/podsta-
wowy w grafie G jest to cykl, ktory powstaje po dodaniu dowolnej krawedzi e € E do drzewa T.
Wszystkie tak powstale cykle tworzg zbior cykli fundamentalnych/bazowych/podstawowych, tzw.
baze cykli dla danego drzewa spinajacego.

PRZYKEAD 9.32. Dla drzewa spinajacego skonstruowanego w przyktadzie 9.30 zbiér fundamen-
talnych cykli sktada sie z dwoch cykli Cy i Cs, gdzie:

Cl = ({17 27 3}7 {{17 3}7 {27 3}7 {17 2}})7
C2 = ({2’3’ 5}’{{2’3}’{2’5}’{3’5}})' tt

ZADANIE 9.33. Wyznacz zbior cykli fundamentalnych dla drzew skontruowanych w zadaniu 9.31.

9.4 Przeszukiwanie grafow w glab i wszerz — drzewa DFS i BFS

Algorytm przeszukiwania grafu w glab

Niech G = (V, E) bedzie danym grafem sp6jnym, a v € V' wierzchotkiem poczatkowym.

1. Odwiedzamy wierzchotek v (zaznaczamy go jako odwiedzony) i wktadamy go na STOS.

2. Dopoki STOS nie jest pusty, powtarzamy:
Jezeli v jest wierzchotkiem na wierzchu STOSU, to sprawdzamy, czy istnieje wierzchotek
sasiedni z v, ktéry nie byl jeszcze odwiedzony.

2.1 Jezeli u jest takim wierzchotkiem, to odwiedzamy u (zaznaczamy jako odwiedzony)
i wktadamy go na STOS.

2.2 Jezeli takiego u nie ma, to zdejmujemy v ze STOSU.
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Uwaga 1. Jedli jest kilka wierzchotkéw do wyboru, to wybieramy zgodnie z ustalonym porzadkiem.

Uwaga 2. Wierzchotki na STOSIE w dowolnym kroku tworza Sciezke od korzenia do wierzchotka
aktualnie odwiedzanego.

Uwaga 3. Jesli w powyzszej procedurze w kroku 2.1, w ktérym odwiedzamy wierzchotek w, do
poczatkowo pustego zbioru E’ krawedzi dodawaé bedziemy krawedz {v,u}, to otrzymamy drzewo
spinajace DFS (ang. depth-first search).

PRZYKEAD 9.34. Przeszukaj ponizszy graf G = (V,E) w glab poczynajac od wierzchotka o
etykiecie 3 i skonstruuj odpowiednie drzewo spinajace DFS.

5,

Rozwigzanie. Przebieg algorytmu jest nastepujacy.

aktualny wierzchotek | STOS | zbiér krawedzi drzewa DFS
3 0

3,1 {{1,3}}

3,1,2 {{1,3},{1,2}}

3,1,2,5 | {{1,3},{1,2},{2,5}}

3,1,2 {{1,3},{1,2},{2,5}}

3,1 {{1,3},{1,2},{2,5}}

3 {{1,3},{1,2},{2,5}}

1,4 {{1,3},{1,2},{2,5},{1,4}}
3 {{1,3},{1,2},{2,5}, {1,4}}
0 ({13}, {1, 2}, {2,5}, {1, 4}}

W[ wol| —| Dol ino |l

Zatem wierzchotki byly odwiedzane w kolejnosci 3, 1,2, 5,4 i otrzymalidémy drzewo spinajace DFS
T = (V,E'), gdzie V = {1,2,3,4,5} oraz F' = {{1,3},{1,2},{2,5},{1,4}}. i
Algorytm przeszukiwania grafu wszerz
Niech G = (V, E) bedzie danym grafem sp6jnym, a v € V' wierzchotkiem poczatkowym.
1. Odwiedzamy wierzcholek v (zaznaczamy go jako odwiedzony) i wstawiamy go do KOLEJKI.
2. Dopoki KOLEJKA nie jest pusta, powtarzamy:
2.1 Bierzemy wierzcholek v z poczatku KOLEJKI.

2.2 Odwiedzamy wszystkie do tej pory jeszcze nie odwiedzone wierzchotki sasiednie z v
(zaznaczamy je jako odwiedzone) i wstawiamy je na koniec KOLEJKI.

Uwaga 1. Wierzchotki wstawiamy do KOLEJKI np. w kolejnosci uporzadkowania etykiet.
Uwaga 2. Wierzcholki przeszukiwane sa w kolejnosci lezacych najblizej korzenia.

Uwaga 3. Jedli w powyzszej procedurze w kroku 2.2, w ktérym odwiedzamy wszystkie nieod-
wiedzone jeszcze wierzcholki sasiednie do v, do poczatkowo pustego zbioru E’ krawedzi dodawaé
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bedziemy odpowiednie krawedzie {v,u}, to otrzymamy drzewo spinajace BFS (ang. breath-first
search).

PRZYKEAD 9.35. Przeszukaj ponizszy graf G = (V, E) wszerz poczynajac od wierzchotka o
etykiecie 5 i skonstruuj odpowiednie drzewo spinajace BFS.

s

Rozwigzanie. Przebieg algorytmu jest nastepujacy.

aktualny wierzchotek | odwiedzane wierzchotki | KOLEJKA | zbiér krawedzi drzewa DFS

5 5 ) [

5 2.3 2.3 {12,5},{3,5}}

2 1 3,1 {{2,5},4{3,5},{1,2}}

3 4 1,4 {{2,5},{3,5},{1,2},{3,4}}

1 - 4 {{2,5},4{3,5},{1,2},{3,4}}

4 B 0 {{2a5}7{355}7{1a2}a{3a4}}
Zatem wierzchotki byty odwiedzane w kolejnosci 5,2, 3,1,4 i otrzymaliSmy drzewo spinajace BFS
T = (V,E'), gdzie V = {1,2,3,4,5} oraz E' = {{2,5},{3,5},{1,2},{3,4}}. i

ZADANIE 9.36. Zastosuj algorytm przeszukiwania w glab (wszerz) do ponizszych graféow i skon-
struuj odpowiednie drzewa DFS i BFS; jako wierzchotek poczatkowy przyjmij wierzchotek o
etykiecie a.

ZADANIE 9.37.*% Niech v € V bedzie wierzchotkiem, z ktorego startuje algorytm przeszukiwania
w glab grafu G = (V, E). Udowodnij, ze dla kazdej pary wierzchotkéw x i y takich, ze {z,y} € F
mamy, ze albo x jest potomkiem y albo y jest potomkiem x w drzewie DFS (inaczej mowiac, albo
y lezy na $ciezce z x do v w drzewie BFS albo na odwrot — x lezy na $ciezce z y do v).

ZADANIE 9.38.*% Niech v € V bedzie wierzchotkiem, z ktoérego startuje algorytm przeszukiwania
wszerz grafu G = (V, E). Udowodnij, ze dla dowolnego wierzchotka z € V' najkrotsza droga z x
do v w otrzymanym drzewie BFS jest takze najkrotsza droga z x do v w grafie G.

9.5 Grafy eulerowskie i hamiltonowskie

Niech dany bedzie spojny multigraf G = (V, E). Moéwimy, ze G jest eulerowski, jesli istnieje
taricuch zamkniety zawierajacy kazda krawedz multigrafu; taki tancuch nazywamy cyklem Eulera.
Analogicznie, méwimy, ze G jest pdteulerowski, jesli istnieje tanicuch zawierajacy kazda krawedz
grafu; taki taricuch nazywamy taricuchem Eulera.
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TWIERDZENIE 9.39

a) Spajny multigraf G = (V, E) jest eulerowski wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy jego wierzchotek
jest parzystego stopnia.

b) Spojny multigraf G jest péteulerowski wtedy i tylko wtedy, gdy posiada co najwyzej dwa wierz-
chotki nieparzystego stopnia, z czego jeden z nich jest poczgtkiem taricucha Fulera, a drug:
jego koricem.

Niech dany bedzie spojny (multi)graf G = (V, E). Mowimy, ze G jest hamiltonowski, jesli istnieje
cykl, ktory przechodzi przez kazdy wierzchotek doktadnie raz; taki cykl nazywamy cyklem Hamil-
tona. Analogicznie, méwimy, ze G jest péthamiltonowski, jesli zawiera Sciezke przechodzacg przez
kazdy wierzchotek doktadnie raz; taka Sciezke nazywamy $ciezka Hamiltona.

ZADANIE 9.40. Ustal, dla jakich wartosci n graf pelny K, posiada:

a) cykl Eulera,
b) cykl Hamiltona.

ZADANIE 9.41. Ustal, dla jakich wartosci n graf petny K, z usunieta jedna krawedzia posiada:

a) cykl Eulera,

b) taricuch Eulera;

¢) cykl Hamiltona;
d) sciezke Hamiltona.

Przypomnijmy, ze graf G = (V| E) jest grafem dwudzielnym, jezeli jego zbior wierzchotkéw mozna
rozbi¢ na dwa roztaczne podzbiory Vi i Vs takie, ze V3 U Vo = V oraz kazda krawedz e € E ma
korice w obu zbiorach, tj. [eNVi| = |eN V2| = 1. Petny graf dwudzielny K, , = (V1 U Vs, E)
jest to graf, w ktorym |Vi| = m i |Vo| = n oraz krawedzie tacza kazdy wierzcholek z V; z kazdym
wierzchotkiem z Vo, tj. E = {{z,y}:z € V] oraz y € V}.

ZADANIE 9.42. Ustal, dla jakich wartosci n i m dwudzielny graf pelny K, , posiada:

a) cykl Eulera;
b) cykl Hamiltona.

Czy dwudzielny graf G o nieparzystej liczbie wierzchotkéw moze by¢ grafem hamiltonowskim?

Algorytm znajdowania cyklu Eulera (o ile taki cykl istnieje)

Niech G = (V, E) bedzie spojnym multigrafem o wszystkich wierzchotkach parzystego stopnia.

1. Zaczynamy od dowolnego wierzchotka v € V.
2. Powtarzamy, az przejdziemy wszystkie krawedzie:

2.1 Jezeli z biezacego wierzchotka x odchodzi tylko jedna krawedz, to przechodzimy wzdtuz
tej krawedzi do nastepnego wierzchotka i usuwamy ta krawedz wraz z wierzchotkiem z.

2.2 W przeciwnym wypadku, jezeli z z odchodzi wiecej krawedzi, to wybieramy ta krawedz,
ktoérej usuniecie nie rozspéjnia nam grafu, i przechodzimy wzdtuz tej krawedzi do
nastepnego wierzchotka, a nastepnie usuwamy ta krawedz z grafu.
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ZADANIE 9.43. Czy w danych nizej grafach istnieje cykl/tancuch Eulera? Jesli tak, wyznacz go.
b)

ZADANIE 9.44. Czy ponizsze kamyki do gry w domino mozna utozyé w ciag tak, aby sie
yzamknal”? Jesli tak, wskaz mozliwe utozenie.

Lf2] [afs)[afaff1]s]

[2]3] [2]4] [2]5]

Algorytm z nawrotami znajdowania drogi Hamiltona (o ile taka droga istnieje)

Niech G = (V, E) bedzie spojnym grafem i pewnym wyroznionym wierzchotkiem v € V.

1. Wkladamy v na STOS.
2. Powtarzamy:

2.1 Jezeli u jest wierzchotkiem na wierzchu stosu, to szukamy wierzchotka w o najnizszym
mozliwym numerze (najwczesniejszego przy ustalonym porzadku wierzchotkow grafu)
sasiedniego z u i nie wystepujacego na STOSIE, jednakze przy zalozeniu, ze wierzchotek
w jest ,wiekszy” od wierzchotka zdjetego krok wezesniej ze STOSU (o ile byt taki).

2.2 Jesli takie w znajdziemy, to wktadany je na stos — jezeli dotychczasowy STOS tworzy
droge Hamiltona, to KONIEC.

2.3 Jezeli takiego w nie znalezliémy, to zdejmujemy u ze stosu.

PRZYKEAD 9.45. Wypisz 25 kolejnych krokéw dziatania algorytmu z nawrotami znajdowania
drogi Hamiltona dla ponizszego grafu przy zatozeniu, ze wierzchotkiem poczatkowym jest wierz-
chotek o etykiecie a.

Rozwigzanie. Dzialanie algorytmu z nawrotami ilustruje ponizsza tabela.
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aktualny wierzchotek | STOS
1 a a
2 b a,b
3 c a,b,c
4 d a,b,c,d
5 e a,b,c,d,e
6 d a,b,c,d
7 c a,b,c
8 f a,b,c, f
9 c a,b,c
10 b a,b
11 d a,b,d
12 c a,b,d,c
13 f a,b,d,c, f
14 c a,b,d,c
15 d a,b,d
16 e a,b,d,e
17 d a,b,d
18 b a,b
19 f a,b, f
20 c a,b, f,c
21 d a,b, f,c,d
22 e a,b, f.c,d,e

KONIEC
A zatem algorytm z nawrotami zwroci droge Hamiltona postaci a, b, f,c, d, e. i

ZADANIE 9.46. Wypisz 15 kolejnych krokéw dziatania algorytmu z nawrotami znajdowania drogi
Hamiltona dla ponizszych graféw przy zalozeniu, ze wierzcholtkiem poczatkowym jest:

a) wierzchotek o etykiecie 5;
b) wierzcholek o etykiecie a.

Problem stwierdzenia, czy w danym grafie G = (V, E) istnieje droga Hamiltona, jest problemem
NP-zupelnym, tzn. nie istnieje deterministyczny algorytm rozstrzygajacy ten problem w czasie
wielomianowym, o ile P#£NP. Zauwazmy, ze nie wyklucza to istnienia niewielomianowego algo-
rytmu i wlasnie przyktadem takiego algorytmu jest omawiany wyzej algorytm z nawrotami.

ZADANIE 9.47. Wskaz graf o n wierzchotkach, dla ktérego czas dziatania powyzszego algorytmu
z nawrotami jest niewielomianowy.

Wskazowka. Aby oszacowaé z dotu czas dzialania dla danego grafu, mozna oszacowaé tylko np. ile
w sumie razy wktadalismy jakikolwiek z wierzchotkéw na stos.
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9.6 Zadania rozne

ZADANIE 9.48. Udowodnij, ze izomorfizm graféw jest relacja réwnowaznosci.

Graf regularny to graf, w ktéorym kazdy wierzchotek jest tego samego stopnia; w szczegdlnodci,
graf r-regularny, r > 0, to graf, w ktérym kazdy wierzchotek jest stopnia r.

ZADANIE 9.49. Niech n bedzie liczba naturalna, a m nieujemna liczba catkowita. Wyznacz
stopient n-wierzchotkowego grafu regularnego o m krawedziach.

PRZYKEAD 9.50. Mamy dowolny graf G = (V, E). Na ile sposobéw mozna pokolorowaé¢ dwoma
kolorami jego wierzchotki? Na ile sposob6w mozna pokolorowaé¢ dwoma kolorami jego wierzchotki
tak, aby z gory wybrana krawedz e = {u, v} miata konice w réznych kolorach?

Rozwigzanie. Mamy |V | wierzchotkow. Skoro kazdemu wierzchotkowi mozna przypisa¢ dwa rézne
kolory, np. 0i 1, to liczba pokolorowan wynosi 2/V1.

Analogicznie, jesli konce ustalonej krawedzi e = {u, v} maja mie¢ rozne kolory, wowczas albo
kolor w wynosi 0, a kolor v wynosi 1, albo na odwrdt, czyli kolor u wynosi 1, a kolor v wynosi 0
— natomiast pozostate wierzchotki moga otrzymac¢ dowolny kolor. Tym samym w tym przypadku
liczba mozliwych pokolorowan wynosi 2 - 2IVI=2 = 2lVI-1, i

ZADANIE 9.51. Mamy dowolny graf G = (V, E). Na ile sposob6w mozna pokolorowaé p kolorami
jego wierzchotki? Na ile sposobéw mozna pokolorowaé p kolorami jego wierzchotki tak, aby z gory
wybrana krawedz e = {u, v} miata korice w roznych kolorach?

ZADANIE 9.52. Rozwazmy dowolne losowe pokolorowanie k+ 1 > 1 kolorami wierzchotkéw grafu
G = (V,E) i niech 7 bedzie dowolna $ciezka prosta dlugosci k w grafie G (o ile Sciezka taka
istnieje). Jakie jest prawdopodobienstwo, ze wszystkie wierzcholki §ciezki 7 sa roznych kolorow?
ZADANIE 9.53. Wykaz, ze jesli w spojnym grafie G Srednia stopni wierzchotkéw jest wicksza niz
dwa, wowczas G posiada przynajmniej dwa cykle. Co mozna powiedzieé¢ o liczbie cykli, gdy (a)
§rednia stopni wierzchotkéow jest mniejsza niz 2; (b) rednia stopni wierzchotkéow jest rowna 27

ZADANIE 9.54. Wykaz, ze jesli n-wierzchotkowy graf (prosty) G o m krawedziach spelia warunek
m > ("51), to G jest spojny.

Wskazowka. Dowod przez sprzecznosé — probujemy oszacowaé maksymalng liczbe krawedzi
w grafie zakladajac, ze graf ma przynajmniej dwie sktadowe spojnosci, z ktorych jedna ma
k > 1 wierzcholkow.

9.7 Grafy wazone — minimalne drzewo spinajace

Niech G = (V, E,w) bedzie grafem wazonym, tzn. kazdej krawedzi e € E przyporzadkowana jest
pewna waga w(e). Problem Minimalnego Drzewa Spinajacego [MDS] definiujemy jako znalezienie
drzewa spinajacego T = (V, E’) w grafie G o minimalnej sumie wazonej

E w(e).
ecE’
Minimalne drzewo spinajace znajduje zastosowanie np. przy wyznaczeniu ,hajtanszej” sieci drog,

toréw kolejowych, itp., ktora taczy danych n miast.
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Algorytm konstrukcji minimalnego drzewa spinajacego (algorytm Kruskala, 1956)
Niech G = (V, E,w) bedzie spdjnym grafem wazonym z funkcja wagi w: E — R.

1. T:=(V,E'), gdzie E' := ).

2. Posortuj krawedzie grafu G' w kolejnosci niemalejacych wag.

3. Dla kazdej krawedzi e € E:

jesli dodanie rozwazanej krawedzi e nie utworzy cyklu w T, wowczas E' := E' U {e}.

PRZYKEAD 9.55. ZnajdZ minimalne drzewo spinajace dla podanego nizej grafu.

Rozwigzanie. Posortowany ciag krawedzi wyglada nastepujaco: 2,2,3,3,4,5,6,7,8,9,9. Jako ze
niektoére wagi krawedzi powtarzaja sie, nalezy je rozréznié np. dodajac odpowiedni indeks dolny
— otrzymujemy ciag 21, 29,31,32,4,5,6,7,8,91,92 — patrz ponizszy rysunek.

:
31

21

;

Dla ulatwienia ilustracji dziatania algorytmu utozsamiamy wagi krawedzi z samymi krawedziami.
Przebieg algorytmu jest nastepujacy.

rozpatrywana krawedz | cykl? | krawedzie drzewa
2y - 2y
25 21,29
31 217 227 31
32 21,29,31,32
4 + 217 227 31; 32
5 + 21,29,31,32
6 + 21,29,31,32
7 - 21,29,31,32,7
8 + 21,29,31,32,7
91 + 21722731;32a7
92 + 21,22,31,32,7
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Zauwazmy, ze skoro graf ma 6 wierzchotkéw, a z definicji drzewo spinajace ma 5 krawedzi, wykony-
wanie algorytmu mozna bylto juz przerwaé, gdy dodalismy 5-ta krawedZ o wadze 7. i

ZADANIE 9.56. ZnajdZ minimalne drzewo spinajace dla podanego nizej grafu.

ZADANIE 9.57. Ponizsza tabela przedstawia odleglosci pomiedzy 5 miastami A B,C,D i E.
Chcemy tak potaczy¢ miasta, aby z kazdego miasta mozna byto dostaé sie do innego, niekoniecznie
droga bezposrednia, jednakze chcemy wydaé¢ jak najmniej pieniedzy. Jaki jest minimalny koszt
budowy takiej sieci drog, jezeli 1 km drogi kosztuje 1000000 PLN?

A| B| C| D| E
Al -1 21163 ]|7
Bl 2| -]61]4]38
c|6 6| —-|5]38
D34 |5 | -19
E| 7] 8] 8 9 | -

ZADANIE 9.58.* Niech G = (V, E,w) bedzie eulerowskim grafem wazonym takim, ze

w(G) = Z w(e) > 0.

e€E(G)

Wykaz, ze w G istnieje cykl C' taki, ze w(C) = o w(e) > 0.

9.8 Grafy wazone — najkrotsze drogi w grafie

Rozwazmy graf wazony G = (V, E,w) z dodatnia funkcja kosztu, tj. w: E — RT. Dla prostoty
zakltadamy, ze jesli e ¢ E, to w(e) = co. Dla kazdej drogi vov; ... v, w grafie zdefiniujmy jej
dtugosé jako sume dhugosci krawedzi, czyli

k

> (w{vi1,vi})):

i=1
Jezeli k = 0, wowczas droga sklada sie z pojedynczego wierzchotka i przyjmujemy wtedy, ze jej
dhugosé wynosi 0.
Algorytm wyznaczania dlugosci najkrotszych droég (algorytm Dijkstry)

Niech s € V bedzie ustalonym wierzchotkiem wazonego grafu G = (V, E,w) o dodatniej funkcji
kosztu. Algorytm na wyjsciu zwraca macierz D, gdzie dla wierzcholka v € V' wartos¢ DJv] jest
dtugoscia najkrotszej $ciezki z s do wv.
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Dis] := 0.

V=V {s}.

. Dla kazdego v € V podstaw D[v] := w({s,v}).

. Dopoki V # 0, wykonuj:

4.1 Wybierz wierzcholek u € V taki, ze D[u] = min,cy D|z].

42 V=V \ {u}.

4.3 Dla kazdego v € V podstaw D[v] := min(D[v], D[u] + w({u,v})).

= W N =

PRZYKEAD 9.59. Wyznacz drzewo najkrotszych drog w podanym nizej wazonym grafie G =
(V, E,w) dla wierzcholka poczatkowego s.

Rozwigzanie. Ponizsza tabela ilustruje jak w kolejnych iteracjach zewnetrznej petli algorytmu
Dijkstry wybierany jest wierzchotek w oraz jak przedstawia sie zbiér V' oraz macierz D.

Tteracja | u | V Dis] | Dla] | D[b] | D|c] | D[d] | DJt]
0 {a,b,c,d,t} 0 00 2 2 1 00
1 d | {a,b,c,t} 0 4 2 2 1 5
2 b | {a,ct} 0 3 2 | 2 1 5
3 c | {a,t} o | 3|22 1] 5
4 |al{t o | 3| 2] 2| 1] 4
5 t |0 0 3 2 2 1 4 4

Zauwazmy, ze algorytm Dijkstry wyznacza tylko macierz najkrotszych odlegltosci, nie zapamie-
tujac w czasie wykonywania zadnych dodatkowych informacji. Aby wyznaczy¢ najkrotsza, droge
z wierzchotka s do wybranego wierzchotka v mozna albo zmodyfikowaé algorytm tak, aby za
kazdym razem, kiedy usuwamy wierzcholek w ze zbioru V, dodawal on odpowiednig krawedz
do konstruowanego drzewa najkrétszych drég, albo tez skorzystaé bezposérednio z wyznaczonej
macierzy D. A dokladnie, zal6zmy, Ze interesuje nas wyznaczenie najkrotszej Sciezki z wierz-
chotka s do t w grafie G = (V, E,w) z przyktadu 9.59.

Najkrotsza droge wyznaczamy od korica — najpierw szukamy przedostatniego wierzchotka tej
drogi, potem trzeciego od korica i tak dalej.

e Przedostatni wierzcholek z najkrotszej drogi spelnia rownosé¢ D[t] = D[z] + w({z,t}). W
naszym przykladzie (tylko) wierzchotek z = a spelnia ta rownosé:

4= D[t] = Dla] + w({a,t}) =3+ 1.

A zatem przedostatnim wierzchotkiem jest wierzcholek a.
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e Trzeci wierzchotek y od korica najkrotszej drogi z s do t — a przedostatni wierzcholtek
najkrotszej drogi z s do a — spehia réwnosé D[a] = D[y]+w({y,a}). W naszym przykladzie
(tylko) wierzcholtek y = b spekia ta rownosé:

3= Dla] = D[b] + w({b,a}) =2+ 1.
A zatem pozostaje na znalezé najkrotsza droge z s do b.

e Czwarty wierzcholek z od korica najkrotszej drogi z s do ¢ — a przedostatni wierzchotek
najkrotszej drogi z s do b — spetnia rownosé¢ D[b] = D[z]+w({z,b}). W naszym przykladzie
(tylko) wierzcholek y = s spelnia ta réwnosé:

2 = Db = D[s] + w({s,b}) =0+ 2.
W konsekwencji najkrotsza droga z s do t dtugosci 4 wiedzie przez wierzchotki s,b,a i t.

ZADANIE 9.60. W ponizszych grafach znajdz dlugosé najkrotszej drogi z wierzchotka a do f, a
nastepnie wyznacz te droge.

9.9 Rozsylanie wiadomosci w hiperkostce

Graf zwany hiperkostkq Hy zdefiniowany jest rekurencyjnie. H; sklada sie z dwoch wierzchotkéow
potaczonych krawedzia. Natomiast hiperkostke Hi wymiaru k& budujemy z dwoch kostek Hjy_q
wymiaru k — 1. W pierwszej kostce etykietujemy wierzcholki dopisujac 0 na poczatku nazwy
kazdego wierzchotka, natomiast w drugiej kostce etykietujemy wierzchotki dopisujac 1 na poczatek.
Nastepnie taczymy krawedziami odpowiadajace sobie wierzchotki z obu kopii, czyli wierzchotek 0x
jest polaczony z wierzcholkiem 1x dla kazdego x z {0, 1}F~1,

Protokét rozsytania wiadomosci w hiperkostce Hy.

1. Na poczatku wiadomosé otrzymuje wierzchotek 0.
2. Dla kazdego ¢ od 1 do k, wykonuj:

2.1 Kazdy wierzcholek o etykiecie z < 2071
przekazuje wiadomosé do wierzchotka o etykiecie x 4 2671,
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PRZYKEAD 9.61. Przesledzmy dziatanie powyzszego algorytmu na hiperkostce Hs.

Hiperkostka Hs.

o W pierwszej iteracji, dla ¢ = 1, wierzchotek 000 przekazuje wiadomosé do 001.

e W drugiej iteracji, dla ¢ = 2, wierzchotek 000 przekazuje wiadomo$é do 010, a wierzchotek

001 do 011.
o W trzeciej iteracji, dla ¢ = 3, wierzchotek 000 przekazuje wiadomos¢ do 100, wierzchotek
001 do 101, wierzcholek 010 do 110, a wierzcholek 011 do 111. i

ZADANIE 9.62. Przesledz dziatanie algorytmu rozsytania wiadomosci na hiperkostkach Hy.

Protokét zbierania wiadomosci w hiperkostce Hy.

1. Dla kazdego ¢ od 1 do k, wykonuj:

1.1 Kazdy wierzchotek o etykiecie 2 = 0" Mo, gdzie o € {0,1}F77,
przekazuje zebrane dane do wierzcholka o etykiecie 0°~100.

PRZYKEAD 9.63. Przesledzmy dzialanie powyzszego algorytmu na hiperkostce Hs.

o W pierwszej iteracji, dla ¢ = 1, wierzchotek 100 przekazuje dane do 000, wierzchotek 101 do
001, wierzchotek 110 do 010, a wierzchotek 111 do 011.

e W drugiej iteracji, dla i = 2, wierzchotek 010 przekazuje wszystkie dane (swoje i otrzymane)
do 000, a wierzchotek 011 do 001.

e W trzeciej iteracji, dla ¢ = 3, wierzchotek 001 przekazuje zebrane wiadomosci do 000. i

ZADANIE 9.64. PrzesledZ dzialanie algorytmu zbierania wiadomosci na hiperkostce Hy.

9.10 Pytania powtoérzeniowe
ZADANIE 9.65. Ktore z ponizszych stwierdzen jest prawdziwe? (Odpowiedz: TAK/NIE)

a) Relacja sasiedztwa grafu prostego jest relacja symetryczna.

b) Ciag stopni grafu prostego moze by¢ ciagiem rosnacym.

c¢) Ciag stopni multigrafu moze by¢ ciagiem rosnacym.

d) Podgraf indukowany w niepustym grafie jest niepustym grafem.

) Suma wyrazéw ciagu grafowego musi by¢ parzysta.

f) Podgraf indukowany w grafie o minimalnym stopniu § > 0 jest niepustym grafem.
g) Grafy izomorficzne maja identycznag liczbe krawedzi i wierzchotkow.

h) Grafy izomorficzne maja identyczna liczbe wierzchotkow wiszacych.

D
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i) Grafy o identycznej liczbie krawedzi, wierzchotkow i wierzcholtkow wiszacych sa izomorficzne.

j) Ciagi stopni grafow izomorficznych sa identyczne.

k) Grafy o identycznych ciagach stopni sa izmorficzne.

1) Grafy o identycznej liczbie krawedzi, wierzchotkoéw, wierzchotkéw wiszacych i ciagach stopni
sg izomorficzne.

m) Spojne grafy regularne o identycznej liczbie wierzchotkow i krawedzi sa izomorficzne.
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Odpowiedzi do zadani

9.7.
a) Tak. b) Tak. c¢) Nie. d) Tak.

9.8. Dowdd indukeyjny.

(L.a). n = 1. Wowczas graf G jest pojedyncza krawedzia, ciag stopni: (1,1).

(1.b). n =2. Wowczas graf G jest Sciezka Py, ciag stopni: (1,1,2,2).

(2). Zalozmy, ze ciag stopni (1,1,2,2,...,n/,n’) jest grafowy dla dowolnego n’ < n.

(3). Rozwazmy ciag (1,1,2,2,...,n,n), gdzie n > 2. Z zalozenia indukcyjnego istnieje graf G’ re-
alizujacy ciag grafowy (1,1,2,2,...,n—2,n—2). Najpierw dodajmy do G’ dwa nowe wierzcholki o
stopniach 0 (ciag (0,0,1,1,2,2,...,n—2,n—2) jest rowniez grafowy), a nastepnie dodajmy kolejne
dwa wierzcholki, potaczmy je krawedzia, oraz kazdy z nich potaczmy z kazdym, ale po jednym tylko
(i réznym) z wierzchotkéw stopnia 0, 1,2, 3,...,n—2. Stopnie wszystkich wierzchotkéw nalezacych
do G’ wzrosty o jeden, dwa dodane na poczatku wierzchotki staly sie lisémi, a dwa dodane ostatnio
wierzcholki sa stopnia n. Zatem otrzymany graf G ma ciag stopni (1,1,2,2,...,n—1,n—1,n,n).

9.9. Wystarczy zastosowaé zasade szufladkowa. Oczywidcie w grafie prostym o n wierzchotkach
nie moze zaistnie¢ sytuacja, ze jaki§ wierzchotek jest stopnia 0 (nie jest sasiedni z zadnym z
wierzchotkow), a jakis inny stopnia n — 1 (jest sasiedni ze wszystkimi). Zatem dopuszczalne sa
albo stopnie 0,1,...,n—2albo 1,...,n—1. Jako ze mamy n wierzchotkéw i tylko n —1 mozliwych
wartosci stopni (w kazdej z dwoch sytuacji), zatem istnieja dwa wierzcholki o tym samym stopniu.

9.10.

a)n=korazn>k+2.

b) k parzyste: n > k;
k=1:n>4;
k > 3 nieparzyste: n >k + 1.

9.11.
a) n = k: min = max = 0.
n>k+2: min = [255] max = ROkl
b) k parzyste: min = %, max = k + (”—k)(+—k—1)
k=1,n>4: min = 4, male_f_%'
k > 3 nieparzyste, n > k+ 1: min = [5] +1, maX:k—i—w,

9.14. Niech e = {z,y} bedzie rozwazana krawedzia, a C; = (V1, E1) i Co = (Va, E2) dowolnymi
roznymi cyklami zawierajacymi krawedz e. Wowczas zbior krawedzi E5 = Fy ® Ey = (E1 U Es) \
(E1 N Es) wraz z koncami tych krawedzi tworzy cykl Cs, ktory nie zawiera krawedzi e.
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9.19. Rozwazmy nastepujace etykietowanie grafow G = (Vi, E1) 1 Gy = (Va, Es).
G1 GQ

Zdefiniujmy funkcje h nastepujaco:
h(a) =1, h(b) =4, h(c) =7, h(d) = 3, h(e)

Zachodzi:
{a,b} ¢ B < {h(a),h(b)} ={1,4} € Ey;
{a,c} € By &  {h(a),h(c)} ={1,7} € Ey;
{a,fte B1 < {h(a),h(f)} ={1,2} € Ey;
{a,9} e Ev & {h(a),h(g)} ={1,5} € Ey;
{b,c} e By < {h(b),h(c)} ={4,7} € Eq;
{b,d} e By < {h(b),h(d)} ={4,3} € Ey;
{b,g} e Ex & {h(b),h(g)} = {4,5} € Ey;
{e,d} € By &  {h(c),h(d)} ={7,3} € Ey;
{c,e} € By <  {h(c),h(e)} ={7,6} € Ey;
{d,e} e E1 < {h(d),h(e)} ={3,6} € Ey;
{d.f} e Bx & {h(d),h(f)} = {3,2} € Ey;
{e.fye Er o {h(e),h(f)} = {6,2} € Ey;
{e,9y € 1 & {h(e),hg)} = {6,5} € Ep;
{f.9y e B < {h(f),h(g)} ={2,5} € Ex.

A tym samym h jest izomorfizmem — grafy te s izomorficzne.

9.20. Zalézmy, ze grafy te sa izomorficzne. Jako ze w kazdym z graféw istnieje doktadnie jedna
petla, izomorfizm musi przeksztalcaé odpowiednie te wierzcholtki w siebie — oznaczmy je przez
ay (w grafie pierwszym) oraz as (w grafie drugim). Nastepnie, skoro wiemy juz, ze w pierwszym
grafie wierzcholek a1 musi odpowiadaé¢ wierzchotkowi ay w grafie drugim, to izomorfizm musi
zachowaé wlasnosci ich sgsiadow, a w szczegdlnosci takze ich stopnie. Ale ap jest sgsiedni do
dwoéch wierzchotkéw stopnia 2 oraz 4, podczas gdy as jest sasiedni do dwoch wierzchotkéw stopnia
2 oraz 3. A zatem niemozliwym jest takie przypisanie sobie tych wierzchotkéw, aby zachowaé
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odpowiednio$¢ pomiedzy ich stopniami. Otrzymujemy tym samym sprzecznosé z zalozeniem, ze
grafy sg izomorficzne.

9.21. (b) i (c) tak; (d) nie, bo graf ten posiada nieparzysty cykl, ktorych brak w (a), a izomorfizm
zachowuje dtugosci cykli.

9.22. 7 definicji izomorfizmu wynika, ze G' i G maja tyle samo krawedzi — zalézmy, ze m. Jako
ze suma G i G jest grafem pelym, stad 2m = nn-l) - Zatem m = %. Alenin—1sa
kolejnymi liczbami, zatem niemozliwe jest, aby 2 dzielita kazda z nich, co daje, ze albo 4|n albo
4n + 1, czyli n = 4k lub n = 4k + 1.

9.27. 7 faktu 9.1 otrzymujemy, ze 10 -3 4+ [ -1 = 2m, gdzie [ jest liczba lisci. Z drugiej strony,
jako ze T jest drzewem, 2m = 2(n — 1) =2n —2=2- (10 + ) — 2. Tym samym otrzymujemy, ze
[ =12.

2(";1) = 1.99. Tym samym, po

9.28. Z tredci oraz z faktu 9.1 mamy, ze 13" | deg(v) =
przeksztalceniach, otrzymujemy n = 200.

9.29. 7 faktu 9.1 otrzymujemy, ze liczba wierzchotkéw nieparzystego stopnia jest parzysta, a
zatem n jest parzyste, co daje m = n — 1 nieparzyste.

9.31.
a) Np.:

Drzewo spinajace T = (V, E), gdzie
V ={a,b,c,d,e, f,g,h,i} oraz
E = {{a,b},{a,d},{b,h},{c,h},{e h} {e, f}.{f g} {f,i}}

b) Np.:

Drzewo spinajace T' = (V, E), gdzie
V ={a,b,c,d,e, f,g,h,i} oraz
E={{a,c},{b,d}, {c,e},{c,d},{d, [}, {d. g}, {9, h}. {h,i}}.
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9.33. Dla przyktadowych drzew spinajacych skonstruowanych w rozwiazaniu zadania 31 zbiér
cykli wyndamentalnych sktada sie z:

a) czterech cykli C1, Cy, C5 oraz Cy, gdzie

({a,b,d, h},{{a,b},{b,h},{d, h} {a,d}}),
({a,0,h},{{a,b},{b,h},{a, h}}),
03 - E{e fu h}7 {{6, f}7 {fv h}7 {ev h}}),

C4 — {faga/i}a {{fa g}) {ga Z}) {f)l}})
b) czterech cykli Cy,Co, C3 oraz Cy, gdzie

({a,c,e}, {{a, ¢}, {c, e}, {a,e}}),
({e.d, £}, {{e, d}y{d, f}.{c. f1}),
03 - E{dv fvg}v {{d7 f}7 {fv 9}7 {d,g}}),

C4 - {ga ha i}’ {{ga h}’ {h’ i}’ {ga Z}})

9.36.

a) DFS:

STOS zbioér krawedzi drzewa DFS
a | a 0
b | ab {{a,0}}
h | abh {{a,b},{b,h}}
Q a”b7 h)c {{a7 b}’ {b7 h}’ {07 h}}
h|abh {{a,b},{b,h},{c,h}}
d a”b7 h)d {{a7 b}’ {b7 h}’ {07 h}’ {d’ h}}
h|abh {{a,b},{b,h},{c,h},{d,h}}
e | a,bh,e {{a,b},{b,h}, {c,h},{d, h}, {e,h}}
flabhe,f {{a,b},{b,h}.{c,h},{d, h},{e; h} {e, [}}
g | abhe f.g | {{a, b} {b,h},{c h} {d h} {e,h}. {e f}.{f. g}}
i |abhe fig,i]| {{ab},{bh} {c h} {d h},{e h}},{e f},{f g} {g.i}}
g | abhe fg {{avb}a{bvh}a{cvh}a{da h},{e,h}},{e,f},{f,g},{g,i}}
flabhef {{a,b},{b, 1}, {c,h},{d,h}, {e,h}} {e, f},{f, 9} {g.1}}
e|abhe {{a,b},{b,h},{c, h},{d, h},{e. h}} {e, [}, {f . 9}, {9, i}}
h|abh {{a,b},{b, 1}, {c,h},{d,h}, {e,h}} {e, f},{f, 9} {g.1}}
b|ab {{a,b},{b,h},{c, h},{d, h},{e. h}} {e, [}, {f . 9}, {9, i}}
ala {{a,b},{b, 1}, {c,h},{d,h}, {e, h}} {e, f},{f, 9} {g.1}}
~ 10 {{a,b},{b,n}, {c, h},{d,h},{e.h}} {e, [}, {[ . 9} {9, }}

Zatem wierzchotki byly odwiedzane w kolejnosci a, b, h,c,d, e, f,g,i i otrzymaliémy drzewo

spinajace DFS T =

(V. E'), gdzie

V ={a,b,c,d,e, f,g,h,i} oraz
E' = {{a,b},{b, h},{c,h},{d, h},{e,h}}, {e, [}, {f. g} {g.i}}.
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BF'S:

odwiedzane wierz. | KOLEJKA | zbior krawedzi drzewa DFS
a a a [
a b,d,h b,d,h {{a,b},{a,d},{a,h}}
b — d,h {{a,b},{a,d},{a,h}}
d — h {{a,b},{a,d},{a,h}}
h ce f o6 f {{a,b},{a,d}, {a,h}, {c,h}, {e,h}, {f, h}}
¢ — e, f {{aab}v{aad}a{avh}a{cvh}a{evh}a{fvh}}
€ — / {{a,b},{a,d},{a,h}, {c,h}, {e,h}, {f, h}}
/ gt 9,1 {{a,b},{a,d},{a,h},{c,h},{e,h},{f,h},{f,g},{f,i}}
g — i {{a,b},{a,d},{a,h}, {c,h}, {e, h}, {f, h}, {f 9} {f i)}
i - — {{a,b},{a,d},{a,h},{c,h},{e,h},{f,h},{f,g},{f,i}}

Zatem wierzchotki byly odwiedzane w kolejnosci a, b,d, h,c,e, f,g,i i otrzymaliémy drzewo

spinajace BFS T' = (V, E'), gdzie
V ={a,b,c,d,e, f,g,h,i} oraz
E' = {{a,b},{a,d}, {a, h},{c.h}, {e, h} . {f, h}. {f. g} { [, i}}

b) DFS:

Zatem wierzchotki byty odwiedzane w kolejnosci a,c, d, b, f, g, h,i,e i otrzymalisémy drzewo

STOS zbioér krawedzi drzewa DFS
a a 0
c | ac {{a,c}}
d | acd Ha. e}, {c,d}}
b |acdb {{a,c},{c,d},{d,b}}
d a'ﬂc7b {{a’c}7{c’ d}’{d’ b}}
i a,c,d, f {{a,c},{c,d},{d,b},{d, f}}
g a,c,d, f,g {{a,c},{c,d},{d,b},{d, f} {f, g}}
hacdfgh | {{ac}t{cd} {db}{d [}, {f g} {g9,h}}
1| a,cd f,g,hi {{a,c},{c,d},{d,b},{d,f},{f,g},{g,h},{h,i}}
hlacdfgh |{{act{cd} {db}t{d f},{f g} {9, n} {h i}}
g | acdfyg {{a,c},{c,d},{d,b},{d,f},{f,g},{g,h},{h,i}}
flacdf Ha,c} {c,d},{d, b}, {d, f}. {f. g}. {9, h}, {h.i}}
d| acd {{a,c}, {c.d}, {d, b} {d, f},{f g}, {9, h} . {h,i}}
c|ac Ha,c} {c,d},{d, b}, {d, f}. {f. g}. {9, h}, {h.i}}
€|l a,¢ce {{a,c},{c,d},{d,b},{d,f},{f,g},{g,h},{h,i},{c,e}}
c|ac Ha, e} {c.d}, {d, b} {d, f}. {f. g}, {9, h}, {h. i}, {c. e}}
aa {{a.c}, {c.d} . {d, b}, {d, f} . {f g}, {9, h} . {h, i}, {c, e} }
10 Ha, et {e.d}, {d, b}, {d, f}.{f. g}, {9, h}. {h. i}, {c, e}}

spinajace DFS T = (V| E’), gdzie
V ={a,b,c,de, f,g,h,i} oraz
E' = {{a,c},{c,d},{d,b},{d, f},{f, g}, {9, h},{h,i},{c,e}}.
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BF'S:

odwiedzane wierz. | KOLEJKA | zbiér krawedzi drzewa DFS
a a a 0
a ¢ e ¢ e {{a,c},{a,e}}
c d, e, d, f Ha, e} {a, e}, {e,d}, {c, f}}
€ — d, f Ha,c}, {a,e}, {c.d}, {c, f}}
d b, g I,b,9 Ha,c} {a, e}, {e,d}, {c, f},{b,d}, {d, g}}
f - bag {{a,c},{a,e},{c,d},{c,f},{b,d},{d,g}}
b — g {{a,c}.{a,e} . {c, d} {c, f},{b,d}, {d g}}
g h,i h, i {{a,c}.{a e}, {c. d}. {c, f}.{b.d} {d, g}, {h. g}, {h,i}}
h = ; Hod {ae) {e.d) (o 1 Ab.d). (4.9 b o) (1))
i T T {{a,c},{a,e},{c,d},{c,f},{b,d},{d,g},{h,g},{h,i}}

Zatem wierzchotki byly odwiedzane w kolejnosci a,c,e,d, f,b, g, h,i i otrzymaliémy drzewo
spinajace BFS T' = (V, E'), gdzie

V ={a,b,c,d,e, f,g,h,i} oraz

B = {{a, ¢} {a.eh {e,db, {e £, (b}, {d, gb, (o g, (i}

9.40.
a) n > 1 nieparzyste.
b) n > 3.

9.41.

a) Tylko dla n = 1.

b) n > 1 nieparzyste oraz n = 4.
c)n>4.

d)n>1.

9.42.

a) n i m dodatnie i parzyste.
b) n =m.

NIE. W dowolnym grafie o nieparzystej liczbie wierzchotkéw cykl Hamiltona, o ile istnieje, jest
nieparzystej dtugosci. Natomiast w dowolnym grafie dwudzielnym kazdy cykl jest parzystej dlu-
gosci — brak jest cykli nieparzystej dlugosci. Zatem w grafie dwudzielnym o nieparzystej liczbie
wierzchotkéw rowniez brak jest cykli nieparzystej dlugosci, zatem tym bardziej cykli Hamiltona.

9.43.

a) Wszystkie stopnie w grafie G sa parzyste, zatem w grafie istnieje cykl Eulera. Zaczynamy
np. od wierzchotka a. Kolejno wybierane/trawersowane krawedzie to np.:

{a,d},{d, e}, {e, b}, {b, ¢}, {c, d}, {d, b}, {b, a}, {a, [}, {[, e}, {e, a}.

Uwaga. Np. po wyborze krawedzi {e, b} nie mozemy wybrac¢ krawedzi {a, b}, gdyz jest to
most, a sa jeszcze inne krawedzie incydentne z b.
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b) W grafie istnieja dwa wierzcholki o nieparzystych stopniach (d i k), zatem w grafie istnieje
taicuch Eulera o poczatku i koricu w wierzchotkach d i k. Zaczynamy np. od wierzchotka d.
Kolejno trawersowane krawedzie to np.:

{d, a}, {a, b}, {b,c}, {c, d}, {d, b}, {b, 1}, {1, a}, {a, m}, {m, I},
{6k} Ak, g3 g, iy {ds kY {k by (s e} {e, f1, S, hY {hy i}, {i e} {e, d} {d k)

Uwaga. Np. po wyborze krawedzi {b,l} nie mozemy wybra¢ krawedzi {l,k}, gdyz jest to
most, a sa jeszcze inne krawedzie incydentne z b; analogicznie, po wyborze krawedzi {h, e}
nie mozemy wybrac krawedzi {d, e}, gdyz jest to most, a sa jeszcze inne krawedzie incydentne
zZ €.

9.44. Podana sytuacje nalezy utozsami¢ z grafem G = (V, E') o 5 wierzchotkach (V =1,2,3,4,5),
w ktorym istnieje krawedz {7, j} wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje kostka domina [, j] badz [, 1].
Wowczas istnienie wymaganego ulozenia kostek réwnowazne jest istnieniu cyklu Eulera w tak
skonstruowanym grafie G.

W naszym przypadku rozwazany graf G jest grafem pelnym, w ktoérym kazdy wierzchotek jest
stopnia 4, a zatem istnieje cykl Eulera — np.

{1,2},{2,3},{3,4},{4,5},{5, 1}, {1, 3}, {3,5}, {5, 2}, {2, 4}, {4, 1}
co wyznacza jednoznacznie ulozenie kostek domina:

[1,2],12,3],[3,4], [4,5],[5,1], 1, 3], [3, 5], [5, 2], [2, 4], [4, 1].

9.46.

a) Startujac z wierzchotka 5:

aktualny wierzchotek | STOS
1 5 5
2 2 5,2
3 1 5,2,1
1 10 5,2,1,10
5 3 5,2,1,10,3
6 1 5,2,1,10,3,4
7 3 5,2,1,10,3
8 10 5,2,1,10
9 7 5,2,1,10,7
10 6 5,2,1,10,7,6
11 7 5,2,1,10,7
12 8 5,2,1,10,7,8
13 9 5,2,1,10,7,8,9
14 8 5,2,1,10,7,8
15 7 5,2,1,10,7

Algorytm z nawrotami zwroci droge Hamiltona postaci 5,4, 3,2,1,10,9,8,7, 6.
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b) Startujac z wierzchotka a:

aktualny wierzchotek | STOS
1 a a
2 b a,b
3 c a,b,c
4 d a,b,c,d
5 e a,b,c,d,e
6 d a,b,c,d
7 f a,bed, f
8 g a,b,c,d, f, g
9 h a”b7cﬂd’f7g7h
10 g a,b,c,d, f, g
11 f a,b,c,d, f
12 d a,b,c,d
13 c a,b,c
14 e a,b,c,e
15 d a,b,c e d

Algorytm z nawrotami zwroci droge Hamiltona postaci a,b, ¢, e, d, f, g, h.

9.48. Relacja réwnowaznosci g; o go:

(1) g1 0 g1 (zwrotna)

(2) g1 092 to g2 0 g1 (symetryczna)

(3) g1 0921 g2 0493 to g1 0 g3 (przechodnia)
Wykazemy, ze izomorfizm jest relacjg rownowaznosci.

(1) Z definicji: dowolny graf G jest izomorficzny z samym soba, a szukana funkcja h to identycznosc.

(2) Jesli G1 = G, to istnieje izomorfizm h przeksztalcajacy graf Gi = (V1, E1) w graf Go =
(Va, E9) taki, ze
{u,v} € By < {h(u),h(v)} € Es.

Niech h~! bedzie funkcja odwrotna do h; oczywiscie h~! jest izomorfizmem. Niech z,y dowolnymi
wierzchotkami grafu Gs. Jako ze Gi = (9, wowczas istnieja wierzcholki u i v w G takie, ze
h(u) =z i h(v) = y. Nalezy wykazaé, ze

{zyy e B2 & {h7'(2),h7'(y)} € Br.
Ale warunek {z,y} € Es rownowazny jest {h(u),h(v)} € Ea, a to (z zalozenia) zachodzi wtedy i
tylko wtedy, gdy {u,v} € Ej, co réwnowazne jest {h~1(x),h"1(y)} € E1.

(3) Jesli G1 = G, to istnieje izomorfizm h przeksztalcajacy graf Gi = (Vi1, E1) w graf G =
(Va, E9) taki, ze

{u,v} € By < {h(u),h(v)} € Es.
Jesli Gy = (3, to istnieje izomorfizm g przeksztalcajacy graf Go = (Va, Ey) w graf Gs = (V3, E3)
taki, ze

{z.yt e By & {9(),9(y)} € Es.
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Wowczas niech f bedzie ztozeniem g - h. Oczywiscie f jest izomorfizmem i pozostaje jedynie
wykazacé, ze

{u.v} e Bv & {f(u),f(v)} € Es.

Ale z zalozenia zachodzi

{u,v} € BEv & {h(u),h(v)} € By & {g(h(u)),g(h(u))} € B3 < {f(u), f(v)} € B,
co nalezalo wykazac.

9.49. r = 2™

n

9.51. plVl oraz 2- ®) plVI=2 = (p—1) - plVI-L,

|

9.52. ks

Rozwigzanie. 53 a) Niech n i m oznaczaja odpowiednio liczbe wierzchotkow i krawedzi grafu
spojnego G = (V, E). Wowczas z tresci mamy, ze %Zve\/ deg(v) > 2. Tym samym z Faktu 9.1
otrzymujemy, ze 7+ > 2, a stad m > n. Zatem z Twierdzenia 9.24 otrzymujemy, ze w G istnieje
cykl. Jednakze usuniecie dowolnej krawedzi tego cyklu nie rozspaja grafu, co wiecej, otrzymana
liczba krawedzi wynosi m’ = m — 1 > n, a zatem znowu z Twierdzenia 9.24 wynika istnienie
kolejnego cyklu. Stad graf G posiada przynajmniej dwa roézne cykle.

W przypadku b) rozumowanie analogiczne do powyzszego prowadzi do wniosku, ze nie bedzie
bedzie istnial zaden cykl, gdyz otrzymamy m < n — 1, czyli graf G jest drzewem (jest spojny z
zalozenia). Natomiast w przypadku c) graf G posiada jeden cykl.

9.54. Zalézmy, ze graf G spelniajacy warunek m > ("51) jest niespdjny. Rozwazmy jego sktadowa
sp6jnosé o minimalnej liczbie wierzchotkow k. Wowczas graf G ma co najwyzej

k(k—1) (n—k)(n—k-1)
2 + 2

krawedzi: odpowiada to optymistycznej sytuacji, gdy sa tylko dwie sktadowe spo6jnosci, kazda
bedaca grafem pelnym. Tym samym otrzymujemy, ze

Kk=1) (n—k)(n—k—1) n—1
5 2 2m>< 9 )

k(k—1)+(n—k)n—-k—=1)>(n—1)(n—2),
K —k+n>—kn—n—nk+k*>+k>n’>—3n+2,
k2 —1>n(k—1).

Zauwazmy jednak, ze skoro sa przynajmniej dwie sktadowe spdjnosci, to n > k + 1, co prowadzi
do
2 —1>n(k—1)>k* -1,

czyli do sprzecznosci.
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9.55.

Posortowany ciag krawedzi: 1,24, 29,23, 31,32,33,4,51,52,6,7,81,81,09.
Dla ulatwienia ilustracji dziatania algorytmu utozsamiamy wagi krawedzi z samymi krawedziami.

Przebieg algorytmu jest nastepujacy.

rozpatrywana krawedz | cykl? | krawedzie drzewa
1 — 1
2y - 1,2y
29 — 1,21,25
23 - 1721;22;23
31 + 1721;22;23
39 - 1,21,29,23,35
33 + 1721;22;23732
4 — 1,21,25,23,39,4
51 + 1721;22;2373274
59 - 1,21,25,23,32,4, 59
6 - 1,21,29,23,32,4,52,6
7 + 1,21,25,23,32,4,59,6
81 + 1,21,29,23,32,4,52,6
82 - 1,21,25,23,32,4,52,6,8
9 + 1721;22;2373274a 5276a8

9.57. Zauwazmy, ze rozwiazanie problemu réwnowazne jest minimalnemu drzewu spinajacemu
w wazonym grafie pelnym G = (V, E,w), w ktorym wierzchotki odpowiadaja miastom, a wagi
krawedzi odlegtosciom pomiedzy tymi miastami. Aby wyznaczy¢ to drzewo korzystamy z algo-
rytmu Kruskala — koszt otrzymanego rozwiazania/drzewa wynosi 17000000 PLN.

9.60.
a)

Tteracja | u | V
0 {b,c,d,e, f}
1 b | {c,d,e, [}
2 c | {d,e, f}
3 e | {d, f}
4 d | {f}
5 f10
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b)

9.62.

A zatem najkrotsza Sciezka z a do f ma dtugosé D[f] = 4. Wyznaczenie tej Sciezki:

4 = Df] = Dle]+1=D[d+1)+1=(Dp+1)+1)+1=

= ((Dla]+D)+D)+D)+1=((0+1)+1)+1)+1=4.

Tym samym Sciezka ta wiedzie przez wierzcholki a, b, c, e, f.

u |V

o
=

S
)

S
Ly

S

{b,c,d,e, f,g,h,i,75}
{b,c,d,e, f,g,h,i}
{07 d7 67 f7g7 h77:}
{e,d, frg,h,i}

{07 d7 f7 g7 h}

{d, f,9,n}

{d, f. g}

{f.9}

© 00O U WN RO
S Q0 S0 oS

{g}
)
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wwwwwlwwwggg
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A zatem najkrotsza Sciezka z a do f ma dtugosé D[f] = 5. Wyznaczenie tej Sciezki:

5 = DI[f] =

Tym samym $ciezka ta wiedzie przez wierzcholtki a, j, e, f.

0000 — 0001

0000 — 0010
0001 — 0011

0000 — 0100
0001 — 0101
0010 — 0110
0011 — 0111

0000 — 1000
0001 — 1001
0010 — 1010
0011 — 1011
0100 — 1100
0101 — 1101
0110 — 1110
0111 — 1111
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Dle] +3=(D[j]+1)+3= (D[] + 1) + 1) +3 =
((0+1)+1)+1)+1=5.




9.64.

1. 1000 — 0000
1001 — 0001
1010 — 0010
1011 — 0011
1100 — 0100
1101 — 0101
1110 — 0110
1111 — 0111

2. 0100 — 0000
0101 — 0001
0110 — 0010
0111 — 0011

3. 0010 — 0000
0011 — 0001

4. 0001 — 0000

9.65.

a) TAK
b) NIE
TAK
NIE
TAK
NIE

TAK
TAK
NIE

TAK
) NIE
1) NIE

m) NIE

)

—
Freze

—

—
~— —

o
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Wskazéwki dla Prowadzacych

9.2.

a) b)

9.10.

a)

9.11.

n = 5 (nieparzyste) n = 6 (parzyste)

n==korazn>k+ 2.

Przypadek n = k: po prostu k izolowanych wierzchotkow.

Przypadek n = k4 1 niemozliwy, bo ten ,dodatkowy” jeden wierzcholek tez bylby izolowany
— sprzecznosé z liczba izolowanych wierzchotkéw réowna k.

Przypadek n > k + 2: k izolowanych wierzchotkoéw i np. graf pelny K,,_;>2 na pozostatych.

k parzyste: n > k;
k=1: n> 4 oraz k > 3 nieparzyste: n > k + 1.

Przypadek k parzyste: po prostu k/2 izolowanych krawedzi, a pozostate wierzchotki izolowane.
Przypadek k nieparzyste: n = k niemozliwe, bo wtedy suma stopni nieparzysta.

Przypadek k = 1 oraz n = 2, 3: niemozliwe — — sprzeczno$¢ z liczba wiszacych wierzchotkow.
Przypadek k =1 oraz n > 4: lis¢ podpiety do wierzchotka grafu petnego K,,_1>3.
Przypadek &k = 3 oraz n > k + 1: k lisci podpietych do jednego wierzchotka, pozostale
wierzchotki izolowane.

n = k: min = max = 0.
n>k-+2:
e min = [anlﬂ
W zaleznodci od parzystosci n— k, mamy albo ”—gk = [”—glﬂ krawedzi izolowanych, albo

”_TH krawedzie izolowane, a pozostale 3 wierzcholki tworza 3-wierzchotkows, Sciezke,
co daje "%H +2= ["Tfk]
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o max = (=k)(n—k-1)

2
k izolowanych wierzchotkéw i graf pelny K,,_;>92 na pozostatych.
b) k parzyste, n > k:

in==k
e min = 3

: bo % izolowanych krawedzi, pozostate wierzchotki izolowane.
e n =k max = % — bo mozliwe tylko % izolowanych krawedzi.

n>k+1: max:k_F(rzflf)(Q#fl).

Jesli n =k + 1, to gwiazda o k lisciach i k krawedziach.

Jesli n > k 4 2, to dzielimy lidcie na dwie dowolne grupy i podpinamy je do dwéch
roznych wierzchotkéw pelnego grafu na n—k wierzchotkach, otrzymujac liczba krawedzi
k+ (n*k)(;*kfl).

(n—k)(n—k-1)

W obu przypadkach m = k + 3

k=1, n>4:

e min = 4: trojkat K3 z dotaczonym lisciem, pozostale wierzchotki izolowane.

e max =1+ (n_k)(+_k_l): graf pelny K,,_1>3 z dolgczonym lisciem.

k > 3 nieparzyste, n > k + 1:

e min = [%1 + 1.
Podpinamy 3 liscie do pojedynczego wierzchotka, pozostale k — 3 liscie parujemy, a
reszta n — k wierzchotkow jest izolowanych. Otrzymujemy 3 + % = [g} + 1 krawedzi.

e max =k + (n_k)gﬂ (Analogicznie jak w przypadku parzystego k.)
Jesli n = k + 1, to gwiazda o k lisciach i k& krawedziach.
Jesli n > k + 2, to dzielimy lidcie na dwie dowolne grupy i podpinamy je do dwéch
r6znych wierzchotkéw petnego grafu na n—k wierzchotkach, otrzymujac liczba krawedzi
k+ (n—k)(;z—k;—l).

(n—k)(n—k—1)

W obu przypadkach m =k + 5

9.13.

a) Cykl Cs.
b) Cykl C5 z jedna cieciwa/przekatna.
¢) Graf pelny K4 z dotaczonym lisciem.
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9.15.

9.22,

@D K

9.25. Np. dlugie $ciezki z dotgczonym w ,zasadniczo ré6znym” miejscu dodatkowym lisciem — w
obu przypadkach ciag stopni (3,2,2,...,2,1,1,1), a drzewa nie sa izomorficzne.

R S B

9.47. Np. graf pelny K, _1, gdzie wierzchotki maja etykiety 1,2,...,n — 1, z dotaczonym n-tym
wierzchotkiem o etykiecie n do wierzchotka o etykiecie 1 oraz 2. Czas dzialania: musimy na pewno
przegladnaé¢ wszystkie permutacje zbioru {2, ..., n—1} zanim algorytm rozpatrzy kolejnos¢ 1,n, . ..
i chwile potem znajdzie droge Hamiltona.
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