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Nieklasyczne modele 
kolorowania grafów
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Kolorowanie sprawiedliwe

Def. Je�li wierzchołki grafu G mo�na podzieli� na k takich zbiorów 
niezale�nych C1,...,Ck, �e ||Ci| – |Cj|| ≤ 1 dla wszystkich i,j = 1,...,k, to 
mówimy, �e G jest sprawiedliwie k-kolorowalny. Najmniejsza liczba k, 
dla której graf G jest sprawiedliwie k-kolorowalny jest sprawiedliw�
liczb� chromatyczn� grafu i oznaczamy j� symbolem χ=(G).

Uwaga: Prawdziwe jest oszacowanie χ(G) ≤ χ=(G), gdy� ka�de 
sprawiedliwe pokolorowanie jest jednocze�nie pokolorowaniem 
klasycznym.

Przykład: Ró�nica χ=(G) – χ(G) mo�e by� dowolnie du�a –
przykładem s� grafy Sn.
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Kolorowanie sprawiedliwe

Tw. Dla dowolnego grafu G zachodzi χ=(G) ≤ ∆(G) + 1.

Tw. Prawdziwe jest oszacowanie dolne

gdzie α(G) jest liczb� stabilno�ci grafu (moc najliczniejszego zbioru 
niezale�nego w G) natomiast v jest dowolnym wierzchołkiem grafu G.
Dowód:

• liczba wierzchołków zaetykietowana kolorem przydzielonym v nie 
przekracza α(G – (N(v)∪{v}))+1,

• skoro chcemy otrzyma� pokolorowanie sprawiedliwe, to krotno��
ka�dego innego koloru nie przekracza α(G – (N(v)∪{v}))+2.
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Kolorowanie sprawiedliwe

Tw. Wzory na sprawiedliw� liczb� chromatyczn� w przypadku 
podstawowych klas grafów:
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Wniosek wtedy i tylko wtedy, gdy |ri – rj| ≤ 1 dla 
wszystkich i,j.
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Kolorowanie sprawiedliwe

Tw. Niech G b�dzie grafem dwudzielnym o n wierzchołkach. Je�li G składa si� z 
r składowych i r ≥ n/k dla pewnej liczby naturalnej k, to G jest sprawiedliwie 
k-kolorowalny.

Dowód:
• załó�my, �e G jest sum� grafów dwudzielnych (V1∪U1,E1),..., (Vr∪Ur,Er),
• porz�dkujemy wierzchołki ustawiaj�c je w ci�g V1,...,Vr,U1,...,Ur, przy czym 

w obr�bie ka�dego ze zbiorów wierzchołki s� posortowane dowolnie,
• dzielimy ten ci�g na segmenty o rozmiarach �n/k�, �(n – 1)/k�,..., �(n – k +

1)/k�,
• ka�dy z tych segmentów jest zbiorem niezale�nym, gdy� w przeciwnym razie 

istnieje segment S taki, �e S obejmuje r podzbiorów (Vi,Ui) wraz z 
dodatkowym wierzchołkiem, co oznacza �n/k� ≥ r + 1≥ 1 + n/k > �n/k� – sprz,

Tw. Je�li G jest sum� sprawiedliwie k-kolorowalnych grafów, to G jest 
sprawiedliwie k-kolorowalny.
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Kolorowanie sumacyjne

Def. Niech c b�dzie wierzchołkowym pokolorowaniem grafu G. Sum� 
chromatyczn� (wierzchołkow�) grafu G nazywamy liczb�

gdzie

Pokolorowaniem optymalnym jest ka�de takie pokolorowanie c, �e

Przez cmax oznaczamy najwy�szy kolor u�yty przez pokolorowanie c, 
natomiast s(G) jest minimaln� liczb� kolorów u�ytych przez 
pokolorowanie optymalne. Jak poprzednio, Ci oznacza zbiór niezale�ny 
zawieraj�cy wierzchołki o kolorze i (w pokolorowaniu c).
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Kolorowanie sumacyjne

Tw. Dla dowolnego optymalnego pokolorowania c zachodzi

Dowód: Przypu��my, �e |Ci| < |Cj| dla i < j. Je�li wierzchołki nale��ce 
do zbioru Ci otrzymaj� kolor j oraz wierzchołki nale��ce do Cj otrzymaj� 
kolor i, to otrzymane pokolorowanie jest poprawne oraz jego suma jest 
mniejsza o (j – i)(|Cj| – |Ci|) > 0 od sumy pokolorowania wyj�ciowego. 
Sprzeczno��.

.||...||||
max21 cCCC ≥≥≥

).(},{ GEvu
ij CuCvji ∈∃∀∀ ∈∈<

Tw. Dla dowolnego optymalnego pokolorowania c zachodzi

Dowód: Gdyby pewien wierzchołek v ze zbioru Cj nie był poł�czony z 
�adnym wierzchołkiem z pewnego zbioru Ci dla i < j, to v mo�e 
otrzyma� kolor i. Sprzeczno��.



272

Kolorowanie sumacyjne

Tw. Dla grafu G zachodz� oszacowania:

Dowód:
(1) wynika z faktu, �e kolory maj� warto�ci nie mniejsze ni� 1 oraz 

suma jest najwi�ksza je�li wszystkie kolory s� parami ró�ne.
(2) Z poprzedniego twierdzenia wynika, �e liczba kraw�dzi ł�cz�cych 

wierzchołki z Cj, j > 2 z wierzchołkami z C1 ∪ ... ∪ Cj – 1 wynosi co 
najmniej |Cj|(j – 1). Zatem
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Kolorowanie sumacyjne

Tw. Prawdziwe s� nast�puj�ce wzory na sum� chromatyczn�:

gdzie Cr,s jest komet� z r promieniami i warkoczem długo�ci s.
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Kolorowanie zwarte

Def. Podzbiór A liczb naturalnych nazywamy przedziałem je�li 
zawiera wszystkie liczby pomi�dzy minA oraz maxA.

Def. Niech G b�dzie dowolnym grafem. Funkcja odwzorowuj�ca 
zbiór kraw�dzi grafu w zbiór liczb naturalnych jest 
pokolorowaniem zwartym je�li s�siednie kraw�dzie otrzymuj� 
ró�ne kolory oraz dla ka�dego wierzchołka v, zbiór kolorów 
przydzielonych kraw�dziom incydentnym do v jest przedziałem.

Przykład Zwarte
pokolorowanie drzewa. 1

2
3

43

4

2
1
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Kolorowanie zwarte

Tw. Grafy daj�ce si� pokolorowa� w sposób zwarty s� grafami klasy 1.
Dowód:
Niech c b�dzie zwartym pokolorowaniem grafu G. Definiujemy funkcj� 
g: E→{0,...,∆ – 1} nast�puj�co:  g(e) = c(e) mod ∆ dla ka�dej kraw�dzi e. 
Tak okre�lona funkcja g jest pokolorowaniem kraw�dzi grafu, poniewa�
zbiór kolorów przydzielonych kraw�dziom incydentnym do wolnego 
wierzchołka v jest przedziałem o mocy nie wi�kszej ni� ∆.

Przykład: Implikacja odwrotna nie jest prawdziwa:
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Iloczyn kartezja�ski grafów

Def. Niech b�d� dane grafy G1 = (V1, E1), G2 = (V2, E2). Iloczyn kartezja�ski
G1×G2 to graf o zbiorze wierzchołków V1×V2 i zbiorze kraw�dzi
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Przykład: Wyznaczmy graf C4 × P3.
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(a,w) (b,w)

(c,w)(d,w)

(a,v) (b,v)

(c,v)(d,v)

(a,u) (b,u)

(c,u)(d,u)
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Kolorowanie zwarte
Tw. Załó�my, �e grafy G1 = (V1, E1), G2 = (V2, E2) maj� zwarte pokolorowania 
c1 oraz c2, zu�ywaj�ce odpowiednio r1 i r2 kolorów. Wówczas G1×G2 mo�na 
pokolorowa� zwarcie za pomoc� r1 + r2 kolorów.
Dowód: Dla dowolnego wierzchołka vj ∈Vi, i = 1,2 definiujemy liczby:

minci(vi)  = min{ c({v,u}): {v,u} ∈ Ei },
maxci(vi) = max{ c({v,u}): {v,u} ∈ Ei }.

Okre�lamy pokolorowanie grafu G1×G2 definiuj�c kolor dla ka�dej kraw�dzi:
• kraw�d� postaci {(v,u),(w,u)}, gdzie {v,w} ∈ E1 otrzymuje kolor 

c1({v,w})+minc2(u),
• kraw�d� postaci {(v,u),(v,w)}, gdzie {u,w} ∈ E2 otrzymuje kolor 

c2({u,w})+maxc1(v)+1.
Kraw�dzie pierwszego typu otrzymuj� parami ró�ne kolory tworz�ce przedział 
{minc1(v)+minc2(u) ,..., maxc1(v)+minc2(u)}.
Kraw�dzie drugiego typu otrzymuj� parami ró�ne kolory tworz�ce przedział 
{minc2(u)+maxc1(v)+1,..., maxc2(u)+maxc1(v)+1}.
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Kolorowanie uporz�dkowane

Def. Funkcja c: V(G)→{0,...,k} jest uporz�dkowanym k-pokolorowaniem
wierzchołków grafu G, je�li ka�da �cie�ka ł�cz�ca wierzchołki u,v takie, �e
c(u) = c(v) zawiera wierzchołek w o kolorze c(w) > c(u). Najmniejsz� liczb� k, 
dla której istnieje uporz�dkowane k-pokolorowanie grafu G nazywamy 
uporz�dkowan� liczb� chromatyczn� grafu G i oznaczamy symbolem χr(G). 
Uporz�dkowane kolorowanie kraw�dzi grafu to kolorowanie wierzchołków 
grafu kraw�dziowego.Uporz�dkowany indeks chromatyczny (najmniejsze k, 
dla którego istnieje pokolorowanie kraw�dzi za pomoc� k kolorów) oznaczamy 
symbolem 

Fakt. Je�li G jest grafem spójnym, to w ka�dym jego uporz�dkowanym k-
pokolorowaniu kolor k jest u�yty jednokrotnie.

).(' Grχ
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Kolorowanie uporz�dkowane

Przykład: Optymalne (u�ywaj�ce minimaln� liczb� kolorów) 
pokolorowania grafu Petersena.
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Lemat Zbiór kolorów S u�ytych jednokrotnie w uporz�dkowanym 
pokolorowaniu grafu G stanowi jego separator lub S = V(G).

Wniosek Je�li G ≠ Kn, to powy�szy zbiór S jest separatorem.
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Kolorowanie uporz�dkowane

Tw. Je�li G ≠ Kn, to zachodzi wzór

gdzie Sep(G) jest zbiorem wszystkich minimalnych separatorów grafu G 
(przez separator minimalny S rozumiemy taki, �e �aden wła�ciwy 
podzbiór S nie jest separatorem w G) oraz G1,...,Gj s� składowymi 
spójno�ci grafu G – S.

Dowód:
• wiemy, �e zbiór jednokrotnie u�ytych kolorów stanowi separator S’,
• je�li istnieje wierzchołek v w S’ taki, �e S’\{v} jest separatorem w G, 

to usuwamy v z S’,
• powy�szy krok powtarzamy, a� dla ka�dego v ∈ S’ mamy, �e S’\{v} 

nie jest separatorem, co oznacza, �e separator S’ jest minimalny,
• uwzgl�dniaj�c, �e χr(Kn) = n oraz korzystaj�c z powy�szych faktów 

mo�na twierdzenie dowie�� indukcyjnie wzgl�dem n.
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Kolorowanie uporz�dkowane

Tw. Zachodz� nast�puj�ce wzory:

gdzie T jest drzewem.
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Tw. χr(Pn× Pn) ≥ n.

Wniosek Istniej� grafy planarne dla których .nr ≥χ
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Kolorowanie �cie�ek
Def. �cie�ki P1, P2 nazywamy koliduj�cymi w G, je�li zawieraj� wspóln� 
kraw�d�.

Def. Niech G b�dzie grafem prostym, natomiast P pewnym zbiorem 
(multizbiorem) �cie�ek w G. Przyporz�dkowanie �cie�kom w P liczb 
naturalnych 1,...,k nazywamy k-pokolorowaniem zbioru P, o ile dowolne 
dwie koliduj�ce �cie�ki otrzymuj� ró�ne barwy.

Def. Je�li G jest grafem oraz P zbiorem �cie�ek w G, to grafem konfliktów
jest graf, którego wierzchołki odpowiadaj� �cie�kom w P. Dwa 
wierzchołki w grafie konfliktów s� s�siednie, je�li odpowiadaj�ce im 
�cie�ki s� koliduj�ce.

Uwaga Problem optymalnego (u�ywaj�cego minimalnej liczby kolorów) 
pokolorowania zbioru P jest równowa�ny problemowi optymalnego 
kolorowania wierzchołków grafu konfliktów.
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Kolorowanie �cie�ek
Def. Je�li G jest grafem, a P zbiorem �cie�ek w G, to χG(P) jest najmniejsz�
liczb� naturaln� k, dla której istnieje k-pokolorowanie zbioru P.

Def. Dla G oraz P definiujemy obci��enie kraw�dzi e jako liczb� �cie�ek 
zawieraj�cych e i oznaczamy symbolem LG(e,P). Obci��eniem LG(P) zbioru
P definiujemy nast�puj�co:

Lemat χG(P) ≥ L(P).

Przykład: Graf S4 = ({a,b,c,d}, {{a,b},{a,c},{a,d}}) oraz zbiór P = { b-a-c, 
b-a-d, c-a-d } to przykład, gdy powy�sza nierówno�� jest ostra.

Uwaga: Powy�sze poj�cia mo�na w naturalny sposób uogólni� na 
przypadek digrafów.
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Kolorowanie �cie�ek

Def. Zgłoszeniem na grafie G nazywamy dowoln� uporz�dkowan� par� 
wierzchołków (u,v). W przypadku grafów nieskierowanych zgłoszenia 
(u,v) oraz (v,u) s� to�same.

Def. Niech R b�dzie zbiorem zgłosze� na grafie G. Routing zbioru R
polega na wyborze takiego zbioru �cie�ek PR, �e ka�da �cie�ka z PR
realizuje jedno zgłoszenie z R, oraz znalezieniu optymalnego 
pokolorowania tego zbioru �cie�ek. Definiujemy

gdzie min s� liczone po wszystkich mo�liwych zbiorach realizuj�cych R. 
Problem routingu polega na minimalizacji χ(R).

Uwaga χ(R) ≥ L(R).
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Kolorowanie �cie�ek
Uwaga Problem routingu dla digrafów definiujemy analogicznie. Kolejno�� 
wierzchołków w zgłoszeniu jest w tym przypadku istotna.

Def. Dla digrafu D = (V, A) definiujemy graf prosty G(D) = (V, E):
{u,v} ∈ E ⇔ ( (u,v) ∈ A lub (v,u) ∈ A ).

Tw. Dla dowolnego digrafu D zachodzi
2LD(R) ≥ LG(D)(R) ≥ LD(R).

Przykład: Lewa nierówno�� jest osi�gana dla gwiazdy S4 = ({a,b,c,d}, 
{{a,b},{a,c},{a,d}}) digrafu D4, gdzie A = {(a,b), (a,c), (a,d), (b,a), (c,a), 
(d,a)} oraz zbioru zgłosze� R = {(b,c), (c,d), (d,b)}.

Tw.

Tw. Je�li G,R,P to, odpowiednio, graf, zbiór zgłosze� oraz zbiór �cie�ek, to

gdzie l to maksymalna długo�� �cie�ki w P.
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Kolorowanie �cie�ek
Tw. Je�li G jest drog�, to dla dowolnego zbioru �cie�ek P zachodzi 
równo�� χ(P) = L(P).

Wniosek Istnieje wielomianowy algorytm rozwi�zuj�cy problem 
kolorowania �cie�ek w przypadku gdy G jest �cie�k�.

Tw. Niech G b�dzie grafem prostym. Równo�� χ(P) = L(P) jest 
spełniona dla dowolnego zbioru �cie�ek w G wtedy i tylko wtedy, gdy G 
jest drog�.

Tw. Je�li G jest cyklem, to dla dowolnego zbioru zgłosze� R zachodzi
χ(R) ≤ 2L(R).

Wniosek Dla zadanego zbioru �cie�ek w cyklu Cn istnieje 
wielomianowy 2-przybli�ony algorytm kolorowania zbioru �cie�ek P.
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Wybrane zastosowania
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Kolorowanie �cie�ek – sieci 
optyczne

• pojedyncze włókno przenosi sygnały o ró�nych długo�ciach fal, wi�c jedno 
poł�czenie pomi�dzy w�złami umo�liwia przesłanie wielu strumieni danych,

• długo�� fali dla danego pakietu danych jest ustalana przed transmisj�,
• pakiety danych oczekuj�ce na transmisj� wysyłaj� zgłoszenia i rozwi�zywany 

jest problem routingu,
• kolory �cie�ek = długo�ci fal

Uogólnienia:
• stosunkowo niewielkim kosztem mo�na dokona� zmiany długo�ci fali w w��le 

po�rednim, wi�c ró�ne fragmenty �cie�ki mog� otrzymywa� ró�ne kolory,
• je�li istnieje kilka poł�cze� pomi�dzy par� w�złów, to w ograniczonym 

zakresie pozwalamy na u�ycie tej samej barwy dla kilku koliduj�cych �cie�ek,
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Kolorowanie sumacyjne –
szeregowanie zada�

• danych jest n zada� J1,...,Jn,
• ka�de zadanie wymaga dost�pu do podzbioru zasobów M1,...,Mn,
• czasy wykonywania zada� s� jednostkowe,
• przez konflikt rozumiemy sytuacj�, w której dwa zadania Ji,Jj wykonuj� 

si� w tym samym czasie i wymagaj� dost�pu do wspólnego zasobu, tzn. 
Mi∩Mj≠∅,

• d��ymy do znalezienia takiego harmonogramu, aby nie wyst�powały 
konflikty oraz �redni czas oczekiwania zadania na wykonanie był 
minimalny,

• tworzymy graf konfliktów, którego wierzchołki odpowiadaj� zadaniom 
oraz pomi�dzy wierzchołkami Ji,Jj istnieje kraw�d�, o ile Mi∩Mj≠∅,

• znajdujemy optymalne sumacyjne pokolorowanie c grafu konfliktów; 
wówczas zadanie Ji wykonywane jest w przedziale czasu [c(Ji) – 1, c(Ji)],
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Kolorowanie uporz�dkowane –
relacyjne bazy danych

• dane jest zapytanie do relacyjnej bazy danych,
• zamierzamy uszeregowa� zł�czenia poszczególnych relacji w taki sposób, 
�e w danej turze (przedziale czasowym) mo�na wykona� dwie operacje 
zł�czenia relacji, je�li �adna relacja nie uczestniczy w obu zł�czeniach,

• minimalizujemy liczb� tur potrzebnych na zł�czenie wszystkich relacji 
(≈czas potrzebny na wykonanie zapytania),

• w tym celu tworzymy graf  G (ang. qurey graph), którego wierzchołki 
odpowiadaj� relacjom oraz kraw�dzie operacjom zł�czenia,

• znajdujemy drzewo spinaj�ce T grafu G, którego uporz�dkowany indeks 
chromatyczny jest minimalny,

• kolorujemy T w sposób uporz�dkowany,
• wówczas kolor przydzielony kraw�dzi oznacza tur�, w której nale�y 

wykona� odpowiadaj�ce jej zł�czenie tabel; st�d, liczba kolorów jest równa  
liczbie tur,


