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Nieklasyczne modele
kolorowania gratow
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Kolorowanie sprawiedliwe

Def. Jesli wierzchotki grafu G mozna podzieli¢ na k takich zbiorow
niezaleznych C,,...,C,, ze lIC/| - ICjII < 1 dla wszystkich i,j = 1,...,k, to
mowimy, ze G jest sprawiedliwie k-kolorowalny. Najmniejsza liczba k,
dla ktorej graf G jest sprawiedliwie k-kolorowalny jest sprawiedliwg
liczbq chromatyczng grafu 1 oznaczamy ja symbolem x_(G).

Uwaga: Prawdziwe jest oszacowanie X(G) < x_(G), gdyz kazde
sprawiedliwe pokolorowanie jest jednoczesnie pokolorowaniem
klasycznym.

Przyklad: Roznica x_(G) — x(G) moze by¢ dowolnie duza —
przykladem sa grafy S, .
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Kolorowanie sprawiedliwe

Tw. Dla dowolnego grafu G zachodzi ¥_(G) < A(G) + 1.

Tw. Prawdziwe jest oszacowanie dolne

n
{Q(G —(N(v)uivh)+ J =20

gdzie A G) jest liczbq stabilnosci grafu (moc najliczniejszego zbioru
niezaleznego w GG) natomiast v jest dowolnym wierzchotkiem grafu G.
Dowod:
e liczba wierzcholkow zaetykietowana kolorem przydzielonym v nie
przekracza oG — (N(v)U{v}))+1,
e skoro chcemy otrzymac pokolorowanie sprawiedliwe, to krotnos¢
kazdego innego koloru nie przekracza oG — (N(v)U{v}))+2.
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Kolorowanie sprawiedliwe

Tw. Wzory na sprawiedliwq liczbe chromatyczng w przypadku
podstawowych klas grafow:

X-(Q,)=2

Z- (K, )=|n/2]+1
Z1-W)=[(n-172]+1
X-(Cy) =3
X-(Cy ) =2

............

......

wszystkich i,j.
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Kolorowanie sprawiedliwe

Tw. Niech G bedzie grafem dwudzielnym o n wierzchotkach. Jesli G sktada sie z
r sktadowych i r 2 n/k dla pewnej liczby naturalnej k, to G jest sprawiedliwie
k-kolorowalny.

Dowdd:

e zaloézmy, ze G jest sumg grafow dwudzielnych (V,UU,E)),..., (V.OU E),

e porzadkujemy wierzchotki ustawiajac je w ciag V,,...,V,U,,...,U,, przy czym
w obrebie kazdego ze zbiorow wierzcholki sa posortowane dowolnie,

e dzielimy ten ciag na segmenty o rozmiarach [nik )l (= Dk, [ (n—k +
1)/k |,

* kazdy z tych segmentOw jest zbiorem niezaleznym, gdyz w przeciwnym razie
1stnieje segment S taki, ze S obejmuje r podzbioréw (V,U,) wraz z
dodatkowym wierzchotkiem, co oznacza (k2 r+ 121+ nlk > nik] - Sprz,

Tw. Jesli G jest sumq sprawiedliwie k-kolorowalnych grafow, to G jest
sprawiedliwie k-kolorowalny.
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Kolorowanie sumacyjne

Def. Niech ¢ bedzie wierzchotkowym pokolorowaniem grafu G. Suma
chromatyczna (wierzchotkowa) grafu G nazywamy liczbe

5(G) =min ¥.(G,0),
gdzie
Y (G,e)= D c(v).

veV(G)

Pokolorowaniem optymalnym jest kazde takie pokolorowanie c, ze

> (G)=)>.(G,0).

Przez c_,, oznaczamy najwyzszy kolor uzyty przez pokolorowanie c,
natomiast s(G) jest minimalng liczba kolorow uzytych przez
pokolorowanie optymalne. Jak poprzednio, C; oznacza zbior niezalezny

zawierajacy wierzchotki o kolorze i (w pokolorowaniu c).
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Kolorowanie sumacyjne

Tw. Dla dowolnego optymalnego pokolorowania c zachodzi
IC, 12IC, 1Z...21C, .

Dowod: Przypusé¢my, ze ICl < IC|l dlai< j. Jesli wierzchotki nalezace
do zbioru C; otrzymaja kolor j oraz wierzchotki nalezace do C; otrzymaja
kolor i, to otrzymane pokolorowanie jest poprawne oraz jego suma jest
mniejsza o (j — )(IC| - IC}]) > 0 od sumy pokolorowania wyjsciowego.

Sprzecznosc.

Tw. Dla dowolnego optymalnego pokolorowania c zachodzi
\v/i<j\v/veCj ElueCl- {M,V} < E(G)

Dowod: Gdyby pewien wierzchotek v ze zbioru C; nie byt potaczony z
zadnym wierzchotkiem z pewnego zbioru C; dlai <j, to v moze
otrzymac kolor i. Sprzecznosc.
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Kolorowanie sumacyjne

Tw. Dla grafu G zachodzq oszacowania:

1) n<Y(G)< ”(”2+ D

2  Y(G)<n+m

Dowéd:

(1) wynika z faktu, ze kolory maja wartosci nie mniejsze niz 1 oraz
suma jest najwigksza jesli wszystkie kolory sq parami rozne.

(2) Z poprzedniego twierdzenia wynika, ze liczba krawedzi 1aczacych
wierzchoiki z C,, j > 2 z wierzchotkami z C, U ... U C;_; wynosi co
najmniej IC|(j — 1). Zatem

> (G,e)=C 1+ C,1(j-D+n-1C/I<n+m

Jj>1
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Kolorowanie sumacyjne

Tw. Prawdziwe sq nastepujqce wzory na sume chromatyczng.

() 2.(P)=|3n/2]

(2) >.(C,)=3n/2]
_|3(n+1)/2,gdy n nieparzyste

) 2W.)= { 3n/2+4,gdy n parzyste

(4) Y. (K, ,)=r+s+min{r,s}

(5) S (K,)= n(n2+ 1)

(6) Y(C, )=|3s/2|+r+2,

gdzie C, ; jest kometq z r promieniami 1 warkoczem diugosci s.



Kolorowanie zwarte

Def. Podzbior A liczb naturalnych nazywamy przedziatem jesli
zawiera wszystkie liczby pomigdzy minA oraz maxA.

Def. Niech G bedzie dowolnym grafem. Funkcja odwzorowujaca
zb16r krawedzi grafu w zbior liczb naturalnych jest
pokolorowaniem zwartym jesli sasiednie krawedzie otrzymuja
r0zne kolory oraz dla kazdego wierzchotka v, zbior kolorow
przydzielonych krawgdziom incydentnym do v jest przedziatem.

Przyklad Zwarte
pokolorowanie drzewa.
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Kolorowanie zwarte

Tw. Grafy dajqce sie pokolorowac w sposob zwarty sq grafami klasy 1.
Dowéd:

Niech ¢ bedzie zwartym pokolorowaniem grafu G. Definiujemy funkcje
g: E—{0,...,A— 1} nastepujaco: g(e) = c(e) mod A dla kazdej krawedzi e.
Tak okreslona funkcja g jest pokolorowaniem krawedzi grafu, poniewaz
zbi6r kolorow przydzielonych krawedziom incydentnym do wolnego
wierzchotka v jest przedzialem o mocy nie wigkszej niz A.

Przyklad: Implikacja odwrotna nie jest prawdziwa:
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Iloczyn kartezjanski gratow

Def. Niech beda dane grafy G, = (V, E)), G,= (V,, E,). lloczyn kartezjanski
G XG, to graf o zbiorze wierzcholkow VXV, 1 zbiorze krawedzi
E(G, XG,) ={{(v,vy), (u,u,)}: (v =uy A{v,,u,}e E)) v
(v, =u, A{v,u, e E))}.
(a,u (b,u)
Przyklad: Wyznaczmy graf C, X P;.

® (d,u) (C,I/t

(a) V) (b, V)
-~ VU
VAR
[ )

(d,v) (a,w) (c,v) (b,w)

d c
w i ;
o

(d,w) (c,w)
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Kolorowanie zwarte

Tw. Zatozmy, ze grafy G,=(V,, E,), G,=(V,, E,) majq zwarte pokolorowania
c, oraz c,, zuzywajqce odpowiednio ry i r, kolorow. Wowczas G,XG, mozna
pokolorowac zwarcie za pomocq r, + r, kolorow.
Dowod: Dla dowolnego wierzchotka v, V,, i = 1,2 definiujemy liczby:
minc,(v,) = min{ c({v,u}): {v,u} € E, },
maxc,(v,) = max{ c({v,u}): {vu} € E; }.
Okreslamy pokolorowanie grafu G,XG, definiujac kolor dla kazdej krawedzi:
e krawedz postaci {(v,u),(w,u)}, gdzie {v,w} € E, otrzymuje kolor
c,({v,w})+minc,(u),
e krawedz postaci {(v,u),(v,w)}, gdzie {u,w} € E, otrzymuje kolor
c,({u,w})+maxc,(v)+1.
Krawedzie pierwszego typu otrzymuja parami rozne kolory tworzace przedzial
{minc,(v)+minc,(#) ,..., maxc,(v)+minc,(u) }.
Krawedzie drugiego typu otrzymuja parami rozne kolory tworzace przedzial
{minc,(u)+maxc,(v)+1,..., maxc,(u)+maxc,(v)+1}.
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Kolorowanie uporzadkowane

Def. Funkcja c: V(G)—{0,...,k} jest uporzadkowanym k-pokolorowaniem
wierzchotkow grafu G, jesli kazda Sciezka taczaca wierzcholki u,v takie, ze
c(u) = c(v) zawiera wierzchotek w o kolorze c(w) > c(u). Najmniejsza liczbg k,
dla ktorej istnieje uporzadkowane k-pokolorowanie grafu G nazywamy
uporzqdkowanq liczbq chromatyczng grafu G 1 oznaczamy symbolem ¥ (G).
Uporzadkowane kolorowanie krawedzi grafu to kolorowanie wierzchotkow
grafu krawedziowego.Uporzqdkowany indeks chromatyczny (najmniejsze k,
dla ktorego istnieje pokolorowanie krawedzi za pomoca k kolorow) oznaczamy
symbolem }(,, (G).

Fakt. Jesli G jest grafem spojnym, to w kazdym jego uporzqdkowanym k-
pokolorowaniu kolor k jest uzyty jednokrotnie.



Kolorowanie uporzadkowane

Przyklad: Optymalne (uzywajace minimalng liczbe kolorow)
pokolorowania grafu Petersena.

Lemat Zbior kolorow S uzytych jednokrotnie w uporzqdkowanym
pokolorowaniu grafu G stanowi jego separator lub S = V(G).

Whniosek Jesli G #K,, to powyzszy zbior S jest separatorem.
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Kolorowanie uporzadkowane

Tw. Jesli G #K, to zachodzi wzor
¥(G)= min ){I S I+maX{;((G1),...,Z(Gj)}},

Se Sep(G

gdzie Sep(G) jest zbiorem wszystkich minimalnych separatorow grafu G
(przez separator minimalny S rozumiemy taki, ze zaden wtasciwy
podzbior S nie jest separatorem w G) oraz G,,...,G; sq skiadowymi
spojnosci grafu G — 8.

Dowdd:

e wiemy, ze zbidr jednokrotnie uzytych koloréw stanowi separator S,

 jesli istnieje wierzchotek v w S’ taki, ze S’\{v} jest separatorem w G,
to usuwamy v z S,

* powyzszy krok powtarzamy, az dla kazdego v € S’ mamy, ze S’\{v}
nie jest separatorem, co oznacza, ze separator S’ jest minimalny,

* uwzgledniajac, ze y (K)) = n oraz korzystajac z powyzszych faktow
mozna twierdzenie dowies¢ indukcyjnie wzgledem n.
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Kolorowanie uporzadkowane

Tw. Zachodzq nastepujqce wzory:
X(P,)= |_log2 nJ"'L
2(C.)=|log,(n—1) |+2,

W) =|log,(n—2) |+3,
X(K, . )=n—max{n,..,r}+],

2(T) <|log, n|+1,

gdzie T jest drzewem.

Tw. x,(PXP,)>n.

Whiosek Istniejq grafy planarne dla ktérych X, 2 n.
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Kolorowanie sciezek

Def. Sciezki P,, P, nazywamy kolidujqcymi w G, jesl zawieraja wspolna
krawedz.

Def. Niech G bedzie grafem prostym, natomiast P pewnym zbiorem
(multizbiorem) Sciezek w G. Przyporzadkowanie sciezkom w P liczb
naturalnych 1,...,k nazywamy k-pokolorowaniem zbioru P, o ile dowolne
dwie kolidujace sciezki otrzymuja rozne barwy.

Def. Jesli G jest grafem oraz P zbiorem sciezek w G, to grafem konfliktow
jest graf, ktorego wierzchotki odpowiadajg sciezkom w P. Dwa
wierzcholki w grafie konfliktow sa sasiednie, jesli odpowiadajace im
sciezki sg kolidujace.

Uwaga Problem optymalnego (uzywajqcego minimalnej liczby kolorow)
pokolorowania zbioru P jest rownowazny problemowi optymalnego
kolorowania wierzchotkow grafu konfliktow.
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Kolorowanie sciezek

Def. Jesli G jest grafem, a P zbiorem Sciezek w G, to X ;(P) jest najmniejsza
liczba naturalng k, dla ktorej istnieje k-pokolorowanie zbioru P.

Def. Dla G oraz P definiujemy obcigzenie krawedzi e jako liczbe Sciezek

zawierajacych e 1 oznaczamy symbolem L(e,P). Obcigzeniem L (P) zbioru

P definiuj tepujaco:
efiniujemy nastgpujaco L.(P)= max {L (e, P)}.

ec E(G)

Lemat ¥ .(P) = L(P).

Przyktad: Graf S, = ({a,b,c,d}, {{a,b},{a,c},{a,d}}) oraz zbior P = { b-a-c,
b-a-d, c-a-d } to przyktad, gdy powyzsza nierOwnosc¢ jest ostra.

Uwaga: Powyzsze pojecia mozna w naturalny sposob uogolni¢ na
przypadek digrafow.



Kolorowanie sciezek

Def. Zgtoszeniem na grafie G nazywamy dowolng uporzadkowana par¢
wierzchotkow (u,v). W przypadku graféw nieskierowanych zgtoszenia
(u,v) oraz (v,u) sq tozsame.

Def. Niech R bedzie zbiorem zgtoszen na grafie G. Routing zbioru R
polega na wyborze takiego zbioru Sciezek Py, ze kazda Sciezka z P,
realizuje jedno zgloszenie z R, oraz znalezieniu optymalnego
pokolorowania tego zbioru Sciezek. Definiujemy

Y(R) = n})in{ X (P,)}—liczba chromatyczna,
L(R) = nlljin{L(PR )} —obciazenie,

gdzie min s liczone po wszystkich mozliwych zbiorach realizujacych R.

Problem routingu polega na minimalizacji X(R).

Uwaga % (R) = L(R).
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Kolorowanie sciezek

Uwaga Problem routingu dla digraféw definiujemy analogicznie. Kolejnos¢
wierzchotkow w zgloszeniu jest w tym przypadku istotna.

Def. Dla digrafu D = (V, A) definiujemy graf prosty G(D) = (V, E):
{uv} e Es ((u,v)e Alub (v,u) e A).

Tw. Dla dowolnego digrafu D zachodzi
2Lp(R) 2 L p)(R) 2 Ly(R).

Przyklad: Lewa nierownosc jest osiagana dla gwiazdy S, = ({a,b,¢,d},
{{a,b},{a,c},{a,d}}) digrafu D, gdzie A = {(a,b), (a,0), (a,d), (b,a), (c,a),
(d,a)} oraz zbioru zgloszen R = {(b,c), (¢,d), (d,b)}.

Tw. Xp(R) < Yoo (R).

Tw. Jesli G,R,P to, odpowiednio, graf, zbior zgltoszen oraz zbior sciezek, to

Xo(R) <2\ E(G)IL(R),
Xo(R) < (L(P)-DI+1, gdzie l to maksymalna dtugosc sciezki w P.



286

Kolorowanie sciezek

Tw. Jesli G jest drogq, to dla dowolnego zbioru sciezek P zachodzi
rownosc ¥ (P) = L(P).

Whniosek Istnieje wielomianowy algorytm rozwiqzujqcy problem
kolorowania Sciezek w przypadku gdy G jest Sciezkq.

Tw. Niech G bedzie grafem prostym. Rownosc Y (P) = L(P) jest
spetniona dla dowolnego zbioru sciezek w G wtedy i tylko wtedy, gdy G
jest drogq.

Tw. Jesli G jest cyklem, to dla dowolnego zbioru zgtoszen R zachodzi
Y(R) < 2L(R).

Whniosek Dla zadanego zbioru sciezek w cyklu C, istnieje
wielomianowy 2-przyblizony algorytm kolorowania zbioru sciezek P.
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Wybrane zastosowania
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Kolorowanie sciezek — sieci
optyczne

e pojedyncze widkno przenosi sygnaly o ré6znych dtugosciach fal, wigc jedno
polaczenie pomigdzy we¢ztami umozliwia przestanie wielu strumieni danych,

e dlugosc fali dla danego pakietu danych jest ustalana przed transmisja,

e pakiety danych oczekujace na transmisj¢ wysyltaja zgltoszenia 1 rozwiazywany
jest problem routingu,

* kolory sciezek = dtugosci fal

Uogolnienia:

e stosunkowo niewielkim kosztem mozna dokona¢ zmiany dtugosci fali w wezle
posrednim, wigc rézne fragmenty sciezki moga otrzymywac rézne kolory,

e jesl istnieje kilka potaczen pomiedzy para weztow, to w ograniczonym
zakresie pozwalamy na uzycie tej samej barwy dla kilku kolidujacych Sciezek,
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Kolorowanie sumacyjne —
szeregowanie zadan

danych jest n zadan J,,...,J ,

kazde zadanie wymaga dostepu do podzbioru zasobow M,,....M ,

czasy wykonywania zadan sa jednostkowe,

przez konflikt rozumiemy sytuacjg, w ktorej dwa zadania J,J; wykonuja
si¢ w tym samym czasie 1 wymagaja dostepu do wspdlnego zasobu, tzn.
MM #2,

dazymy do znalezienia takiego harmonogramu, aby nie wystgpowaly
konflikty oraz sredni czas oczekiwania zadania na wykonanie byt
minimalny,

tworzymy graf konfliktow, ktoérego wierzchotki odpowiadaja zadaniom
oraz pomigdzy wierzchotkami J,,J; istnieje krawedz, o ile MM #0,
znajdujemy optymalne sumacyjne pokolorowanie ¢ grafu konfliktow;
wowczas zadanie J, wykonywane jest w przedziale czasu [c¢(J) — 1, ¢(J))],



Kolorowanie uporzadkowane —
relacyjne bazy danych

dane jest zapytanie do relacyjnej bazy danych,

zamierzamy uszeregowac zlaczenia poszczegdlnych relacji w taki sposob,
ze w danej turze (przedziale czasowym) mozna wykona¢ dwie operacje
zlaczenia relacyi, jesli zadna relacja nie uczestniczy w obu ztaczeniach,
minimalizujemy liczbe tur potrzebnych na zigczenie wszystkich relacji
(=czas potrzebny na wykonanie zapytania),

w tym celu tworzymy graf G (ang. qurey graph), ktérego wierzchotki
odpowiadaja relacjom oraz krawedzie operacjom ztaczenia,

znajdujemy drzewo spinajace T grafu G, ktorego uporzadkowany indeks
chromatyczny jest minimalny,

kolorujemy 7w spos6b uporzadkowany,

wowczas kolor przydzielony krawedzi oznacza turg, w ktorej nalezy
wykonac¢ odpowiadajace jej ztaczenie tabel; stad, liczba kolorow jest rowna
liczbie tur,
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