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Grafy hamiltonowskie,
problem komiwoja�era –

algorytm optymalny
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Grafy hamiltonowskie

Def. Cykl (droga) Hamiltona jest to cykl (droga), w którym ka�dy 
wierzchołek grafu wyst�puje dokładnie raz. Graf jest hamiltonowski
(półhamiltonowski), o ile posiada cykl (drog�) Hamiltona.

Przykład

Graf półhamiltonowski Graf nie jest ani hamiltonowski 
ani półhamiltonowski

Graf hamiltonowski



64

Grafy hamiltonowskie
Tw. (Ore, 1960) Je�li G jest grafem prostym o n ≥ 3 wierzchołkach i
deg(u) + deg(v) ≥ n dla ka�dej pary nies�siednich wierzchołków u i v, to 
graf G jest hamiltonowski.

Dowód: Załó�my, �e istnieje graf G o podanych zało�eniach ale nie jest 
hamiltonowski. Mo�emy zało�y�, �e G posiada drog� Hamiltona 
v1→v2→...→vn oraz {v1,vn}∉E(G). St�d wynika, �e deg(v1) + deg(vn) ≥ n a 
to oznacza, �e istnieje indeks i taki, �e {v1,vi}∈E(G) oraz {vi-1,vn}∈E(G), 
co pokazano na rysunku. To prowadzi do sprzeczno�ci, gdy�
v1→v2→...→vi-1→vn→vn-1→... →vi→v1 jest cyklem Hamiltona.

v1
v2

v3
vi-1 vi

vn-2
vn-1

vn
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Grafy hamiltonowskie

Wniosek (Dirac, 1952) Je�li G jest grafem prostym o n ≥ 3 
wierzchołkach i deg(u) ≥ n/2 dla ka�dego wierzchołka v, to G jest
hamiltonowski.

Dowód: Wynika z poprzedniego twierdzenia, gdy� deg(u) + deg(v) ≥ n
dla ka�dej pary (równie� nies�siednich) wierzchołków.

Uwaga Problem polegaj�cy na stwierdzeniu czy dany graf G jest 
hamiltonowski jest NP-zupełny. Oznacza to, �e nie s� znane efektywne 
(działaj�ce w czasie wielomianowym) algorytmy rozwi�zuj�ce ten 
problem. Nie jest równie� znane twierdzenie podaj�ce warunki 
konieczne i dostateczne na to, aby G był hamiltonowski.
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Problem komiwoja�era

Dany jest zbiór miast. Komiwoja�er chce odwiedzi� wszystkie miasta 
(ka�de dokładnie raz) i powróci� do punktu wyj�cia. Problem polega na 
znalezieniu najkrótszej trasy o tej własno�ci.

Zdefiniujemy powy�szy problem w 
j�zyku teorii grafów. Niech b�dzie 
dany graf pełny G. Zakładamy, �e z 
ka�d� kraw�dzi� ei jest skojarzona jej 
waga (długo��) oznaczana dalej przez
wi. Rozwi�zaniem problemu 
komiwoja�era jest taki cykl
Hamiltona, którego suma wag 
kraw�dzi jest minimalna.

Przykład
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Problem komiwoja�era
Uwagi

• problem komiwoja�era jest NP-trudny, co oznacza, �e nie s�
znane algorytmy o wielomianowej zło�ono�ci obliczeniowej 
rozwi�zuj�ce ten problem (przypuszczalnie takie nie istniej�)
• w praktyce jeste�my zmuszeni posługiwa� si� wielomianowymi 
algorytmami przybli�onymi, tzn. takimi, które szybko znajduj�
rozwi�zanie, które jest w przybli�eniu równe optymalnemu

Przykład Jednym z mo�liwych algorytmów dokładnych jest sprawdzenie 
wszystkich mo�liwych cykli Hamiltona i wybranie najkrótszego. Wad� takiego 
podej�cia jest to, �e liczba cykli jest zbyt du�a, gdy� dla n-wierzchołkowego 
grafu wynosi (n!)/2. St�d, je�li dysponujemy komputerem sprawdzaj�cym 
milion permutacji na sekund�, to:
• n = 10 � ilo�� cykli = (10!)/2 = 1814400   � czas oblicze� = 1.8 s
• n = 20    � ilo�� cykli = (20!)/2 ≈ 1018 � czas oblicze� ≈ 40 tys. lat
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Historia problemu komiwoja�era

George Dantzig, Ray Fulkerson i Selmer Johnson (1954) 
zaprezentowali optymalne rozwi�zanie problemu 
komiwoja�era dla 49 ameryka�skich miast.
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Historia problemu komiwoja�era

Padberg i Rinaldi (1987) obliczyli optymalne 
rozwi�zanie dla 532 punktów
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Rozwi�zanie obejmuj�ce 13549 miast  ameryka�skich, uzyskane 
w 1998 roku.

Historia problemu komiwoja�era
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Problem komiwoja�era –
algorytm optymalny

• nie jest znany �aden wielomianowy optymalny algorytm dla tego
problemu i jest mało prawdopodobne, �e taki algorytm w ogóle 
istnieje

• omówiony dalej algorytm polega na przeszukiwaniu całej przestrzeni 
rozwi�za�

• podczas oblicze� na bie��co uaktualniane jest dolne oszacowanie na 
długo�� optymalnej trasy, dzi�ki czemu wiemy, których 
rozwi�za� cz��ciowych na pewno nie da si� rozszerzy� na 
rozwi�zania optymalne i cz��� oblicze� mo�na pomin��

• rozwa�amy przypadek nieco ogólniejszy, w którym dany jest na 
wej�ciu obci��ony graf skierowany
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Drzewo przeszukiwa�
Def. Drzewo przeszukiwa� definiujemy jako zakorzenione drzewo, 
którego ka�dy wierzchołek odpowiada pewnemu podzbiorowi rozwi�za�. 
Podzbiory rozwi�za� odpowiadaj�ce synom w�zła wynikaj� za sposobu 
podziału zbioru rozwi�za� ojca.

Uwaga: Dla problemu komiwoja�era przyjmujemy nast�puj�c� 
posta� drzewa przeszukiwa�:

• ka�dy wierzchołek odpowiada rozwi�zaniom problemu, 
które zawieraj� pewne łuki i jednocze�nie innych wybranych 
łuków nie zawieraj� (np. pewnemu wierzchołkowi 
odpowiadaj� optymalne trasy zawieraj�ce łuki (a,b),(e,h) oraz 
nie zawieraj�ce łuków (a,d),(d,e) i (b,e) )
• Ka�dy w�zeł ma dwóch synów. Po wybraniu nowego łuku e, 
jeden z synów odpowiada rozwi�zaniom o ograniczeniach 
nało�onych w ojcu oraz zawieraj�cych e, natomiast drugi – nie 
zawieraj�cych e.
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Oszacowanie dolne

Uwaga: Z ka�dym wierzchołkiem v drzewa przeszukiwa� jest zwi�zana 
zmienna LB. Jest to liczba, która stanowi oszacowanie dolne na warto�� 
ka�dego rozwi�zania nale��cego do tego wierzchołka. Wówczas:

• je�li LB > min_sol, to wiemy, �e nie warto przeszukiwa� poddrzewa 
zakorzenionego w wierzchołku v,
• je�li LB = min_sol, to poddrzewo by� mo�e zawiera rozwi�zania 
dorównuj�ce dotychczasowemu najlepszemu. Je�li zadanie polega na
wyznaczeniu dowolnego rozwi�zania optymalnego, to nie 
przeszukujemy poddrzewa zakorzenionego w wierzchołku v
• je�li LB < min_sol, to nale�y przeszukiwa� poddrzewo 
zakorzenione w v (by� mo�e nie całe).

Uwaga: Podczas realizacji algorytmu (tzn. podczas trawersowania drzewa
przeszukiwa�) pami�tamy warto�� najlepszego znalezionego dotychczas 
rozwi�zania. Oznaczmy j� przez min_sol.
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Redukcja macierzy
Lemat Je�li M jest macierz� s�siedztwa grafu G, to:

• do dowolnego cyklu Hamiltona nale�y dokładnie jeden element z 
ka�dego wiersza M i dokładnie jeden z ka�dej kolumny
• je�li od wszystkich elementów w wybranym wierszu (kolumnie) 
odejmiemy stał� d, to długo�� ka�dego cyklu Hamiltona jest o d 
mniejsza od długo�ci tego samego cyklu, lecz przed odj�ciem stałej
• je�li od wierszy i kolumn wielokrotnie odejmiemy stałe tak,aby
ka�dy wiersz i kolumna zawierały co najmniej jedno zero, to suma
odj�tych liczb stanowi dolne oszacowanie optymalnego rozwi�zania.

Wniosek Je�li łuk (i,j) nale�y do optymalnej trasy komiwoja�era 
znalezionej na podstawie zredukowanej macierzy s�siedztwa, to (i,j)
nale�y rownie� do optymalnej trasy w wyj�ciowym grafie.

Def. Proces odejmowania stałych od wierszy (kolumn) macierzy 
s�siedztwa nazywamy redukcj�.
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Algorytm redukcji
procedure Reduce( M )
begin

r := 0;
for i := 1 to n do begin

min_row := najmniejszy element w i-tym wierszu;
if ( min_row > 0 ) then  begin

odejmij min_row od ka�dego elementu w wierszu i;
r := r +  min_row;

end
end;

for i := 1 to n do begin
min_col := najmniejszy element w i-tej kolumnie;
if ( min_col > 0 ) then  begin

odejmij min_col od ka�dego elementu w wierszu i;
r := r +  min_col;

end
end;
return r;

end

Zmienne:
M – macierz  s�siedztwa 

rozmiaru n
r – suma odj�tych 

warto�ci od wierszy i 
kolumn (jak wynika z 
poprzedniego lematu, 
jest to dolne 
oszacowanie na 
długo�� cyklu w M)
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Przykład redukcji
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St�d, do warto�ci LB 
potomków w�zła dodamy 80
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Kryterium wyboru łuku

Uwaga: Aby utworzy� 
potomków w drzewie 
przeszukiwa�, wybieramy 
taki łuk, który powoduje 
najwi�kszy wzrost dolnego 
oszacowania w prawym 
poddrzewie. Warto��, o 
któr� wzro�nie LB
wyznaczamy w zmiennej 
max.

procedureFindEdge( M, r, c )
begin

max := – 1;
for i := 1 to n do

for j := 1 to n do
if M[i,j] = 0 then begin

min_r := warto�� najmniejszego
elementu w wierszu i z pomini�ciem M[i,j];

min_c := warto�� najmniejszego
elementu w kolumnie j z pomini�ciem M[i,j];

if  min_r + min_c > max then begin
max := min_r + min_c;
(r,c) := (i,j);

end
end;

return max;
end

Zmienne:
M – macierz s�siedztwa
n – rozmiar M
(r,c) – łuk do podziału      

zbioru rozwi�za�
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Wybór łuku - przykład
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M

min_r+min_c=5+3=8

2+0=2

0+0=0

1+11=12

0+1=1

3+5=8

• do podziału zbioru rozwi�za� wybieramy łuk (c,d)
• lewy potomek odpowiada wszystkim rozwi�zaniom (cyklom) 

zawieraj�cym łuk (c,d)
• prawy potomek zawiera wszystkie rozwi�zania bez (c,d)
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Tworzenie lewego syna
1. załó�my, �e wybrano łuk (c,d) w celu utworzenia potomków 

wierzchołka v,
2. lewy syn zawiera wówczas zbiór rozwi�za� o tych samych 

ograniczeniach, co w przypadku v oraz dodatkowo zawieraj�cych 
łuk (c,d),

3. oznacza to, �e mo�emy zmniejszy� rozmiar macierzy s�siedztwa o 
1 poprzez usuni�cie c-tego wiersza i d-tej kolumny,

4. kolejne „uproszczenie” macierzy polega na zablokowaniu łuku (d,c) 
tzn. element macierzy na przeci�ciu d-tego wiersza i c-tej kolumny 
przyjmuje warto�� „niesko�czono��”,

5. blokujemy równie� łuk, który tworzy cykl wraz z łukami dodanymi 
poprzednio do rozwi�zania,

6. warto�� LB wyliczamy dodaj�c do warto�ci LB ojca liczb� r
wyliczon� w procedurze Reduce
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Lewy syn - przykład
Dla w�zła 
wyj�ciowego v
(tutaj korze� 
drzewa) LB(v)=0
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oszacowania 
dolnego LB(vl) dla 
lewego potomka 
wynosi zatem 
LB(v)+r = 0+80
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Tworzenie prawego syna
1. załó�my, �e wybrano łuk (c,d) w celu utworzenia potomków 

wierzchołka v,
2. prawy syn zawiera wówczas zbiór rozwi�za� o tych samych 

ograniczeniach, co w przypadku v oraz dodatkowo nie 
zawieraj�cych łuku (c,d),

3. blokujemy wi�c łuk (c,d) poprzez wpisanie warto�ci 
„niesko�czono��” na przeci�ciu c-tego wiersza i d-tej kolumny w 
macierzy s�siedztwa

4. nie nast�puje zmniejszenie rz�du macierzy s�siedztwa w tym 
przypadku

5. warto�� LB wyliczamy dodaj�c do warto�ci LB ojca liczb� r
wyliczon� w procedurze Reduce oraz warto�� warto�� max
wyliczon� w procedurze FindEdge
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Prawy syn - przykład
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LB(rp) dla prawego potomka 
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Warunki ko�ca rekurencji
Przypadek 1: warto�� LB w wierzchołku v jest wi�ksza lub równa od 
najlepszego znalezionego dotychczas rozwi�zania. Wówczas drzewo 
zakorzenione w v nie jest przeszukiwane.

Przypadek 2: M jest stopnia 2. Ma ona wówczas jedn� z dwóch postaci:

lub

Zatem bez wzgl�du na posta� macierzy nie ma wyboru co do tego jakie łuki 
nale�y wł�czy� do ko�cowego rozwi�zania. Je�li kolumny odpowiadaj� 
wierzchołkom w,x natomiast wiersze u,v to:

• je�li M[u,w] = 0, to do cyklu komiwoja�era nale�� łuki (u,w), (v,x)
• je�li M[u,x] = 0, to do cyklu komiwoja�era nale�� łuki (v,w), (u,x)
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∞+
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Algorytm
procedure TraverseTree( M, C, LB )
begin

r := Reduce( M );
if LB + r < min_sol then

if |C| = n – 2 then begin
doł�cz dwa łuki do C i uaktualnij min_sol oraz zapami�taj

nowe rozwi�zanie je�li jest lepsze od dotychczasowych;
end  else  begin

max := FindEdge( M, c,d );
TraverseTree( M*, C ∪ {(c,d)}, LB + r );
if LB + r + max < min_sol then begin

M[c,d] := +∞;
TraverseTree(M,C, LB + r ); M[r,c] := 0;

end
end;

odtwórz macierz M do postaci sprzed redukcji;
end

Zmienne:
M – macierz s�siedztwa
C – kraw�dzie nale��ce do cyklu
LB – warto�� dolnego oszacowania 

dla danego w�zła

min_sol inicjalnie równe +∞

M* powstaje z M poprzez  
usuni�cie c-tego wiersza,  d-tej 
kolumny i zablokowania łuku 
(d,c) i łuków tworz�ych cykle z 
C ∪ {(c,d)}
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Przykład
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Zło�ono��

• Czas działania procedury Reduce wynosi O(n2)
• Czas działania procedury FindEdge wynosi O(n3)
• Zapami�tanie i odtworzenie macierzy to operacja rz�du O(n2)
• Zapami�tywanie nowego najlepszego rozwi�zania w czasie O(n)
• Oznacza to, �e realizacja algorytmu TraverseTree w obr�bie 
jednego w�zła wymaga czasu O(n3)
• Zło�ono�� całego algorytmu mo�na oszacowa� zatem przez 
O(f(n)n3), gdzie f(n) jest liczb� w�złów drzewa poszukiwa� 
odwiedzanych przez procedur� TraverseTree.
• Liczba wykonanych oblicze� zale�y od konkretnych danych 
wej�ciowych i w pesymistycznym przypadku jest wykładnicza.


