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Wyktad 09

Teza Turinga-Churcha

Teza

Problem jest rozstrzygalny wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
(deterministyczna) maszyna Turinga zatrzymujaca sie dla kazdej instancji
i akceptujaca te instancje, dla ktérych odpowiedz jest pozytywna

@ co rozumiemy przez instancje problemu?

0 uwaga: to nie jest twierdzenie! raczej definicja i przekonanie, ze
prawidtowo opisaliSmy mozliwos¢ obliczen, w szczegdlnosci
rozstrzygnieé

Andrzej M. Borzyszkowski (Instytut Informaty Obliczalnos¢ i ztozonosé sem. zimowy 2025/26 3/18

Wyktad 09

Twierdzenie Rice'a
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Przyktady probleméw rozstrzygalnych

o problem réwnowaznosci deterministycznych automatéw skonczonych
(czy akceptuja ten sam jezyk)

problem osiggalnosci w grafie

problem stowa dla gramatyki bezkontekstowej (algorytm CYK)

problem nieskonczonosci jezyka regularnego (petla w automacie)

© © o0 o

problem nieskonczonosci jezyka bezkontekstowego (petla w grafie
symboli terminalnych)

o problem pustosci jezyka bezkontekstowego
terminologia:

o jezyk rekurencyjny jest akceptowany przez maszyne Turinga, ktéra
zatrzymuje sie dla kazdego wejscia

@ problem rozstrzygalny ma maszyne Turinga z wtasnoscia stopu

o jezyk L jest rekurencyjny jesli problem w € L jest rozstrzygalny

sem. zimowy 2025/26
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Redukcja

o niech K C ¥* oraz L C A* beda dwoma jezykami, K redukuje sie do
L, oznaczenie
K<L

jezeli istnieje obliczalna funkcja f : ¥* — A* taka, ze dla kazdego
wexr*
weKef(w)el

o istnienie redukcji K < L oznacza, ze jezyk K nie jest trudniejszy od
jezyka L — jezeli mamy algorytm rozpoznajacy L, to mamy takze
algorytm rozpoznajacy K

Twierdzenie

Jezeli K < L oraz L jest rozstrzygalny, to K jest rozstrzygalny J
Whiosek

Jezeli K < L oraz K jest nierozstrzygalny, to L jest nierozstrzygalny J
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Przyktad

o czy jezyk jest rekurencyjny?
Lioo = {(M, w) | M zatrzymuje sie dla w po 100 krokach}

o oczywiscie, po wykonaniu najwyzej 100 krokédw mamy rozstrzygniecie
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Jezyk uniwersalny a problem stopu

o tw: jezyk L, = {{M,w) | M akceptuje w} nie jest jezykiem
rekurencyjnym

o tw.: Jezyk Lgtop = {(M, w) | M zatrzymuje sie dla w} nie jest
jezykiem rekurencyjnym
dw.: jezyk L, redukuje sie do jezyka Lstop: parze (M, w) przypisujemy
pare (M’  w) taka, ze M’ zatrzymuje sie na w wtedy i tylko wtedy,
gdy M akceptuje w; jezeli M zatrzymuje sie w stanie odrzucajacym,
to M’ wpada w nieskoficzong petle

Nierozstrzygalnos¢ problemu stopu
Problem stopu dla maszyny Turinga jest nierozstrzygalny J
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Twierdzenie Rice - potrzebne pojecia

@ niech ® bedzie pewng wtasnosciag jezykéw rekurencyjnie przeliczalnych
nad alfabetem {0,1}*, na przyktad:

®1(L) = L jest skonczony

®,(L) = L nie zawiera stowa pustego

kazdej takiej wtasnosci odpowiada rodzina S jezykdéw rekurencyjnie
przeliczalnych, ktére maja dang wtasnos¢

o def.: wtasno$¢ jest trywialna, jezeli S jest pusta lub S zawiera
wszystkie jezyki rekurencyjnie przeliczalne nad {0,1}
rodzinie jezykéw S odpowiada zbiér koddw

Ls = {{M) | L(M) € S}
sem. zimowy 2025/26 8/18
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Twierdzenie Rice’a Szkic dowodu twierdzenia
Twierdzenie Rice’a o ¢ — nietrywialna wtasnos$¢ jezykéw rekurencyjnie przeliczalnych
zadna nietrywialna wtasnos¢ jezykéw rekurencyjnie przeliczalnych nie jest o S - rodzina jezykéw rekurencyjnie przeliczalnych, ktére maja
rozstrzygalna wtasnos¢ ¢
o zakfadamy, ze () nie nalezy do S (wp.p. rozpatrujemy wtasnosé
o innymi stowy, dla zadnej nietrywialnej rodziny S zbiér Ls nie jest przeciwna).
rekurencyjny

_ _ _ o niech L € §, niech M| bedzie maszyna Turinga akceptujaca L
o czyli problem {{M) | L(M) € &} jest nierozstrzygalny o definiujemy redukcje f jezyka uniwersalnego L, do Ls:
o jest to problem semantyczny, méwi o jezyku akceptowanym przez F((M, w)) = (M) gdzie
maszyne Turinga, a nie np. o jej strukturze
o problemy rodzaju “maszyna zatrzyma sie po 100 krokach” s3 L(M) = () jezeli M nie akceptuje w
rozstrzygalne L jezeli M akceptuje w

f({M,w)) na stowie w' dziata tak, ze najpierw wykonujemy obliczenia
M na w, a po ew. zaakceptowaniu wykonujemy obliczenia M; na w’
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Whioski z twierdzenia Rice’a

o ponizsze wiasnosci jezykdéw rekurencyjnie przeliczalnych sa
nierozstrzygalne:

o pustos¢

o skonczonosé

o regularnos¢

o bezkontekstowosé

Problemy nierozstrzygalne
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Problemy nierozstrzygalne dla gramatyk i jezykéw bezkontekstowych

o obliczenie poprawne deterministycznej maszyny Turinga M:

Br#BE# - #Bn#t  (lub B, gdy n parzyste)

o (31 jest konfiguracja poczatkows,

o [n jest konfiguracja akceptujaca,

o konfiguracja 11 jest bezposrednim nastepnikiem [;
(ﬂ,‘ —)Mﬁ;+1), dla i=1,...,n—1

o Corrpy oznacza zbiér obliczen poprawnych
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Nierozstrzygalno$¢ niepustosci przekroju jez. bezkontekstowych

o Corrp jest niepusty wtedy i tylko wtedy, gdy jezyk maszyny Turinga
M jest niepusty, inaczej

o problem pustosci jezyka maszyny Turinga sprowadza sie do
rozstrzygania czy Corrpy niepusty

Problem przekroju jezykéw bezkontekstowych

Problem niepustosci L(Gy) N L(G,) dla gramatyk bezkontekstowych Gy, Gy
jest nierozstrzygalny
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Przekroj dwoch jezykéw bezkontekstowych

Ly = {xi#txoft - H#xo# @ Xi — M X,-’il, i — nieparzyste}
L> = {Xl#Xz# X H L XM X,!j_l, I — parzyste}
Corrpy = LiN Ly

o ponizsze jezyki sa bezkontekstowe (automat ze stosem!)
Ly={y#z" 1 y —mz}

Ly={yR#z : y —pny 2}

o réwniez
Ly = (Ls#)" ({A} UTTFT %)
Lo = qoZ"#(La#)" ({\} UTTFT™#)
sg bezkontekstowe
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Uzupetnienie zbioru obliczen poprawnych

o napis nad alfabetem @ U T nie jest obliczeniem poprawnym, jesli
@ nie jest postaci xy#xo - - - Xp#, gdzie x; konfiguracje, lub
@ x;1 nie jest konfiguracja poczatkowa, lub
@ x, nie jest konfiguracja akceptujaca, lub
@ nie zachodzi x; — x,-’frl dla pewnego i nieparzystego, lub
® nie zachodzi x* —py x;1 dla pewnego i parzystego,

o warunki 1, 2, 3 mozna sprawdzi¢ przy pomocy automatu

skonczonego; pozostate przy pomocy automatu ze stosem

o suma jezyka regularnego i bezkontekstowego jest jezykiem
bezkontekstowym

@ uzupetnienie zbioru obliczen poprawnych maszyny Turinga jest
generowane przez gramatyke bezkontekstowa
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Nierozstrzygalno$¢ problemu uniwersalnosci

Nierozstrzygalno$¢ problemu uniwersalnosci

dla gramatyki bezkontekstowej G nad alfabetem koncowym % problem
L(G) = X* jest nie rozstrzygalny

o dw.: dla maszyny Turinga M zbiér obliczen niepoprawnych
(uzupetnienie zbioru obliczen poprawnych) jest generowany przez
gramatyke bezkontekstowa G, czyli L(G) = £* wtedy i tylko wtedy
gdy L(M) = 0.
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Problemy nierozstrzygalne dla gramatyk i jezykéw bezkontekstowych

o niech Gi, Gy gramatyki bezkontekstowe, R - jezyk regularny,
nastepujace problemy sa nierozstrzygalne:
@ L(G) = L(Gy)
@ L(G)=R
(€ L(Gg) C L(Gl)
@ RCL(Gy)

o dw.: wystarczy przyja¢ R = L(Gy) = L*

o uwaga: problem L(G) C R jest rozstrzygalny, bo jest réwnowazny
L(G) N (X*\ R) = 0, przekréj jezyka bezkontekstowego i regularnego
jest bezkontekstowy, problem sprowadza sie do pustosci jezyka
bezkontekstowego
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