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Model maszyny Turinga

@ model maszyny do celéw studiowania ztozonosci pamieciowej:

o tadma wejéciowa, na ktérej znajduje sie ciag $w$, gdzie w jest
stowem wejéciowym, a $ jest specjalnym symbolem $ ¢ ¥ do
zaznaczania konca sfowa; zawarto$¢ tasmy nie zmienia sie

o tasmy robocze.

o definicja: maszyna Turinga dziata w pamieci ograniczone] przez
funkcje S(n), jezeli dla stowa wejSciowego w zadne obliczenie
maszyny na w nie odwiedza wiecej niz S(|w|) komérek na zadnej
tasmie roboczej.

— komérki tasmy wejsciowej nie licza sie do uzytej pamieci
— bedziemy zaktadaé, ze S(n) > logn
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Konfiguracja maszyny Turinga

o konfiguracja maszyny Turinga z taSma wejsciowa i k taSmami
roboczymi:
(G, 1,715 J15 - - s Vi Jk)
gdzie
o @ jest stanem maszyny
o i jest pozycja gtowicy na tasmie wejSciowej
o ¢ jest zawartoscig tasmy /
o jy jest pozycja gtowicy na tasmie /¢
o konfiguracja nie zawiera zawartosci taSmy wejsciowej, poniewaz
zawarto$¢ sie nie zmienia w czasie obliczenia
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Liczba konfiguracji

Andrzej M.

liczba konfiguracji maszyny na wejéciu w z pamiecia ograniczong
przez funkcje S(n) > log n jest ograniczona przez

45w

dla pewnej statej d zaleznej od maszyny

77k7.jk) .je5t

Q- (Iw] +2) - (ITSIDy- (s(jw)*

réznych konfiguracji (q,i,v1,J1, - - -

przy zatozeniu, ze S(n) > log n liczbe te mozna ograniczy¢ przez
d*(wD) dla d = |Q] -2 ||

— obliczenia dtuzsze musza prowadzi¢ do powtdrzenia sie konfiguracji,
powstajaca petle mozna opusci¢
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Przyktad

Qo

Qo

Qo

Andrzej M.

dla jezyka

L= {u#u®| ue{ab}*}
istnieje maszyna akceptujaca L dziatajaca w pamieci S(n) = O(log n),
czyli L € SPACE(log n)
nie jest nig maszyna, ktéra zapisze na taSmie pomocniczej pierwsza
cze$¢ stowa a potem sprawdza czy druga cze$¢ jest odwrdceniem
— zfozonos¢ czasowa O(n) ale ztozono$¢ pamigciowa réwniez O(n)
pamie¢ logarytmiczna jest wystarczajaca dla maszyny, ktéra po kolei

©

zapisuje i-ty symbol sfowa wejsciowego

zapisuje numer i, potrzebuje log(|w|) bitéw

odczytuje i-ty symbol od konca stowa wejsciowego i poréwnuje
Z zapisanym

wraca do poczatku tasmy roboczej, ktérg bedzie nadpisywac

i przechodzi do kolejnego symbolu

©

©

©

Borzyszkowski (Instytut Informaty Obliczalnos¢ i ztozonosé sem. zimowy 2025/26 7/23

Andrzej M. Borzyszkowski (Instytut Informaty

Andrzej M. Borzyszkowski (Instytut Informaty

Wyktad 07  Ztozono$¢ pamigciowa

Klasa zfozonosci pamieciowej

o def.: jezyk L nalezy do klasy ztozonosci pamieciowej SPACE(f(n)),

f : N — N, jezeli istnieje deterministyczna maszyna Turinga, z taSma
wejsciowq i taSmami roboczymi, ktéra rozpoznaje L i dziata w pamieci
ograniczonej przez f(n)
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Mnozenie pamieci przez stata

o twierdzenie;

dla kazdej deterministycznej (lub niedeterministycznej) maszyny
Turinga M z pamiecia ograniczona przez funkcje S(n) oraz statej

¢ > 0 istnieje deterministyczna (odpowiednio niedeterministyczna)
maszyna Turinga N z pamiecig ograniczong przez funkcje ¢ - S(n).
uzasadnienie:

jeden symbol tasmy roboczej nowej maszyny N reprezentuje k
kolejnych symboli z taSmy oryginalnej maszyny M, k > %

obliczenie maszyny M jest symulowane krok po kroku; kazdy krok M
przez jeden krok N, N pamieta pozycje gtowicy M w takiej k-tce
symboli

oczywiscie liczba komérek pamieci zmniejsza sie tylko dlatego, ze ich
wielko$¢ odpowiednio sie zwieksza
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Whtasciwe funkcje ztozonoSci

o funkcja f jest wtasciwag funkcja ztozonosci, jezeli spetnia warunki:

o f jest niemalejaca,

o istnieje maszyna Turinga, ktéra dla stowa wejSciowego dtugosci n
zatrzymuje sie po wykonaniu O(n + f(n)) krokéw i na tasmie
roboczej zapisuje f(n) wyrdéznionych symboli.

o przyktady funkcji wtasciwych f(n) = const, f(n) = n, f(n) = logn
(i wiele innych)
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Problem osiggalnosci REACHABILITY

o dla grafu G = (V, E) problem osiagalnosci to rozstrzyganie czy
w grafie istnieje droga od danego wierzchotka x do y

o istnieje algorytm dla problemu osiggalnosci o czasie liniowym
wzgledem opisu grafu (liczby wierzchotkéw plus liczba krawedzi)

o jesli odnosimy sie do liczby wierzchotkéw, to ztozonos¢ jest
kwadratowa
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Zaleznosci pomiedzy klasami ztozonosci

o zakfadamy, ze f jest wtasciwa funkcja ztozonosci, zachodza
zawierania
@ SPACE(f(n)) C NSPACE(f(n)),
@ TIME(f(n)) € NTIME(f(n)),
@ NTIME(f(n)) € SPACE(f(n))
o pierwsze dwa zawierania s3 oczywiste,

© maszyna niedeterministyczna w czasie f(n) moze wykona¢ co
najwyzej f(n) krokéw
— liczba réznych konfiguracji maszyny w czasie f(n) jest ograniczona
— aby sprawdzié, czy istnieje Sciezka akceptujaca, wystarczy
przeszuka¢ drzewo konfiguracji
— ztozonos$¢ czasowa moze by¢ zdecydowanie wieksza, ale
— do przeszukania wystarczy zapisywac biezaca $ciezke, ktoérej dtugosc
jest ograniczona przez f(n)
sem. zimowy 2025/26 10/23

Andrzej M. Borzyszkowski (Instytut Informaty Obliczalnoé¢ i ztozonosé

Wyktad 07  Ztozono$¢ pamigciowa

NSPACE(S(n)) C TIME(c5(")

(%]

tw.: jezeli S(n) > logn, to
NSPACE(S(n)) € TIME(c>™")

o dw.: zatézmy, ze L € NSPACE(S(n)), dla stowa wejsciowego w liczba

konfiguracji maszyny M akceptujacej L jest ograniczona przez cf(‘WD

dla pewnej statej ¢; (zaleznej od M).

o sprawdzenie czy w € L mozna sprowadzi¢ do rozstrzygania problemu
osiggalnosci dla grafu konfiguracji

S(lw|) . .
1 , czyli rozstrzyganie
bl i alnodci fozonod S(jwl)-2

problemu osiggalnosci ma zfozono$¢ czasowq ¢;

o graf konfiguracji ma rozmiar danych ¢

o przyjmujac ¢ = 2 - ¢; mamy zadany wynik
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Metoda osiggalnosci w grafie, c.d.

o algorytm dla badania osiggalnosci w grafie o ztozonosci czasowe;j
O(n?) mozna wykorzysta¢ do badania czy w € L na dwa sposoby
o dla stowa wejSciowego w i maszyny M mozna zbudowa¢ macierz
sasiedztwa dla grafu konfiguracji G(M, w), lub
o graf konfiguracji jest wykorzystywany w sposéb niejawny,
w kazdym kroku, gdy potrzebna jest informacja czy konfiguracje
C1 i G, sa sasiednie w grafie G(M, w), uruchamia sie procedure,
ktéra rozstrzyga czy mozna przej$¢ w jednym kroku z C; do
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Dowdd tw. Savitcha

@ mozna zatozy¢, ze maszyna My ma tylko jedna konfiguracje
akceptujaca [,

o maszyna Mp na wejsciu w dtugosci n stwierdzi, czy istnieje obliczenie
prowadzace od konfiguracji poczatkowej do konfiguracji 5,

o jezeli takie obliczenie istnieje, to istnieje takze obliczenie nie dtuzsze
od d3(" gdzie d > 1 jest pewng stata zalezng od maszyny

o liczby nie wieksze niz d*(") mozna zapamieta¢ na tasmie Mp
w S(n) komérkach
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Twierdzenie Savitcha

Twierdzenie

Dla kazdej niedeterministycznej maszyny Turinga My z pamiecia
ograniczong przez funkcje S(n) > log n istnieje réwnowazna jej
deterministyczna maszyna Turinga Mp z pamiecia ograniczona przez

(S(n))?

o czyli

NSPACE(S(n)) C SPACE((S(n)?))
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Dowdd tw. Savitcha, c.d.

o definiujemy rekurencyjna procedure OBL(«, 3, k), ktéra zwraca
warto$¢ True, jezeli istnieje obliczenie maszyny My prowadzace od
konfiguracji o do konfiguracji  w nie wiecej niz k krokach

o jezeli k =1, to zwrd¢ True, jezeli 8 = « lub (3 jest osiagalna z «

w jednym kroku

o jezeli k > 1, to dla kazdej konfiguracji v maszyny My sprawdz, czy
zachodzi OBL(a,, [£]) oraz OBL(y, 3, | 5])

— jezeli istnieje ~, dla ktérego oba te warunki s3 spetnione, to zwréé
True
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Dowdd tw. Savitcha, dokonczenie

o maszyna Mp wywotuje OBL(Bq, 8., d(5(7D)

o liczba wywotan procedury jest ograniczona przez
log dSUWD) = ¢. S(|w))

o pamieé maszyny Mp jest ograniczona przez c - (S(|w|))?, gdyz kazde
wywotanie wymaga zapamietania kilku konfiguracji
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Podsumowanie

LC NLC P C NP C PSPACE = NPSPACE
gdzie
L = SPACE(logn), NL = NSPACE(log n)

zawieranie NP C PSPACE wynika z symulacji obliczenia maszyny
niedeterministycznej na deterministycznej — trzeba sprawdzac
wszystkie wybory

o nie wiadomo czy zawierania s3 wtasciwe
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PSPACE=NPSPACE

o klasa PSPACE zawiera jezyki akceptowane przez maszyny Turinga

Z pamiecig ograniczong przez wielomiany.

z twierdzenia Savitcha wynika, ze nie jest wazne, czy w definicji klasy
PSPACE wezmiemy maszyny deterministyczne czy
niedeterministyczne:

— dla kazdej niedeterministycznej maszyny z pamiecia ograniczong
przez wielomian p istnieje rwnowazna jej deterministyczna maszyna
z pamiecia ograniczona przez funkcje p?, ktéra tez jest wielomianem.
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Réwnowazna charakteryzacja klasy NP przy pomocy certyfikatéw

o relacja R C ¥* x ¥* na stowach jest wielomianowo rozstrzygalna

jezeli istnieje deterministyczna maszyna Turinga rozpoznajaca
{(x,¥)| R(x,y)} w czasie wielomianowym

o R jest wielomianowo zréwnowazona jezeli istnieje liczba naturalna k

taka ze |y| < |x|* dla (x,y) € R

o L € NP wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje R wielomianowo

rozstrzygalna, wielomianowo zréwnowazona taka, ze

L = {x| istnieje y taki, ze (x,y) € R}
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Réwnowazna charakteryzacja klasy NP przy pomocy certyfikatéw,
c.d.

o jezeli L € NP to relacje R mozna zdefiniowaé nastepujaco
(x,y) € R jesli y jest kodem obliczenia akceptujacego dla x

o jesli istnieje R wielomianowo rozstrzygalna, wielomianowo
zrébwnowazona to maszyna niedeterministyczna dla wejscia x zgaduje
y spetniajace |y| < |x|¥ oraz uzywa wielomianowego algorytmu aby
sprawdzi¢ czy (x,y) € R
— jedli tak, to maszyna akceptuje x, inaczej odrzuca

o y nazywamy certyfikatem dla x
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Twierdzenie Immermana-Szelepcsényi’ego

Twierdzenie Immermana-Szelepcsényi’ego

Dla kazdej niedeterministycznej maszyny Turinga M z pamiecia
ograniczona przez funkcje S(n) > log n istnieje niedeterministyczna
maszyna Turinga M€ z pamiecia ograniczong przez te sama funkcje S(n),
ktéra akceptuje jezyk * \ L(M).

sem. zimowy 2025/26 21/23

Jezyki kontekstowe
Klasa jezykéw kontekstowych jest zamknieta ze wzgledu na uzupetnienie.

o dw.: jezyk kontekstowy jest akceptowany przez niedeterministyczna
maszyne Turinga w pamieci liniowej.
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Réwnowazna charakteryzacja klasy NP przy pomocy certyfikatéw,
przyktady

o w problemie spetnialnosci — certyfikatem jest wartosciowanie
zmiennych, przy ktérym formuta jest prawdziwa

o w problemie kolorowania graféw — certyfikatem jest to
przyporzadkowanie koloréw do wierzchotkéw

o w problemie $ciezki Hamiltona — certyfikatem jest Sciezka Hamiltona
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