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Wyktad 05  Redukcje probleméw

Redukcje probleméw

o def.: jezyk L redukuje sie wielomianowo do jezyka K, L <, K, jesli
istnieje funkcja f obliczalna przez deterministyczna maszyne Turinga
w czasie wielomianowym taka, ze w € L & f(w) € K

o problem SAT:

o wejscie: fomuta boolowska w postaci koniunkcyjnej (CNF)
o tzn. koniunkcja klauzul
o klauzula to dyzjunkcja literatéw
o literat to zdanie atomowe lub jego negacja

o spetnialno$¢ = istnienie warto$ciowania dajacego True

o pokazaliémy juz, ze kazdy problem NP redukuje sie wielomianowo do
problemu SAT

o skoro sam SAT jest problemem NP jest wiec NP-zupetny
o jest bardzo duzo innych probleméw, pozornie odlegtych,

NP-zupetnych, redukujacych sie nawzajem do siebie
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Maszyny Turinga, przykfady
ztozonosci
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Wyktad 05  Problem 3SAT

Problem 3SAT

problem 3SAT posiada klauzule skfadajace sie zawsze z 3 literatéw
oczywiscie maszyna rozwigzujaca problem SAT rozwigzuje tez 3SAT

istnieje redukcja problemu SAT do 3SAT
dw: dana klauzula x; Vxo V ...V xx, k > 3, x; — literaty
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o wprowadzamy nowe zmienne y, 3, ... Yk—2
o rozwazamy koniunkcje klauzul (x; V x2 V y2) A (my2 V x3 V
V3)A oo (yict VX Vi) Ao A (myk—a V Xkt Voxk)
o jesli np. x; = True, to koniunkcja jest spetnialna, wystarczy
przyja¢ y; = False dla j > iiy; = Truedla j <i
o jesli wszystkie x; = False, to koniunkcja jest niespefnialna
o klauzule trzech literatéw nie wymagaja zadnej operacji
— klauzule dwéch czy jednego literatu mozna sztucznie wydtuzyé
(x1 VxoVy)A(x1VxoV-y)albo (x1 VyVy)A(xaV-yV-y)
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Problem 2SAT

o tw.: problem 2SAT jest rozwigzywalny w czasie wielomianowym
(doktadniej, liniowym)
o whniosek: prawdopodobnie nie istnieje, a na pewno nie znamy redukgcji
problemu 3SAT do 2SAT
o dw.: budujemy graf ktérego wierzchotkami sg x, —x dla wszystkich
zmiennych x wystepujacych w formule
o dla kazdej klauzuli x V y réwnowaznej —x = y dodajemy dwie
krawedzie grafu -x — y oraz -y — x
o graf skierowany dzieli sie na sktadowe spdjnosci, kazda sktadowa
spojnosci ma sktadowe silnej spdjnosci
o sktadowe silnej spdjnosci mozna uporzadkowac topologicznie, tzn.
krawedzie sa od wierzchotkédw o nizszych numeréw do wyzszych
o ztozono$¢ algorytmow jest liniowa wzgledem liczby krawedzi
i wierzchotkéw
sem. zimowy 2025/26 5/17
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Wyktad 05 Przyktady probleméw NP-zupetnych

Przyktady probleméw NP-zupetnych

o problem SAT
o problem 3SAT

o problem kliki w grafie — dla danego grafu G i liczby k > 0
rozstrzygnaé, czy istnieje klika (podgraf petny grafu) zawierajacy
k wierzchotkéw

o k-kolorowalno$¢ grafu — dla danego grafu G = (V, E) i liczby k > 0
rozstrzygnaé, czy istnieje kolorowanie 7 : V — {1,... k} tzn.
Y(u,v) € E.w(u) # m(v)

o pokrycie wierzchotkowe — dany graf nieskierowany G = (V, E), zbi6r
wierzchotkéw Vy C V jest pokryciem wierzchotkowym jesli zawiera
konice wszystkich krawedzi, tzn. V{u,w} € E.u e VoV w € Vy
problem: dla ustalonego grafu G i liczby k rozstrzygnaé, czy istnieje
pokrycie wierzchotkowe Vg, |Vp| < k
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Problem 2SAT, c.d.

o dla kazdej zmiennej x zachodzi jeden z przypadkéw
o x oraz —x s3 w tej samej skfadowej silnej spdjnosci, czyli mamy
warunek x < —x, niespetnialny, jedna taka zmienna powoduje,
ze formuta jest niespetnialna
o x i =x wystepuja w réznych sktadowych silnej spdjnosci tej samej
sktadowej spdjnosci
czyli albo zadamy warunku x = —x albo przeciwnego —x = x
jest on spetnialny, poprzednik implikacji musi by¢ fatszywy
o x oraz —x wystepuja w réznych sktadowych spdjnosci, nie ma
zadnego warunku determinujacego wartos¢, klauzula réwniez jest
spetnialna
o wszystkie literaty w jednej sktadowej silnej spdjnosci otrzymaja te
sama wartosé
@ numeracja liczbami 0 i 1 silnych sktadowych bedzie zgodna
z kierunkiem strzatek
sem. zimowy 2025/26 6/17
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Przyktady probleméw NP-zupefnych, 2

o Sciezka Hamiltona — dany graf skierowany lub nieskierowany,
rozstrzygnac, czy istnieje Sciezka przechodzaca przez kazdy
wierzchotek doktadnie jeden raz

o cykl Hamiltona — dodatkowo $ciezka zaczyna i konczy sie w tym
samym wierzchotku

o problem komiwojazera: dany jest zbiér miast C = {cy,...,c,} oraz
odlegtosci d(cj, ¢j) dla i, j=1,...,n i ograniczenie b; rozstrzygna¢,
czy istnieje takie uporzadkowanie miast {cj,...,c,} = {c1,...,¢n},
ze

Z d(cl{7 CI{+1) <b
i=1

o podziat zbioru — dla skonczonego zbioru C = {ci,..., ¢y} z wagami
w(c;) rozstrzygnaé, czy istnieje podzbiér Co C C spetniajacy warunek
dow(e)= > w(c)
ce(y CGC\CO
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Przyktady probleméw NP-zupetnych, 3

o problem plecakowy: dany jest zbidr elementéw A = {a1,...,a,}
z rozmiarami s(a;) oraz wartoéciami w(a;) oraz state b i y;
rozstrzygnac, czy istnieje taki podzbiér Ag C A, taki ze

Z s(a) < b oraz Z w(a) >y

acAy acAp

o Maxiumum Coverage Problem:
dana liczba k, universum U, b < |U| oraz rodzina A C P(U), |A| = n
rozstrzygnac czy istnieje podrodzina Ay C A taka, ze

| Ag| = k oraz ]UAO\ >b
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Wyktad 05  k-kolorowalno$¢ grafu

3SAT — kolorowalnosé

o dana formuta 3SAT &, liczba zmiennych n, liczba klauzul m,
definiujemy graf G taki, ze formuta jest spetnialna wtt. wierzchotki G
mozna pokolorowaé n+ 1 kolorami

o konstrukcja

o dla kazdej zmiennej x formuty trzy wierzchotki x, —x, X
— dla kazdej klauzuli ¢ osobny wierzchotek

o krawedzie: (x, —x) dla zmiennych x
- <X>)_/>' <_'X7)_/>' <)_<7)_/> dla x #y
— (=x, ) jesli =x nie wystepuje w ¢ i podobnie dla x
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Przyktady probleméw NP-zupetnych, 4

o Extended String-to-string Correction Problem:
dane dwa napisy i liczba, (S, T,b) € T* x ¥* x N
rozstrzygnac, czy istnieje mozliwos¢ usuniecia pewnych liter z S oraz
wykonania b przestawien, aby otrzymaé T
np. (aach, abc,1) ma rozwiazanie
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Wyktad 05  k-kolorowalno$¢ grafu

3SAT — kolorowalno$é, cd.

o tw.: formuta ® jest spetnialna wtt., gdy graf G mozna pokolorowaé
n+ 1 kolorami

o dw.:

o wierzchotki X dla wszystkich n zmiennych potrzebuja n koloréw,

o x, x oraz y dla x # y s3 potaczone czyli potrzebuja co najmnie;j
n+ 1 koloréw

o G mozna pokolorowaé¢ n+ 1 kolorami, wtt. jesli dla kazde;j
zmiennej x jeden z wierzchotkédw x, —x moze mie¢ ten sam kolor
co X — nazywamy go kolorem specjalnym

o wierzchotkowi x lub —x z kolorem specjalnym przypisujemy
wartos¢ False
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3SAT — pokrycie wierzchotkowe

o dana formuta 3SAT, liczba zmiennych n, liczba klauzul m,
definiujemy graf G i liczbe k > 0 taka, ze formuta jest spetnialna witt.
graf G ma pokrycie mocy k

o konstrukcja

o wierzchotki: x i —x dla kazdej zmiennej formuty oraz kopie dla
kazdego wystapienia literata (x lub —x) w formule

krawedzie: {x, —x} oraz

dla kazdej klauzuli x V y V z (ew. z negacjami) caty tréjkat
oraz potaczenia x i —x ze swoimi kopiami w klauzulach

razem jest n+ 6 - m krawedzi

definiujemy k=n+2-m
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Sciezki Hamiltona

o redukcja 3SAT do problemu Hamiltona — nie pokazemy jej tutaj

o redukcja problemu $ciezki Hamiltona dla grafu skierowanego do
problemu dla grafu nieskierowanego

o wierzchotki kopiujemy v—, 0, vt

i faczymy je krawedziami
o jedli v — u w grafie skierowanym, to taczymy wierzchotki v i u™
o Sciezka odwiedzajaca wszystkie wierzchotki w grafie
nieskierowanym musi odwiedzi¢ wszystkie wierzchotki, wyznacza
jednoczesnie kierunek przechodzenia

z wyjatkiem zadanych koncéw
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3SAT — pokrycie wierzchotkowe, c.d.

o jesli formuta jest spetniona, do pokrycia wybieramy
a. wierzchotki zmiennych i negacji majace warto$¢ True
b. co najmniej dwa wierzchotki z kazdego tréjkata, niewybrany ma
warto$¢ True
jest to pokrycie i ma k = n+ 2 - m wierzchotkéw
@ na odwrét, pokrycie k wierzchotkowe gwarantuje, ze dwa wierzchotki
w tréjkatach sg wybrane, niewybrane wierzchotki dajg wartosciowanie
spetniajace formute
o przyktad (tendencyjny) formuty
(X VyVy)A(=xV oy Vay) A(=xVyVy)
o trzy tréjkaty, dwie krawedzie dla zmiennych i krawedzie taczace
o jedyne wartosciowanie: y = True, x = False
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Lista probleméw NP-zupetnych

o https:
//en.wikipedia.org/wiki/List_of_NP-complete_problems
o Graphs and hypergraphs
o Mathematical programming
o Formal languages and string processing
Games and puzzles
o Other
166 probleméw w grudniu 2025: , This is a dynamic list and may
never be able to satisfy particular standards for completeness”

©

o https://en.wikipedia.org/wiki/Karp%27s_21_NP-complete_
problems
Karp, Richard M. (1972). Reducibility Among Combinatorial
Problems. In R. E. Miller; J. W. Thatcher; J.D. Bohlinger (eds.).
Complexity of Computer Computations. New York: Plenum. pp.
85-103.
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Karp’s 21 NP-complete problems

= Krawedz A — B oznacza redukcje wielomianowa A <, B.
= Uktad inspirowany klasycznymi zestawieniami (Karp 1972; Wikipedia; UMass).
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Bibliografia: Karp (1972); Wikipedia ,,Karp's 21 NP-complete problems”; UMass CS501 (lec24).
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